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PROLOGO A LA EDICION EN ESPANOL 


Uno de nosotros (J. A. B.), aprovechando la flexibilidad proporcionada poi* el 
cara eter experimental de la Universidad de Oriente, habia comenzado a reestruc- 
turar el programa de flsica generał y a experimentar eon el a fin de hacerlo mas 
moderno e interesante para los estudiantes* Este trabajo fue completado por ambos 
traductores a principios de 1967 eon la colaboración de algunos colegas* Se iba a 
utilizar en cursos basicos comunes a todos los estudiantes de ingenierla y de ciencias 
(incluyendo los del area biológica). La diflcultad para ponerlo en practica era la 
falta de un texto apropiado, lo cual exigirla de los profesores del departarnento 
un esfuerzo de asimilación de textos tales como The Feynman Lectures on Physics . 
Fue entonces cuando llegó a nuestras manos el volumen I y poco despues el II 
de esta serie de flsica fundamental universitaria. La adoptamos como texto guia 
del curso de fisica generał, conscientes de los inconveniente$ pedagógicos que implica 
utilizar a este nivel un libro en otro idioma. Felizmente, el libro, particularmente 
este volumen II, resultó incitante no sólo para los estudiantes sino tambićn para 
los profesores* El resultado fue un aumento sustancial en el rendimiento estudiantil, 
tradicionalmente bajo, especialmente en el primer semestre del curso* 

Una de las ventajas que hemos encontrado en esta serie es que su nivel no es 
uniforme. Mediante una selección adecuada de temas, ejemplos y problemas, se 
puede conseguir diversos niveles efectivos. Entendemos que esto sera de suma 
utilidad en la Amśrica latina, ya que se podrą adaptar el libro a los niveles de 
ensenanza tan dislmiles en la región. 

El volumen II es particularmente revolucionario, tanto por el enfoque como 
por el contenido; la reducción del espacio dedicado a los campos estaticos a sus 
justas proporciones, la posposición del estudio de circuitos a problemas (lo que 
realmente son), el tratamiento unificado de las ondas, que permite un estudio razo- 
nable de las ondas electromagneticas (sobre las cuales se basa gran parte de las 
comodidades que la civilización actual ha puesto a nuestro alrededor). La intro- 
ducción del concepto de foton a esta altura nos parece sumamente util, pues una 
vez que el estudiante se convence de que los rayos gamma, los X, la luz y las ondas 
de radio son de la misma naturaleza, la pregunta invariable es ^por cjue, entonces, 
algunas de estas ondas pueden ser daninas y otras ni las sentimos? 

El trabajo de traducción ha sido a la vez un placer y un estfmulo. Un placer 
por la claridad y la concisión del lenguaje utilizado en el original — aparte de los 
hallazgos didacticos; sólo introdujimos algunos cambios menores respecto al ori¬ 
ginal cuando consideramos que ello redundaba en mayor precisión o claridad. 
El lector sabra disculpar los defectos idiomaticos que pueda hallar: consideramos 
que poner al alcance de los lectores de habia castellana un texto de alta całidad 
en la materia era mas urgente que lograr un castellano perfecto, La traducción 
fue ademas estimulante, en primer lugar, porąue dada el area de difusión que 
tendria la presente edición en castellano, deblamos evitar en lo posible el uso de 
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regionalismos; en segundo lugar, porąue ia terminologia fisica castellana todavia 
no se ha asenlado, en parte por la intluencia Yanabit que han tenido ias tcrmi- 
nologias francesa e italiana y la terminologia ingiesa y en parte por el msuflciente 
uesarrollo de ia fisica en los pafses de babia castedana. Creemos habcr present&do 
ima terminologia de uso bastante generał; no obstanie, se puede tornar como ima 
propuesta para quc sea considerada dentro del pr ogra ma de normnllzación de 
terminologia que tiene el Centro Catinoameneano de Fisica, Queremos, sin em¬ 
bargo, msistir en dos casos; hem os usado lorgue pora design ar el memento de una 
Cuerza porąue cs la palabra mas simpk para reempiazar los diversos nombres que 
sc hau usado para este concepto y porąue contribuyc a la 1 nternacionalización de 
la terminologia. Otrą innovaeión es mom^nium: los Iraductores franceses de Newton 
pretirieren la designación cartesiana de cantidad de movimiento, que tambien tuvo 
aeeptaeión generał en it a liano y er: casiellano. Sin embargo, su uso resuUó incon- 
Ycniente por su longitud y porąue en muchos tralamkutos teóricos el concepto no 
esta directamente relacionado eon el movimiento. A fiu de simplificar y contnbuir 
a ia mternacionalización de la terminologia hemos preferido momentum, 

Estarnos conscicntes de ha ber iogradn una f radu cción aceptabie. Esto ha sido 
posible gracias a la colaboracion do fśsicoj de distintas procedencias que trabajan 
en el Departament o de Fisica de la Univers!d.ad de Oriente, a la de muchos fisicos 
de diierenles partes de Latinoamerica que heir.os consultado y a la del Dr. Marcelo 
Alonso. Queremos tambien manifestar nuestro agradecimiento a la esposa de uno 
de nosotros (C. A. H.) por su ayuda en innuineras tareas secretariales y en la revi- 
sión de todo el manuscrito, lo cual redundó en una mejor presentación del texto, 
principalmente por la supresión de muchos anglicismos, galicismos y barbarismos. 


Cumcina 
junto de 1970 


Carlos Alberto Heras 
Josć A. Barreto Araujo 



PROLOGO 


La fisica es una ciencia fundamenta] que tiene profunda influencia en todas las 
otras ciencias. Por consiguiente, no sólo los estudiantes de fisica e ingenieria, sino 
todo aquel que piense seguir una carrera cientiflca (biologia, quimica y matematica) 
debe tener una completa comprensión de sus ideas fundamentales. 

El propósito primario de un curso de fisica generał (y quiza la ńnica razón para 
que aparezca en el plan de estudios) es dar al estudiante una visión unificada de 
la fisica, Se deberia hacer esto sin entrar en muchos detalles, analizando, sólo, los 
principios bósicos, sus implicaciones y sus limitaciones. El estudiante aprendera 
aplicaciones especificas en cursos mós avanzados. Asi, este libro presenta las ideas 
que creemos fundamentales y que constituyen el corazón de la fisica de hoy. Hemos 
tenido en cuenta cuidadosamente las recomendaciones de la Comission on College 
Physics (Comisión de Fisica para Universitarios) para escoger los temas y el mćtodo 
de presentación. 

Hasta no hace mucho tiempo, la fisica se venia ensenando como si fuera un 
conglomerado de varias ciencias mas o menos relacionadas, pero sin un punto de 
vista realmente unitario. La división tradicional (en "ciencias”): mecanica, calor, 
sonido, óptica, electromagnetismo y fisica moderna no se justifica al presente. 
Nos hemos apartado de este enfoque tradicional. En su lugar seguimos una presen- 
tación lógica unificada, haciendo ćnfasis en las leyes de conservación, en los con- 
ceptos de campos y de ondas y en el punto de vista atómico de la materia. La teoria 
de la relatividad especial se usa sistematicamente en el texto como uno de los 
principios guia que debe satisfacer cualąuier teoria fisica, 

El curso se ha dividido en cinco partes: (1) Mecanica, (2) Interacciones y Campos, 
(3) Ondas, (4) Fisica cuantica y (5) Fisica estadistica. Comenzamos por la mecanica 
eon el fin de establecer los principios fundamentales necesarios para deseubrir los 
movimientos que observamos a nuestro alrededor. Entonces, como todos los fenó- 
menos naturales son el resultado de interacciones y estas se analizan en función 
de campos, en la parte (2) consideramos las clases de interacciones que compren- 
demos mejor: la gravitacional y la electromagnetica, responsables de muchos de 
los fenómenos macroscópicos que observamos. Estudiamos detalladamente el elec¬ 
tromagnetismo, concluyendo eon la formulación de las ecuaciones de Maxwell. 
En la parte (3) discutimos los fenómenos ondulatorios como consecuencia del eon- 
cepto de campo. Es aqui donde incluimos gran parte del materiał que generalmente 
aparece bajo los tltulos de óptica y de acustica. Sin embargo, se ha puesto ćnfasis 
en las ondas electromagnćticas como extensión lógica de las ecuaciones de Maxwell. 
En la parte (4) analizamos la estructura de la materia — atomos, molćculas, nucleos 
y particulas fundamentales —, anólisis que esta precedido de las bases necesarias 
de la meeónica cuantica. Finalmente, en la parte (5) hablamos de las propiedades de 
la materia en conjunto. Comenzamos presentando los principios de la mecanica 
estadistica y los aplicamos a algunos casos simples pero fundamentales. Estudiamos 
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la termodinamica desde el punto de vista de la mecanica estadlstica y eoncluimos 
eon un capitulo sobre las propiedades termieas de ia materia, demostrando como 
se aplican los principios de la mecanica estadlstica y de la termodinamica. 

Este libro es novedoso no solo en su enfoąue sino tambien en su contenido, ya 
que hemos incluido algunos tópicos fundumentales que no se encuentran en la 
mayoria de los textos de fisica generał y hemos dejado de lado otros que son tra- 
dicionales. La iaatematica usada se puede encontrar en cualąuier libro de analisis 
matematico. Suponemos que los estudiantes poseen conocimientos minimos de ana- 
Hsis matematico y estan, a la vcz, iomando un curso sobre este tema. Muchas 
aplicaciones de los principios fundamentales, asl como tambien algunos tópicos un 
poco mas avanzados, aparecen en fonna de eiemplos resueltos. Segun la conve- 
uiencia del profesor, estos se pueden discutir o proponer conforme a cierta selección, 
lo cual permite una mayor flexibilidad en la organización del curso. 

Los planes de estudios de todas las eiencias estan someticlos a presiones para 
que incorporen nuevos tópicos que estan cobrando mayor iniportancia. Esperamos 
que este libro alivie estas presiones, eleyando en el estudiante el nive! de coinpren- 
sión de los conceptos fisicos y la habUidad para manipular las correspondientes 
relaciones matematicas. EvSto permitira e!evar el nivel de muchos de los cursos 
interrnedios que se ofrecen en los planes de estudio de pregrado. Los cursos tradi- 
cionaies de pregrado: mecanica, electroniiignet ismo y fisica moderna, son los que 
mas se benehcian eon esta a Iza de nivel. Asi, el estudiante term mara su carrera 
eon conocimientos superiores a los de antes, beneficio muy importante para aąuellos 
que flnalicen sus estudios a esta altura. A dem as, hahra ahora mas oportunidad para 
ha cer cursos nuevos y mas interesant cs en el postgrado. Esta misma tendencia se 
eneuentra en los textos basicos mas rccientes de olras eiencias para los primeros 
y segundos anos universitarios. 

El texto esta concebido para un curso de tres semestre Tambien se puede usar 
en aąuellas eseuelas en las que se en sen a un curso de fisica generał de dos semestr es 
scguldo de un semestre de fisica. moderna, ofreciendo as i una presentación mas 
u niflcada a lo largo de los tres semeslres Por conveniencia, el texto se ha dividido 
en tres volumenes correspoudicndo cadn uno, grosso modo, a un semestre. El volu- 
men I trata de ia mecanica y la interacción gravitacional. El volumen II estudia 
las interacciones electromagneticas y las ondas, cubriendo esencialmente los cursos 
de electromagnetismo y óptica. La fisica euantiea y la fisica estadlstica, incluyendo 
la termodinamica, se estudian en el yolumen III, A pesar de que los tres volumenes 
estan estrechamente relacionados y forman un texto unico, cada uno puede ser 
considerado en si m istno como un texto introduetnno. En particular los volume~ 
nes I y II equivalen a un curso de fisica generał de dos semestres que cubre la fisica 
no euantiea. 

Esperamos que este texto ayude a h»s educadores progresistas. quicnes constan- 
ternerte se preocupan por mej ora r los cursos que dictan; esperamos, tambien, que 
estmmle a los estudiantes, cruienes ntere* en una presentación de la fisica mas ma- 
riura que la de los cursos tradicionaies. 

Q u erem os expresar nuestra grat i t ud a to dos aąueilos quc por su estimulo y ayuda 
bici er on posiblc la culminación de este trąb a jo. Nuestro reconocimiento a los dis- 
tinguidos colegas, en particular. a los Profesores D. Lazarus y H. S. Robertson, 
ąuienes leyeron el manuscrito origtnał: sus comentarios y crlticas permitieron 
corregir y mejorar muchos aspectos del texto. Agradecemos, ad c mas, la aptitud 
y dedicación del personal de la editorial Addison-Wesley. Por ultimo, pero no eon 
menos calor, damos sinceramente las gracias a nuestras esposas, ąuienes nos han 
apoyado pacientemente. 


Washington, D.C . 


M. A. 
E. J. F. 
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Con el fln de ayudar al profesor a organizar su curso, presentamos una breve reseńa 
de este volumen y algunas sugerencias sobre los conceptos importantes de cada 
capitulo. Como se, dijo en el prólogo, este curso de flsica se ha desarrollado en forma 
integrada de modo que el estudiante pueda reconocer facilmente las pocas ideas 
basicas en que se funda la flsica (por ejemplo, las leyes de conservación y el hecho 
de que es posible reducir los fenómenos flsicos a interacciones entre partlculas fun» 
damentales). El estudiante deberla darse cuenta de que para llegar a ser fisico o 
ingeniero debe alcanzar una comprensión clara de estas ideas y desarrollar la habi- 
lidad para manejarlas. 

Los temas basicos constituyen el cuerpo del texto. Muchos ejemplos han sido 
incluidos en cada capitulo; algunos son simples aplicaciones numericas de la teoria 
que se esta discutiendo, mientras que otros son realmente extensiones de la teoria o, 
deducciones matematieas. Se rccomienda aconsejar al estudiante que en la primera 
lectura de un capitulo omita todos los ejemplos. Luego, en una segunda lectura, 
que examine los ejemplos sugeridos por el profesor. De esta manera el estudiante 
comprendera separadamente las ideas basicas y sus aplicaciones o extensiones. 

Hay una sección de problemas al finał de cada capitulo. Algunos son mas diflciles 
que el termino medio de los problemas de flsica generał y otros son extremadamente 
simples. Estan dispuestos en un orden que corresponde aproximadamente al de 
las secciones del capitulo, habiendo algunos problemas mas diflciles al finał. El gran 
numero y la variedad de los problemas dan al instructor mayor libertad de elección 
en la adecuación de los problemas a las aptitudes de sus estudiantes. 

Sugerimos al profesor que establezca una biblioteca de reserya basada en el 
materiał bibliografico que se enumera al finał de cada capitulo y que incite al 
estudiante a usarla para desarrollar el habito de verificar las fuentes, con lo que 
obtendra mas de una interpretación de un tópico dado y adąuirira información 
histórica acerca de la fisica. 

Este volumen esta concebido para cubrir el segundo semestre. Como gula hemos 
sugerido, sobre la base de nuestra propia eKperiencia, el numero de horas de clase 
que se necesita para cubrir cóniodamente el materiał. El tiempo indicado (43 horas 
de clase) no ineluye el destinado a discusiones, resolución de problemas y evaluación. 
Hacemos a continuación un breve comentario sobre cada capitulo. 


PARTE 2. INTERACCIONES Y CAMPOS 

La Parte 2 se ocupa de las interacciones electromagnćticas, que se desarrollan en 
los capltulos 14 a 17 (en el capitulo 13 del volumen I se presentó la interacción 
gravitacional), Estos cuatro capltulos constituyen una introducción al electromag- 
netismo t excluyendo las ondas electromagneticas y la radiación, que se estudian 
en la Parte 3. En los capltulos 14 y 15 se introducen algunos conceptos cuanticos, 



como la cuantificación de la energia y del momentum angular. En el volu- 
men III estos tópicos seran discutidos mas extensamenle, 

Capftulo 14- Interacciór* elMrica (4 

Est e capi t ulo se eon c c ni v a <*.n\n n m•:. - v e - a - •: i p u r i k u! a su j et a a la i nt e rac c i ó n 
c o ul o rn b \ a n a y co nsidera i a n i? t ur 3 5 ': • * < * ~' d e 1 a materia, Se p uede o m it ir la 

secciórt. 1-1:2 (que trat:: de rnuHif*-?. ■.-'ćctrko.s de order, superior). 

Capi • hic 1 i, fr i -: 5 race r o n m ć ic a (4 hor as) 

La ;mirra parte de este capltulo introduce en forma dinamica el concepto de 
crrr.po magnetico y estudia el movi mień to de una partfeula car gad a en un campo 
magnetico. Ei punto culminaute se aloanza hacia ei finał del capltulo eon una dis- 
eusión de la transformación de Lorentz del campo clectromagnćtico y una revisión 
del principio de conservación dei momentum- El profesor debera hacer hincapie 
en esta parte del capltulo. 

Capftulo 16. Campos electr o magnet kos e siat i cos (5 ho ras) 

En este capltulo se introducen varios conccptos import ant es pero hay dos objetivos 
Principal os que el profesor dobę ten er preser? t es, Uno es comenzar un desarrollo 
de la teoria generał del campo electromagnćtico (leyes de Gauss y do Ampćre) y 
H otro es relacionar las propiedades electromagneticas de la materia en conjunto 
eon la estructura atómica de la misma. Se ha relegado a un piano secundario dentro 
del texto, lemas tales como el de capacitores y circuitos CC, pero se les presta mayor 
atención en los problemas del finał del capltulo. 

Cap? tai o 17, Campos electromagneiicos dependientes del (iempo (4 horas) 

La formulaeión de las ecuaciones de Maxwell es el tema principal de este capltulo. 
E! tema de circuitos CA sólo se discute de paso en el texto, aunąue hay muchos 
buenos ejernplos resueltos y problemas al finał del capltulo para ayudar al estu¬ 
diante a adąuirir cierta habilidad para manejar aichos circuitos. Es importante 
que el estudiante se dć cuenta de que las ecuaciones de Maxwell proveen una des- 
cripción compacta del campo electromagnetico y que ilustran la estrecha relación 
que existe entre las partes € y 13 de este campo. 

PARTE 3- ONDAS 

La Parte 1 dio al estudiante una descripción "pa^ticulatoria ,, de los fenómenos 
naturales. Ahora, presentamos en ia Parte 3 la descripción "ondulatoria” comple- 
mentaria de los mismos, basada en el concepto de campo, ya introducido en la 
Parte 2. Las ideas que habitualmente se estudian bajo los titulos de acustica y de 
óptica estan considerados aqut en forma integrada. 

Capftulo 18. Moińmiento ondulatorio (5 horas) 

Este capltulo considera el movimiento ondulatorio en generał, determinando en cada 
caso sus propiedades especificas a partir de las ecuaciones de campo que describen una 
situación flsica deterniinadaj de modo que no es necesario recurrir a la imagen 
mecanica de moleculas moviendose hacia arriha y hacia abajo. Dos ideas son fun- 
damentales: una es comprender 3a ecuación de onda; la otrą es entender que una 
onda transporta tanto energia como momentum. 

Capftulo 19. Ondas elcctromagnćiicas (5 horas) 

Presentamos aqul las ondas electrornagneticas predichas por las ecuaciones de 
Maxwe)ł, por io que el estudiante debe entender a fondo las secciones 19.2 y 19.3. 
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Este capltulo tambien considera los mecanismos de radiación y absorcićn. Introduce 
ademas el concepto irnportante de foton como resultado natural del hecho de que 
las ondas electromagneticas transportan energia y momentum y de que estas pro- 
piedades fisicas estan relacionadas por la ecuación E a cp« Tambiśn se discute 
brevemente las transiciones radiativas entre estados estacionarios. 

Capitulo 20. Reflexión , refracción , polarización (4 horas) 

Los textos elementales recurren tradicionalmente al principio de Huygens para 
estudiar la rcflexión y la refracción, aunąue el principio que usan realmente es el 
teorema dc Malus. Lo novedoso de este capitulo es que encara este hecho. Se puede 
omitir las secciones 20.8 a 20.13 sin perder la continuidad del desarrollo. 

Capitulo 21. Geometria de las ondas (3 horas) 

Se puede omitir totalmente este capitulo que en cierto sentido se ocupa realmente 
de la óptica geometrica. De todos modos, el profesor debe hacer resaltar que el 
materiał de este capitulo no sólo se aplica a ondas luminicas sino tambien a ondas 
en generał. La convención de signos adoptada es la misma que la de Optics , por 
Born y Wolf, Pergamon Press, 1965. 

Capitulo 22. Interjerencia (3 horas) 

En este capitulo se usa sistematicamente el metodo de los yectores rotantes. Puede 
resultar provechoso que el estudiante relea las secciones 12.7, 12.8 y 12.9 del vo- 
lumen I. El concepto de gula de onda que aqui se da es tan irnportante que no se 
debe omitir. 

Capitulo 23. Difraccićn (3 horas) 

Este capitulo depende estrechamente del anterior por lo que el profesor debe eon- 
siderarlos en conjunto. En este capitulo, como en el anterior, hemos tratado de 
separar los pasos algebraicos del resto del materiał para que el instructor pueda 
omitirlos si asi lo desea. 

Capitulo 24. Fenómenos de transporte (3 horas) 

La importancia de los fenómenos de transporte esta bien reconocida, ya que los 
mismos tienen muchas aplicaciones en fisica, ąuimica, biologia e ingenieria, Este 
capitulo constituye una introducción breve y coordinada a estos fenómenos, dando 
tambien al estudiante una idea. sobre otros tipos de propagación de campos. Si el 
profesor esta presionado por el tiempo, puede encarar este capitulo como tarea 
solamente y omitir los ejemplos y problemas. 

Este es el momento oportuno para concluir el segundo semestre. A esta altura 
el estudiante debera tener una comprensión sólida de la fisica no cuantica, y ademas 
haber aprehendido las ideas de fotón y de cuantificación de la energia y del mo¬ 
mentum angular. El tercer semestre estara dedicado a la fisica cu&ntica y a la 
fisica estadistica, que se presentaran como refinamiento de los conceptos fisicos al 
nivel de lo muy peąueno (o microscópico) y al niveł de lo muy grandę (o macros- 
cópico). 

El apendice matematico que se eneuentra al finał del libro suministra una refe¬ 
renda rapida a las fórmulas de uso mas freeuentes en el texto y a algunas informa- 
ciones utiles. Por conyeniencia, algunas fórmulas relacionadas eon la transforma- 
dón de Lorentz han sido agregadas. Las mismas fueron deducidas en el Yolumen I. 
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Es este un libro sobre los Jundamentos de la fisica para estudiantes que siguen 
Carreras cientlficas o ingenieria. Los conceptos e ideas que aprenda en ćl entraran, 
muy probablemente, a formar parte de su vida profesional y de su modo de pensar. 
Cu an to mejor los comprenda tanto mas facil le resultara el resto de su educación 
superior. 

En este curso debe estar preparado para abordar nu mero sos problemas arduos. 
El aprender las leyes y tćcnicas de la fisica puede ser, a veces, un proceso lento 
y doloroso. Antes de que entre en es as regiones de la fisica que excitan su imagi- 
ji ación, usted. debe domin ar otras menos llamativas pero muy fundamentales, sin 
las maks no puede utfiizar o comprender la fisica en forma apropiada. 

Ud. debera mantener dos objetivos principales al tomar este curso, Primero: 
familiarizarse completamente eon el puńado de leyes y principios basicos que cons- 
tituyen la columna vertebral de la fisica. Segundo: desarrollar la habilidad de 
manejar estas ideas y aplicarlas a situaciones concretas; en otras palabras, ia habi- 
fidad de pensar y actuar como flsico. El primer objetivo 3o puede alcanzar prin- 
cipalmente leyendo y releyendo aąuellas secciones impresas en cuerpo grandę. 
Para ayudarlo a alcanzar el segundo objetivo hay a To largo del texto, en letra 
peąuena, muchos ejemplos resueltos y estśn los problemas para resolver en casa 
al finał de cada capitulo. Recomendamos encarecidamente que lea primero el texto 
Principal y una vez familiarizado eon el, prosiga eon los ejemplos y problemas 
asignados por el profesor. En algunos casos los ejemplos ilustran una aplicación 
de la teoria a una situación concreta, en otros ampllan la teoria considerando nuevos 
aspectos dcl problema en discusión; a veces suministran una justiflcación de la teoria. 

Los problemas que estan al finał de cada capitulo tienen un grado variable de 
diflcuitad- Oscilan entre lo mas simple y lo complejo. En generał, es bueno tratar 
de reso)ver un problema primero en forma simbólica o algebraica, introduciendo 
al finał los valores numericos. Si el problema que le han asignado no puede resol- 
verlo en un tiempo prudencial, póngalo a un lado e intentelo mas tarde. Para el 
easo do aąuellos pocos problemas quc se resisten a ser resueltos, debera procurar 
ayuda. El libro How to SoIve Ii (segunda edición), de G. Polya (Doubleday, Garden 
City, N. Y., 1957) es una fuente de autoayuda que le enseńara el metodo de reso- 
lución de problemas. 

La fisica es una cieucia cuantitativa que necesita de la matematica para la 
expresión de sus ideas. Toda la matematica empleada en este libro se puede en- 
eontrar en cualąuier texto corriente de analisis matematico y debera consultarlo 
toda vez que no comprenda una deducción matematica. No debera, de manera 
algima, sentirse desalentado antę una difleultad matematica; en caso de dificul- 
tades matematicas, consulte a su profesor o a un estudiante mas avanzado. Para 
el cientlftco y el ingeniero la matematica es una herramienta y tiene importancia 
secundaria en la comprensión de los conceptos fisicos. Para su comodidad, se 
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Aduertencla al estudiarde 


enumera en un apendiee ai finał del libro alguna* it las rdaciones matematicas 

mas utiles. 

Todos los calcalos de la. fisica se debra i liev&r a cabn ufilizando un sistema com- 
patible de unidades. En este libro se emplea c' sisu-me MKSC. Como difk-re un 
poco del sistema practico, podrą eneontrarlo extrano a) principio. No obstanie, se 
reąuiere un miriimo esfuerzo para tamiliarizarse eon el. Ademas, es el sistema 
oficialmente aprobado para el trabajo cientitmo y en los Estados Unidos lo usa 
aun el National Bareau of Standards en sus publicaciones. Sca extremadamente 
cuidadoso en verificar la compatibilidad de las unidades en todos sus ealculos. 
Es ademas una buena idea utilizar la regla de calculo des de el comienzo; la pre- 
cisión a. tres cifras signiflcativas de la mas simple de las reglas de calculo le aho- 
rrara muehas horas de trabajo numerico. Sin embargo, en algunos casos, puede 
que la regla de calculo no Ie de la precisión necesaria. 

Al finał de cada capftulo se da una lista bibliograflca seleccionada, Consullela 
tan a menudo como sea posible. Algunos trabajos ayudaran a entender la idea 
de la fisica como una ciencia en evolución, mientras que otros ampliaran el materiał 
del tcxto. En particular encontrara que el libro de Holton y Roller, Foundalions 
of Modern Physics (Addison-Wesley, Reading, Mass., 1958) es particularmente util 
por la información que trae sobre la evolución de ideas en la fisica. 
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Una vez entendidas las reglas generales que gobkrnan cl movimiento, el paso 
siguiente es investigar las interacciones responsables de dichos movimientos. 
Hay varios tipos de interacciones, Una es la interacción grauitacional que se 
manifiesta en el movimiento planetario y en el de la materia en conjunto. La 
gravitación, a pesar de ser la mas debil de todas las interacciones conocidas, 
es la primera interacción estudiada cuidadosamente, debido al interes que el 
hombre ha tenido desde la antiguedad en la astronomia y porąue la gravitación 
es responsabłe de muchos fenómenos que afectan directamente nuestra vida. 
Otrą es la interacción eledromagnetica , la mejor comprendida y posiblemente la 
mas importante desde el punto de vista de la vida diaria. La mayoria de los 
fenómenos que observamos a nuestro alrededor, incluyendo los procesos ąuimicos 
y biológicos, son el resultado de interacciones electromagneticas entre ótomos y 
moleculas. Un tercer tipo es la inleracción fuerte o nuclear> que es responsabłe 
de que los protones y los neutrones (conocidos como nucleones) se mantengan 
dentro del nucleo atómico, y de otros fenómenos relacionados. A pesar de la 
investigación intensiva realizada, nuestro conocimiento de esta interacción es 
aun incompleto. Un cuarto tipo es la inleracción debil , responsabłe de ciertos 
procesos entre particulas fundamentales, tal como la desintegración beta, Nuestro 
conocimiento de esta interacción es aun muy escaso. La intensidad relativa de 
las interacciones nombradas es: fuerte, tornada como 1; electromagnetica — 1(T 2 ; 
debil gravitacional ~ lO"* 38 , Uno de los problemas no resueltos de la 

fisica es por que parece baber solo cuatro interacciones y por que hay una dife- 
rencia tan grandę en sus intensidades. 

Es interesante ver lo que Isaac Newton dęcia hace 200 anos acerca de las 
interacciones: 

^No tienen acaso las peąuenas Particulas de los Cuerpos ciertos Poderes, o Fuerzas, 
por medio de los cuales actuan..,unas sobre otras para producir gran Parte de los 
Fenómenos de la Naturaleza? Porąue bien se sabe que los Cuerpos actuan unos 
sobre otros por medio de las Atracciones de la Gravedad, Magnetismo, y Electri- 
cidad;...y no lo tengais por improbable sino que puede haber mas Poderes atractivos 
que estos.... De cómo estas atracciones pueden ser realizadas, no lo considero aquh... 
Las Atracciones de la Grayedad, del Magnetismo, y de la Electricidad, alcanzan 
distancias muy apreciables f .,.y puede que haya otras que alcancen distancias tan 
peąuenas que hasta ahora escapen a la observación;.... (Opticks, Libro III, Inda- 
gación 31) 

Para describir estas interacciones introducimos el concepto de campo, Enten- 
demos por campo una propiedad fisica extendida en una region del espacio y 
descrita por medio de una función de la posición y el tiempo. Suponemos que 
para cada interacción una particula produce a su alrededor un campo corres- 
pondiente. Este campo actua a su vez sobre una segunda particula para producir 
la interacción necesaria. La segunda particula produce su propio campo, el cual 
actua sobre la primera dando como resultado una interacción mutua, 

Aunąue se puede describir las interacciones por medio de campos, no todos 
los campos corresponden a interacciones, hec ho que esta implicito en la defi- 
nición de campo. Por ejemplo* un meteorologu puede expresar la presión y la 
temperatura aimosfericas en funciyn de la latitud y la longitud en la superficie 
terrestre y de la a 1 tura sobre esta, Teneinos entonces dos campos escalares: el 


campo de presiones y el campo de temperaturas. En el movimiento de un fluid o 
su ve!ocidad en cada punto constituye un campo vectorial. El concepto de campo 
es entonces de gran utilidad generał en la fisica. 

En el capitulo 13 del volumen I se estudió la interacción gravitacional y el campo 
gravitacional. En los capitulos 14 a 17 de este Yclumen* consideraremos las inter- 
acciones electromagneticas. Hablaremos del resto de las interacciones en el vo- 
lumen III. 
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14.1 Inłroducción 


Introducción 457 


Consideremos un experimento muy simple. Supongamos que despues de peinar 
nuestro cabello un dia muy seco acercamos el peine a pedacitos ligeros de papel: 
observamos que el peine los atrae. Fenómeno similar ocurre si frotamos una 
varilla de vidrio eon un pańo de seda o una varilia de ambar eon un pedazo de 
piel, Podemos concluir que, como resultado del frotamiento, estos materiales 
adąuieren una nueva propiedad que llamamos eleciricidad (del griego elektron , 
que significa ambar), y que esta propiedad electrica da lugar a una interacción 
mśs fuerte que la gravitación. Hay, ademas, varias otras diferencias fundamen- 
tales entre las interacciones electrica y gravitacionaL 

En primer lugar, hay solamente una clase de interacción gravitacional, que 
da como resultado una atracción universal entre dos masas cualesąuiera; por el 
contrario, hay dos clases de interacciones electricas. Supongamos que acercamos 
una varilla de vidrio electrizada a una pequeha esfera de corcho suspendida de 
un hilo. Vemos que la varilla atrae la esfera. Si repetimos el experimento eon 
una varilla de ambar electrizada, observamos el mismo efecto de atracción. Sin 
embargo, si ambas varillas se acercan a la esfera simultaneamente, en lugar de 
una mayor atracción, observamos una fuerza de atracción menor o aun ninguna 
atracción de la esfera (fig. 14-1). Estos experimentos simples indican que, aunąue 
ambas varillas electrizadas, la de vidrio y la de ambar, atraen la bola de corcho, 
lo hacen debido a procesos fisicos opuestos. Cuando ambas varillas actuan simul¬ 
taneamente, sus acciones se contrarrestan produciendo un efecto menor o nulo. 
Concluimos, entonces, que hay dos clases de estados de electrización; uno que se 
manifiesta sobre el vidrio y el otro sobre el ambar. Al primero le llamamos posi- 
two y al otro negatiuo . 




(a) (b) (c) 

Fig, 14-1. Experimentos eon varillas de vidrio y ambar electrizadas. 


Supongamos, ahora, que tocamos dos esferas de corcho eon una varilla de 
vidrio electrizada. Podemos suponer que ambas se electrizan positivamente. 
Si las acercamos, observamos que se repelen (fig. 14-2a). El mismo resultado 
se obtiene cuando tocamos las esferas eon la varilla de ambar electrizada, de 
modo que ambas se electricen negativamente (fig. 14-2b). Sin embargo, si tocamos 
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una de ellas eon la varilla de vidrio y la otrą eon ia de ambar, de modo que una 
adąuiera electricidad positiva y la otrą negativa, observamos qu'e se atraen 
(fig. 14-2c). 



Fig'. 14-2. Interacciones electricas entre cargas de igual y de diierente signo. 


Por consigulente, mientras que la interacción gravitacional es siempre atrac- 
tiva, ia interacción electrica puede ser atractiva o repulsiva. 

Dos cuerpos eon la misma clase de eledrización (posiliua o negalwa) 
se repelen 9 pero si tienen diferentes clases de elecłrización (una po - 
sitiua y ta otrą negativa) f se alraen . 

Este enunciado se ilustra esąuematicamente en la fig. 14-3. Si la interacción 
electrica hubiera sido solo repulsiva o sólo atractiva, próbablemente nunca hu- 
bieramos observado la existencia de la gravitación porąue la interacción electrica 
es mśs fuerte. Sin embargo, la mayoria de los cuerpos estan compuestos de can- 
tidades iguales de electricidad positiva y negativa, de modo que la interacción 
electrica entre dos cuerpos macroscópicos es muy peąueńa o cero. De este modo, 
como resuit&do del efecto acumulativo de las masas, la interacción que aparece 
macroscópicamente como dominantę, es la interacción gravitaciona), aunque 
mucho mas debil. 

^0—0^ o 1 -*© 

Fig. 14-3. Fuerzas entre cargas de igual y de diferente signo. 

14.2 Carga elecłrica 

Del misino modo que caracterizarnos la iatensidad de la interacción gravitacional 
asignando a cada cuerpo una masa gravitacional, caracterizarnos el estado de 
electrización de un cuerpo defmiendo una masa eledrica , mas comunmente Ila- 
mada curga eledrica, representadą por e* sin: bolo q. Asi, cualąuier porción de 
materia, o caa)quier part i cala, estó cara et erizoda por dos propiedades indepen- 
dientes fundamentales: masa y carga. 
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Asi como hay dos clases de electrización, hay tambien dos clases de carga 
electrica: positiva y negativa. Uu cuerpo que presenta electrización positiva 
tiene una carga electrica positria, y uno eon electrización negativa tiene una 
carga electrica negativa. La carga electrica neta de un cuerpo es la suma algę- 
braica de sus cargas positivas y negativas. Un cuerpo que tiene cantidades iguales 
de electricidad positiva y negativa (esto es, carga neta cero) se dice electricamente 
neutro. Por otrą parte, un cuerpo que tiene carga neta diferente de cero, se llama 
a menudo ion . Como la materia en conjunto no presenta fuerzas electricas apre- 
ciables, debemos suponer que estś compuesta de cantidades iguales de cargas 
positivas y negativas. 

Cuerpo Cuerpo 

de referenda de referenda 

Fig. 14-4. Gomparación de las cargas electricas ą y q\ mediante 
sus interacciones electricas eon una tercera carga Q. 

Para definir operacionalmente la carga de un cuerpo electrizado adoptamos 
el siguiente procedimiento. Tomamos un cuerpo cargado arbitrario Q (fig. 14-4) 
y, a una distancia d de el, colocamos la carga q, Entonces medimos la fuerza F 
ejercida sobre q . Seguidamente, colocamos otrą carga q' a la misma distancia d 
de Q y medimos la fuerza F\ Defmimos los valores de las cargas q y q' como 
proporcionales a las fuerzas F y F\ Esto es 

W = F/F’. ( 14 . 1 ) 

Si arbitrariamente asignamos un valor unitario a la carga q\ tenemos un medio 
de obtener el valor de la carga q . Este metodo de comparación de cargas es muy 
similar al usado en la sección 13.3 para comparar las masas de dos cuerpos. Nues~ 
tra definición de carga implica que, siendo iguales todos los factores geometricos, 
la fuerza de la interacción electrica es proporcional a las cargas de las particulas. 

Se ha encontrado que, en todos los procesos observados en la naturaleza, la 
carga neta de un sisterna aislado permanece constante. En otras palabras, 

en cualquier proceso que ocurra en un sisłema aislado , la carga total 
o neta no cambia. 

No se ha ballado excepción a esta regla, conocida como el principio de conser- 
uación de la carga. Tendremos ocasióri de discutir este principio mós adelante, 
cuando tratemos los procesos que involucran particulas fundamentales. El estu- 
diante recordard que ya hemos aplicado este principio en el ejemplo 11.11, donde 
la reacción p+ + p+ p + + p + + p + + p“ fue discutida. A la izquierda la carga 
total cs dos veces la carga del proton y a la derecha los tres protones contribuyen 
tres veces la carga del proton, mientras que el antiprotón contribuye la carga 
del proton ne.gativa. De este modo se obtiene una carga neta igual a dos veces 
la carga del proton. 
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Inieracción eleclrica 


14,3 Ley de Coulomb 

Consideremos la interacción eleclrica entre dos particulas cargadas, en reposo , 
en el sistema inercial de referencja de! observador o, cuando mas, moviendose 
a una velocidad muy peąuena; el resultado de tal interacción constituye la elec- 
Łrostdtica. La interacción electrostatica entre dos particulas cargadas esta dada 
por la ley de Coulomb , llamada asi en honor dei ingeniero frances Charles A. de 
Coulomb (1736-1806) quien fue el primero en enunciarla, como sigue: 

La interacción electrostatica entre dos particulas cargadas es* pro- 
porcional a sus cargas e inuersamente proporcional at cuadrado 
de ta distancia entre ellas y su dirección es segun la reda que 
las une . 


Esto puede expresarse matematicamente por 



(14.2) 


donde r es la distancia entre las dos cargas q y q\ F es la fuerza que actua sobre 
cada carga y K e es una constante a determinar de acuerdo eon nuestra elección 
de uriidades. Esta ley es muy semejante a la ley de interacción gravitacional. 
Por consiguiente, podemos apiicar aqui rnuchos resultados matematicos que de- 
mostramos en el capitulo 13 simplemente reemplazando y mm' por K e qq'. 

Podemos experimentalmente verificar la ley de la proporcionalidad inversa 
de! cuadrado de la distancia midiendo las fuerzas entre dos cargas dadas colo- 
cadas a distancias distintas. Una posible disposición experimental se ha indicado 
en la fig. 14-5 parecida a la balanza de torsión de Cavendish de la figura 13-3. 
La fuerza F entre la carga en B y la carga en D se eneuentra midiendo el an~ 
gulo 0 segun el cual la fibra OC rota para restablecer el equilibrio. 

La constante K e en la ec. (14.2) es semejante 
a la constante y en la ec. (13.1). Pero en el capi¬ 
tulo 13 las unidades de masa, distancia y fuerza 
estaban ya definidas y el valor de y se determinó 
experimeritalmente. En el presente caso, sin em¬ 
bargo, aunque las unidades de fuerza y distancia 
han sido ya definidas, la unidad de carga no se 
ha defmido todavia (la definición dada en la 
sección 2.3 fue solo preliminar). Si hacemos una 
proposición definida acerca de la unidad de car¬ 
ga, entonces podemos determinar K e experimen~ 
talmente. Sin embargo, procederemos en sentido 
inverso y asignando a K e un valor conyeniente, 
fijamos, de este modo, la unidad de carga. Adop- 
taremos este segundo metodo y, usando el siste- 
ma MKSC establecemos el valor numerico de K e 




O 


cb 



Fig-. 14-5, Balanza de tor¬ 
sión de Cavendish para vcri“ 
ficar la ley de la interacción 
eleclrica entre dos cargas. 
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:^ua! a 10" 7 c 2 = 8,9874 x i 0 9 ? donde (como anterionnente) c es la vełocidad de la 
eri U vacio«* En ia practica, podemos tomar para I\ e el valor 9 x 10 9 . En- 
: :iccs. cuando la distancia se nudę en metros y la fuerza en newtons, la ec. 

■ 14.2) se escribe 

f =9xl0 9 -~. (14.3) 


Una vez que hemos decidido sobre el valor de K e , la unidad de carga esta fijada. 
Esta unidad se llama un coulomb , y se designa por el simbolo C. De aqu! que 
-•otlamos cstablecer la siguiente defmición: el coulomb es la carga que, colocada 
: un metro de otrą carga igual en el uacio, ia repeie eon una fuerza de 8,9874 x 10 9 
neirtons. La formula (14*3) es valida solamente para dos particulas cargadas en 
• ] \acio; o sea, para dos particulas cargadas en ausencia dc toda otrą carga o 
materia (ver sección 16*6). Observcse que, de aeuerdo eon la ec. (14.2), expre- 
samos K e en N m 2 C~ 2 ó m 3 kg s~ 2 C'" 2 . 

Por razones practicas y de calculo numerico es mas conveniente expresar K e 
en la forma 


1 



(14.4) 


donde la nueva constante e 0 se llama permitioidad del vac(o . De aeuerdo eon el 
vałor asignado a K €y su valor es 


10 7 
4 rrC 2 


- 8,854 x 10" 12 N"* ł m" 2 C 2 


ó 


Por lo tanto escribiremos la ec. (14.3) en la forma 


m 3 kg" 1 s 2 C 2 . 


(14.5) 


F = 


w f 

4^ 0 r 2 ' 


(14.6) 


Cuando usemos la ec. (14.6) debemos incluir los signos de las cargas q y ą\ 
Un valor negativo para F corresponde a atracción y un valor positivo corres- 
ponde a repulsión. 


EJEMPLO i4J> Dada ia disposición de cargas de la fig* 14-6, donde q x «= 4-1,5 X 
10~ 5 C, q t ^ —0,50 x 10~ 3 C, * 0,20 x 10“ 3 C, y AC ^ 1,2 m, BC » 0,50 m, 
hallar la fuerza resultante sobre la carga q v 

Solución: La fuerza entre q x y q 3 es de repulsión, mientras que la fuerza F 2 entre 
72 y <h es de atracción. Sus respectivos valores, usando la ec. (14.6), son 

F, = -M- = 1,9 x 10’ N, F a = -Mi_ = _3,6 xl0 3 N. 

4irc 0 r, 4ire»r| 

Luego la fuerza resultante es 

F = ]/ FJ + F\ - 4,06 x 10 3 N. 


* La elección de este valor particular para K e se explicaró en la sección 15.0. 
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Fig. 14-6. Fuerza electrica resultante 
sobre ę 3 debida a q l y a q % . 



Fig. 14-7. Campo electrico resultante 
en el punto P, producido por varias 
cargas. 


14 A Campo electrico 

Cuakjuier region del espacio esi don de una carga electrica experimenta una fuerza 
sc llama un campo electrico . La fuerza sc dobę a ia presencia de otras cargas en 
aąuella region. Por ejemplo, una carga q colocada en una region donde hayan 
otras cargas q v q 2 , q z , etc. (fig, 14-7) experimenta una fuerza F^F 1 + jP 2 + F 3 + ..., 
y decimos que esta en un campo electrico producido por las cargas q v q 29 q z , 

(la carga q, por supuesto, tambien ejerce iuerzas sobre q v q 2 , ? 3s ... pero por 
ahora no las tomaremos en cuenta). Como la fuerza que cada carga q y > q 2t q z , ... 
ejerce sobre i a carga q es proporcional a q> la fuerza resultante F es proporcio- 
nal a q . Asi, la fuerza sobre una particula cargada, colocada en un campo elec¬ 
trico, es proporcional a ia carga de la particula. 

La intensidad de un campo electrico en un punto es igual a la fuerza por unidad 
de carga colocada en ese punto. El simbolo es <f. Por lo tanto 

6 F = qC. (14.7) 

La intensidad de campo electrico ć se expresa en newton/coulomb o N C" 1 , o, 
usando las unidades fund amen tales, m kg s“ 2 

Observese que. atendiendo a la definición (14.7), si ą es positiva, la fuerza F 
que actua sobre la carga tiene la rnisma dirección del campo pero si ą es nega- 
tiva, la fuerza F tiene la dirección opuesta a (lig. 14-8). Por lo tanto, si apli- 
camos un campo electrico en una region donde haya i on es positivos y negativos, 
el campo tendera a mover los cuerpos cargados positivarnente y negativamente 
en direcciones opuestas, lo cual da como resultado una separación de cargas, 
efecto este llamado algunas veces polarización . 

£ 

Campo electrico —-—— 

Carga positiv& (dy—-— 

F qŁ 

Carga ucg^-*va - 1 -( — } 


Fig. 14-8. Sentido de la fuerza produ- 
cida .por un campo electrico sobre una 
carga positiva y sobre una negativa. 
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Escribamos la ec. (14.6) en la forma F = 9 , (?M 7V€ o r2 )* Esto da la fuerza pro- 
ducida per la carga q sobre la earga q r colocada a una distancia r de q . Podriamos 
tambien deeir, usando la ec. (14,7), que el campo electrico <f en el punto donde 
esta colocada ą* es tal que F Por consiguiente, comparando las dos expre- 

sione.s de F % concluimos que el campo electrico a la distancia r de una carga pun- 
tual q es <f = 7/4TC€ 0 r 2 , o en forma yectorial 

f ‘ 14 - 8 > 

donde w r es el versor en la dirección radial, alej&ndose de la carga q f ya que F 
esta segun esta dirección. La expresión (14.8) es vślida para cargas positivas 
y negativas, eon el sentido de £ respecto a u r dado por el signo de q . De este 
modo <f esta dirigido alejśndose de una carga positiva y hacia una carga nega- 
tiva. En la fónnula correspondiente para el campo gravitacional (ec. 13.15), el 
signo negativo se escribió explicitamente porąue la interacción gravitacional es 
siempre de atracción. La fig. 14~9(a) representa el campo electrico en las vecin- 
dades de una carga positiva y la fig. 14-9(b) muestra el campo electrico en las 
eercanias de una carga negativa. 



Fig* 14-9* Campo electrico producido por a) una carga positiva y b) por una 
negativa. 


Igual que en el caso del campo gravitacionaI, un campo electrico puede repre- 
sentarse por lineas de fuerza, lineas que son tangentes a la dirección del campo 
en cada uno de sus puntos. Las lineas de fuerza en la fig. 14-10(a) representan 
cl campo electrico de una carga po$itiva, y las de la fig. 14-10(b) muestran el 
campo electrico de una carga negativa. Estas lineas son rectas que pasan por 
la carga. 

Cuando varias cargas estan presentes, como en la fig. 14-7, el campo electrico 
; es u! tan te es la suma vectorial de los campos electricos producidos por cada 

carga. O sea, 
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Fig. 14-12. Lineas de fuerza y superficies eąuipotenciales del campo elćctrico de 
dos cargas idćnticas. 


Ć = ćj + <^ 2 + ć 3 + 




\ \TI Qi 

4ttc 0 2a'.Ą 


Uri. 


La fig. 14-11 indica cómo obtener el campo electrico resultante en un punto P 
en el caso de dos cargas, una positiva y otrą negativa de la misma magnitud, 
como es el caso de un proton y un electrón en un dtomo de hidrógeno. La fig. 14-12 
muestra las lineas de fuerza para dos cargas positivas iguales. tal como los dos 
protones en una molecula de hidrógeno. En ambas figuras tambien se han repre- 
sentado las lineas de fuerza del campo electrico resultante producido por las 
dos cargas. 



Fig, 14-13. Calculo del campo electrico 
de una distribución continua de carga. 



Si tenemos una distribución continua de carga (fig. 14-13), la dividimos en 
elementos diferenciales de carga dq y reemplazamos la suma por una integral, 
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resultando 




La integral debe extenderse a todo el espació ocupado por las cargas, 

Un campo electrico unifornie tiene la misma intensidad y dirección en todos 
sus puntos. Un campo uniforme estś. representado, evidentemente, por lineas de 
fuerza paralelas y eąuidistantes (fig, 14-14). El mejor modo de producir un campo 
electrico uniforme es cargando, eon cargas iguales y opuestas, dos placas meta- 
licas paralelas. La simetria indica que el campo es uniforme; mas adelante, en 
la sección 16.3, verificaremos matemdticamente esta aserción. (Recordar el ejem- 
pio 13.8 donde aparece un problema semejante relacionado eon la interacción 
grayitacional). 


EJEMPLO i4.2. Determinar el campu electrico producido por las cargas q x y q x 
en el punio C de la fig. 14-6: dichas cargas se ban definido en el ejemplo 14.1. 

SofacMn; Temunos dos solu don es a escoger, Como hemos ballado en el ejemplo 14.1 
la fuerza F sobre la carga ę 3 colocada cn el punto C , tenemos, usando la ec, (14.7), que 

ć = — = 2,03 x IG 7 N G' 1 . 

Otro procedimiento es calcular primero ei campo electrico producido en C (fig. 14-15) 
por cada una de las cargas, usando la ec. (14.8). Esto da 




*73 &i 


ć, = = 9,37 X 10« N C' 1 

4Tc<r 0 r 1 a 


<% =-18,0 x 10« N C" 1 . 

47r€ 0 7’J 


Por consiguiente, el campo elćctrico resultante es 


Fig. 14-16, Campo elćctrico 
resultante en C producido por 

<h y q+ 


ć = V ć\ + £* = 2,03 X 10’ N (T 1 - 
Los dos resultados son, eyidentemente, idśnticos. 


EJEMPLO 14.3 . Discusión del movimiento de una carga electrica en un campo 
uniforme. 

Sotuitón: La ecuación de movimiento de una carga elćctrica en un campo elćctrico 
uniforme esta dada por la ecuación 

ma —qć 6 a = -3— £. 

m 

La aceleración que adąuiere un cuerpo en un campo electrico depende, por lo tanto, 
de la razóri q/m . Como esta razón es en generał diferente para diferentes partlculas 
cargadas o iones, sus aceleraciones en un campo electrico serdn tambien diferentes; 
es decir, que hay una clara distinción entre la aceleración de un cuerpo cargado 
que se tnucve en un campo electrico, y 3a aceleración en un campo grayitacional, 
que es la misma para todos los cuerpos. Si el campo es uniforme, la aceleración a 
es constante y la trayectoria deseru a por (a carga electrica en su movimiento es 
una parabola, como se explicó en la sección 5,7. 
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Fig. 14-16. Desviación de una carga positiva por un campo elćctrico uniforme. 


Un caso interesante es el de una partlcula cargada movićndose a travćs de un 
campo electrico que ocupa una región limitada del espacio (fig. 14-16). Suponga- 
mos, para simpliftcar, que la veiocidad inicial v 0 de la partlcula cuando entra al 
campo electrico sea perpendicular a la dirección del campo elćctrico. Hemos colo- 
cado el eje X paralelo a la velocidad inicial de la partlcula y el eje Y paralelo al 
campo. La trayectoria AB descrita por la partlcula al moverse a trayes del campo 
es una parabola. Despućs de cruzar el campo la partlcula readquiere el movimiento 
rectiilneo, pero eon una velocidad t? diferente en módulo y dirección. Decimos en- 
tonces que el campo electrico ha producido una desviación medida por el angulo a. 

Usando los resultados de la sección 5.7, encontramos que las coordenadas de la 
partlcula mientras se mueve a travćs del campo eon una aceleración ( q/m)ć p estón 
dadas por 

X = V 0 1, y = i(q/m)ćt\ 

Eliminando el tiempo obtenemos la ecuación de la trayectoria, 



lo cual verifica que es una paróbola. Obtenemos la desviación a calculando la pen- 
diente dy/dx de la trayectoria para x «= a. El resultado es 

tg a = (dy/dx)x=a = qća/mv 2 0 . 


Si colocamos una pantalla S a la distancia L, la partlcula eon un qjm dado y velo- 
cidad v 0i llegara a la pantalla en el punto C. Observando que tg a es aproximada- 
mente igual a d/L, ya que el desplazamiento vertical BD es pequeno comparado 
eon d si L es grandę, tenemos 


gĆa _ d_ 

mv\ L ' 


(14.9) 


Midiendo d, L, a y £ obtenemos la velocidad v 0 (o la energia cinótica) si conocemos 
la razón q/m ; o reciprocamente, podemos obtener q/m si conocemos i? 0 * Por lo tanto, 
cuando un haz de partlculas eon la misma relación q/m, pasa a travós de un campo 
electrico, las mismas se deflectan de aeuerdo eon sus velocidades o energlas. 

Un aparato tal como el ilustrado en la fig. 14-16 puede usarse como un anali - 
zador de energia, el cual separa las particulas cargadas identicas que se mueven 
cen energias diferentes. Por ejemplo, los rayos p son electrones emitidos por algu- 
nos materiales radioactivos; si colocamos un emisor de rayos p en O, todos los 
electrones se concentraran en el mismo punto de la pantalla si tienen la misma 
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energia. Per o si son emitidos eon diferentos en ergi as se dispersaran en una región 
de la pantalla. Es esta segunda posibilldad la que se eucuentra experinientalmente, 
resultado de mucha iinportancia desde el punto de vista de la estructura nuclear. 

Usando dos juegos de placas paralelas cargadas, podemos producir dos campos 
mutuamente perpendiculares, uno horizontal segun HH' y otro vertical segun VV% 
como se muestra en la fig. 14-17. Ajnstando la intensidad relativa de los dos cam¬ 
pos, podemos obtener una desviación arbitraria del haz de electrones respecto a 
cualąuier punto de referenda en la pantalla. Si los dos campos son variables, el 
punto luminoso de referenda sobre la pantalla describira una cierta curva. Apli- 
caciones practicas de este efecto se presentan en los tubos de televisión y en los 
osciloscopios. En particular, si los campos electricos varian en intensidad eon mo- 
virnicnto armónico simple, se obtendran las figuras de Lissajous (sección 12.9). 


Anodo Placas para 

dc enfoąue desviación honzontal Placas para 


Anodo 


Rejdla 

de control \ acelerador \ 

~r i 



desviacion 
verlical '' 


Calefactor 

Cśtodo j 


A 


Haz de electrones 

Revestimiento 

metajico Pantalla 
/ fluorescente 


Canón electrónico 
(o fuente eleclrónica) 



Fig. 14-17. Movimiento de una carga bajo la acción de campos electricos cruzados. 
Los electrones son emitidos por el catodo y acelerados por un campo electrico 
intenso. Una ranura en el anodo acelerador, permite a los electrones salir del canón 
electrónico y pasar entre dos sistemas de placas deflectoras. El revestimiento me¬ 
talico del interior del tubo, mantiene el extremo derecho librę de campos electricos, 
producidos por fuentes externas y permitiendo el movimiento librę a los electrones 
del haz. 


14.5 Cuantización de la carga electrica 

Un aspecto importante que debemos dilucidar antes de proseguir, es el hecho de 
que la carga electrica aparece no en cualquier cantidad, sino en multiplos de una 
unidad fundamental o cuanto. 

De los muchos experimentos realizados para determinar esto, es clasico el del 
fisico norteamericano Robert A. Millikan (1869-1953), quien, por varios anos 
durante la primera parte de este siglo, llevó a efecto el experimento conocido 
hoy como el eiperimento de la gola de aceite. Millikan estableció, entre dos placas 
horizontales y paralelas A y B (fig. 14-18), un campo electrico vertical C que 
podia ser eliminado o restablecido por medio de un interruptor. La płaca superior 
tenia en su centro unas pocas perforaciones peąuenas a traves de las cuales podian 
pasar gotas de aceite producidas por un atomizador. La mayoria de estas gotas 
se cargaban por fricción al pasar por la boąuilla del atomizador. 

Analicemos primero este experiniento desde un punto de vista teórico. Llarna- 
remos m a la masa y r al radio de la gota de aceite. Para esta gota, la ecuación 
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Flar* 14-18. Experimento de Millikan. El movimiento de la gola de aceite car¬ 
ga da q se observa a traves del inicroscopio M. 


del moyimiento cle caida librę sin el campo electrico Ć es, usando la ec. (7.20) 
eon K dado por la ec. (7.19), ma — mg — La velocidad finał v, de la gota, 

cuando a = 0, es 


_ _ V 2 g 

1 6 n-ĄT 97 ) ’ 


(14.10) 


donde p representa la densidad del aceite y hemos usado la relación m — 

(Con el fin de ser precisos debemos tambien tomar en cuenta el empuje del aire 
escribiendo p — p a en lugar de p , siendo p a la densidad del aire). 

Suponiendo quc la gota tienc carga positiva q, cuando apłicamos el campo 
electrico, la ecuación del movimiento en dirección vertical hacia arriba es 


ma = - mg — 6 itt/c?, 


y la velocidad fmal v 2 de la gota, cuando a = 0, es 

V,, _ . 

6 rrr)r 


Despejando q , y usando la cc. (14,10) para eliminar mg, tenemos 


6rr7]r(z; 1 + v^s 
- 


(14.11) 


Podemos hallar el radio de la gota midiendo v l y despejando r de la ec. (14.10). 
Midiendo v 2l obtenemos la carga q aplicando la ec. (14.11). Si la carga es negativa, 
el movimiento hacia arriba se produce aplicando el campo electrico hacia abajo. 

Phi la practica se sigue un procedimiento diferente. El movirniento hacia arriba 
y hacia abajo de la gota se observa varias veces, aplicando y suprimiendo el campo 
electrico sucesivamente. La velocidad v x permanece invariable, pero la velocidad v 2 
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ocasionalmentc cambia sugiricndo un camhio en U carga de la gola. Estos cam- 
bios son debidos a ia ionizacińn ocasional del aire a robienie por rayos cósraicos. 
La gota puede tomar algunos de estos iones mientras se rnueve a traves del aire, 
Los cambios en la carga pueden inducirse tambien oolocando cer en de las placas 
una fuente de rayos X o y, los cuales aumenlan h\ ionización del aire. 

De acuerdo eon la ec. (14,11), los cambios A q y Ac 2 de la carga y de la velo~ 
eidad hacia arriba estón relacionados por 

6 TTYjr 

A q = —■— An 2 (14.12) 


Aigunas veces A q es positiva y o tras veees negativa, segun la naturaleza de la 
modificación de ła carga. Repitiendo el experimento de la gota de aceite muehas 
veces eon diferentes gotas, los fisicos han concluido quc los cambios A q son siem- 
pre multiplos de la carga fundamental e (esto es, A q = ne), cuyo vałor es 

e = 1,6021 X Kr 19 C. (14.13) 

La cantidad e se llama carga elemental. Todas las cargas que se obseruan en la na- 
turaleza son iguales a f o rnuiiiplos de, la carga elemental e; hasta ahora no se han 
observado excepciones a esta regla. Parece ser, entonces, una ley fundamenta! 
de la naturaleza que ia carga elecirica esta cuantizada. Hasta el presente, no 
se ha encontrado explicación a este hecho a partir de conceptos mas fundamentales. 

Un segundo aspecto importante de la carga eiectrica es que la carga elemental 
esta siempre asociada eon. alguna masa deterrninada, dando lugar a lo que Ha- 
mamos una particula fundamental [En el próximo capitulo (sección 15.4), expli- 
earemos algunos metodos para medir la proporción qjm, de modo que si se co- 
noce q, pueda obtenerse m ; de esta ma nera se han identificado varias particulas 
fundamentales.] Por el momento, podemos iudicar que en la estructura del atomo 
entran tres particulas fundamentales; el electrón , el proton y el neutron . Sus carac- 
teristicas se indican ca el siguiente cuadro. 


Particula 

Masa 

Carga 

electrón 

m e - 0,1091 x 10~ 31 kg 

— c 

proton 

m p -- 1,6725 x Kr 27 kg 

-ł- e 

neutron | 

i mn = 1,6748 x IG" 87 kg 

0 

i 


Observese que el neutron no tiene carga eiectrica; sin embargo posee otras 
propiedades electricas, que seran discutidas en el capitulo 15. El hecho de que la 
masa del proton sea cerca de 1840 vcces mayor que la masa del electrón tiene 
gran influencia en muchos fenómenos fisicos. 

Retornernos ahora a ia de.ftnición preliminar del coulomb dada en la sección 2,3, 
y verifiquemos que el nu mero de electrones y protoues necesarios para alcanzar 
una carga positiva o negativa igual a un coulomb es 1/1,6021 x U)" 19 —6,2418 x 10 18 
que es el numero que ap arece alli. 
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Hemos recordado al estudiante el hecho frecuentemente observado de que ciertos 
cuerpos pueden electrizarse frotandolos eon tela o piel, Muchos otros experimen- 
tos de laboratorio seńalan el hecho de que los constituyentes basicos de todos los 
atomos son particulas cargadas. Por ejemplo, cuando se calienta un filamento, 
este emite electrones, tal como se evaporan las moleculas de un hquido al calen- 
tarse. Este fenómeno se llama emisión termoiónica. 


Fig. 14-19. Electrólisis. Los iones se 
mueven bajo la acción del campo elec- 
trico producido por los electrodos 
cargados. 


Anodo 



Otro fenómeno interesante es el de la electrólisis. Supongamos que se establece 
un campo electrico ć (fig. 14-19) en una sal fundida (tai como KHF^) o en una 
solución que contiene un acido (tal como HC1), una base (tal como NaOH), o 
una sal (NaCL). Producimos este campo sumergiendo en la solución dos barras 
o placas opuestamente cargadas llamadas electrodos . Observamos que las cargas 
slectricas fiuyen y que ciertas clases de atomos cargados se mueven hacia el 
electrodo positivo o anodo , v otras se mueven hacia el electrodo negativo o catodo . 
Este fenómeno sugiere que las moleculas de la sustancia disuelta se han separado 
(o disociado) en dos partes diferentemente cargadas, o iones. Algunas estan car¬ 
gadas positivamente y se mueven en la dirección del campo electrico; otras estan 
cargadas negativamente y se mueven en dirección opuesta a la del campo elec¬ 
trico. Por ejemplo, en el caso del NaCl, los atomos de Na se mueven hacia el 
catodo y en consecuencia son iones positivos, llamados cationes , mientras que los 
atomos de Cl van al anodo y son iones negativos, llamados aniones . La disocia- 
ción puede escribirse en la forma 

NaCl Na + + Cl" 

Como las moleculas normales de NaCl no tienen carga electrica, suponemos 
que estan formadas de cantidades iguales de cargas positivas y negativas. Cuando 
las moleculas de NaCl se disocian, las cargas no se separan uniformemente. Una 
parte de las moleculas transporta un exceso de clectricidad negativa y la otrą 
un exceso de electricidad positiva. Cada una de estas partes es, por lo tanto, 
un ion. Hemos dicho que todas las cargas son multiplos de la unidad fundamental 
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de carga e. Supongamos que los iones positivos transportan la carga -f- ve, y los 
iones negativos una carga — ve donde v es un nurnero entero qae determinaremos 
mas adelante. Cuando los iones llegan a cada electrodo, se neutralizan, intercam- 
biando sus cargas eon las cargas disponibles en los electrodos. Generalmente 
sigue una serie de reacciones quimicas que no nos interesan ahora, pero que 
sirven para identificar la naturaleza de los iones que se mueven hacia cada 
electrodo. 

Despues de un cierto tiempo t, un nurnero N de atomos ha ido a cada electrodo. 
La carga total Q transferida a cada electrodo es entonces, en valor absoluto, 
Q = Nve, Suponiendo que m sea la masa de cada molecula, la masa total M 
depositada en ambos electrodos es M = Nm. Dividiendo la primera relación 
por la segunda, tenemos 


Q\M = ve//n. (14.14) 

Si Na es la constante de Auogadro (el nurnero de moleculas en un mol de cualąuier 
sustancia), la masa de un mol de la sustancia es Ma = Na m, En consecuencia, 
la ec, (14,14) puede escribirse en la forma 


Q ve N A ve Fv 

M m N A m- M a ’ 

La cantidad 


F =N A e 


(14.15) 

(14.16) 


es una constante universal llamada constante de Faraday . Esta representa la carga 
de un mol de iones que tiene v = 1. Su valor experimental es 

F = 9,6487 x 10 4 C mol" 1 . (14.17) 

De este valor y del hallado previamente para e, obtenemos para la constante 
de Avogadro 

N a = 6,0225 X 10 23 moL 1 , (14.18) 


de aeuerdo eon otros calculos de esta constante. 

La ec. (14.15) ha sido verificada experimentalmente y se ha hallado que v es 
igual a la ualencia ąuimica dcl i on correspondiente. El hecho de que v sea la va- 
lencia quimica sugiere que cuando dos atomos se unen para formar una molecula, 
intercambian la carga ve, convirtiendose uno en un ion positivo y el otro en un 
ion ncgativo. La interacción electrica entre los dos iones los mantiene unidos, 
Podemos tambien suponer, eon bastantc contlanza, que las particulas intercam- 
biadas son los electrones, ya que se mueven mas facilmente por ser mas ligeros 
que los protones. Esta imagen del enlace quimico, llamado enlace iónico, debe 
considerarse solo como una descripción preliminar sujeta a revi$ión y critica 
ulteriores. 

En la sección 13.9 indicamos que las fuerzas gravitaciona!es no eran suficien- 
temente fuertes como para producir la atracción necesaria para mantener unidos 
dos atomos y formar una molecula, o dos moleculas y formar una porción de 
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galeria, y que son 10 33 veces rnenos intensas de lo necesario. Comparemos ahora 
el orden de rnagnitud de las fuerzas electricas y de las gravitacionałes. Supo- 
niendo que la distancia sea la misma, la intensidad de la interacción electrica 
esta determinada por la constante de acoplamiento 7r£ 0 , y ladę la inter¬ 
acción gravitacional por y/n,m 2 - Por lo tanio 

interacción electrica __ q^q 2 
interacción gravitacional 4v:€ c ym i m 2 

Para obtener el orden de rnagnitud, hagarnos q 1 = q 2 = e y mj = /n 2 = m p , de 
modo que para dos protones o dos iones de hidrógeno, 

interacción electrica e 2 . _ 

--- =- 2 - = 1,5 x 10 36 . 

interacción gravitacional 4Tw€ 0 ym p 

Este es, aproximadamente, el factor que le faltaria a la fuerza gravitacional para 
producir ia interacción requerida. Para la interacción entre un proton y un elec- 
tron ( rn i = m Pf m 2 = m^), la relación antcrior resulta todavia mayor: 2,8 X 10 4 °. 
Por consiguiente concluimos que 

la interacción electrica es del orden de rnagnitud reąuerido para pro¬ 
ducir el enlace entre atomos para formar moleculas , o el enlace enlre 
eleclrones y protones para formar atomos. 

La conclusión es, entonces, obvia: los procesos ąuimicos (en generał el com- 
portamiento de la materia en su totalidad) se deben a las interacciones electricas 
entre atomos y moleculas. Una comprensión completa de la estructura electrica 
de los atomos y moleculas es, pues, esencial para explicar los procesos quimicos 
y, en generał, para explicar todos los fenómenos que observamos corrientemente 
a nuestro alrededor, tanto en la materia inerte como en la viviente. KI objetivo 
de la fisica es, como vimos en el capitulo 1, capacitarnos para comprender la 
estructura de los constituyentes fundamentałes de la materia y explicar, en fun~ 
ción de sus interacciones, el comportamiento de ła materia como un todo. Para 
cumplir eon este programa debernos comprender previamente las interacciones 
electricas. Por esta razón muchos de los capitulos siguientes estaran dedicados 
a los fenómenos electricos. 

Dondequiera que haya cuerpos cargados ełectricamente, las fuerzas gravita- 
cionales son despreciables. Estas fuerzas son importantes solo cuando estudiarnos 
cuerpos de gran masa sin carga electrica, o cuando las cargas son pequenas en 
comparación eon sus masas. Este es el caso del movimiento płanetario o del mo- 
vimiento de cuerpos en la superficie terrestre. 

14.7 Estructura atómica 

Por lo dicho en la sección anterior, el estudiante se habra dado cuenta que com¬ 
prender la estructura atómica es uno de los problemas basicos de la fisica. Expon- 
gamos, por lo tanto, algunas ideas preliminares y desarrollemos un modelo satis- 
factorio del atomo. Sabemos que los atomos son ełectricamente neutros en su 
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estado normal, ya que en !a materia en conjunto no se manifiestan fuerzas elec- 
tricas grandes. Por consiguiente, los atomos deben contener cantidades iguales 
de electricidad positiva y negativa o, en otras palabras, igual numero de protones 
y de electrones, El numero igual de protones y electrones se llama numero atómico y 
sc designa por Z, El atomo consta entonces de una carga positiva + Ze debida 
a los protones y de una carga negativa de igual magnitud debida a los electrones. 

Acuden a nuestra mente dos posibies modelos para el atomo. En uno de ellos 
podemos suponer que los protones, como tienen mayor masa que los electrones, 
estan agrupados alrededor del centro de masa del atomo, formando una especie 
de nucleo y los electrones giran a su alrededor, como en nuestro sistema planetario. 
En el otro modelo los protones podrian estar esparcidos en todo el volumen del 
atomo, eon los electrones moviendose entre ellos y formando algo asi como una 
mezcla de gases eon cargas positivas y negativas llamada plasma. El primer 
modelo es mas llamativo dada nuestra familiaridad eon el sistema solar. Sin em¬ 
bargo, entre las dificultades a que debemos hacer frente en este modelo, esta la 
de explicar como los protones se mantienen unidos entre si, en el nucleo, a pesar de 
la fuerte repulsión electrica entre ellos, Esta complicación reąuiere la existencia 
de otras interacęiones, ademas de la interacción electrica. 

Para dilucidar el problema de la distribución de electrones y protones en un 
atomo, debemos investigar el interior del atomo experimentalmente, lanzando 
un haz de particulas rapidas cargadas tales como iones de hidrógeno (es decir 
protones) o iones de helio (llamados particulas alfa), contra el atomo, y observar 
las interacciones producidas. Este es un experimento de dispersión, cuyo funda- 
mento matematico se ha dado ya en el capitulo 7. La simetria sugiere que pode¬ 
mos considerar los atomos como esferas eon un radio del orden de 10~ l ° m, como 
se ha indicado previamente. Debido a que la interacción electrica sigue la ley 1/r 2 , 
los resultados demostrados en la sección 13.7 para el campo gravitacional, son 
validos tambien para el campo electrico. Solo es necesario reemplazar ymm' por 
qq'!A tt€ 0 . Por lo tanto, una esfera de radio a cargada eon la carga Q uniforme- 
mente distribuida en su volumen, produce en todos los puntos externos (r > a) 
un campo electrico dado por 


<f‘ - 


Q 

4 


r > a, 


(14.19) 


y un campo electrico en todos los puntos interiores (r < a) dado por 


3 ~’ r<G - ( 142 °) 

4 TT€ 0 a 3 

Este campo esta representado en Ja fig. 14-20. 

En el modelo de plasma, el radio a es el mismo que el radio del atomo y la 
carga efectiva Q es muy pequena porque las cargas positivas de los protones 
y las cargas negativas de los electrones estan mezcladas uniformemente. La des- 
viación experimentada por la particula de carga q al aproximarse al atomo, pero 
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Fig, 14-20. Campo electrico de una es- Fig. 14-21. Distrihución de electrones 
tera de radio a cargada, en un atomo. 

sin pasar a traves de el, se calcula usando ia ec. (7.42) eon k = Qqj 4tt€ 0 ; resuita 

cotg łt = 4 -- ^ g- fc. (14.21) 

En este caso el parametro de impacto b debe ser mayor que el radio del śtomo 
a ~ 1(T 10 m. Suponiendo que la energia de las particulas es del orden de 1.6 x 1(T 13 J, 
o un MeV (que es el rango de energias proporcionado por los laboratorios en 
esta clase de experimentos), y que Q y q son del orden de e, encontramos que <f> 
es menor que 30" de arco. Es decir que practieamente no hay desviación. Para 
valores menores de b , si la particula incidente tiene energia suficiente para pe- 
netrar al interior del atomo, inmediatamente actua sobre ella un campo decre- 
ciente y la ec. (14.21) ya no es aplicable. Pero entonces, la desviación, en lugar 
de ser mayor, es de nuevo muy pequeńa porąue el campo es menor. En otras 
palabraSj el modelo de plasma no puede exp)icar grandes desviaciones de las 
particulas que bombardean un śtomo. Sin embargo, se ha encontrado experi- 
mentalmente que muchas particulas se desvian en angulos grandes, en algunos 
casos hasta 180°. Por consiguiente debemos desechar el modelo de plasma basan- 
donos en este experimento simple pero concluyente. 

Consideremos ahora el modelo nuclear, en el cual los protones estan agrupados 
en una pequena region al centro del atomo (fig. 14-21). Entonces la ec. (14.21) 
se mantiene para valores de b mucho menores que el radio atómico, y son posi- 
bles desviaciones mayores. Aqui nos damos cuenta que los electrones en rapido 
movimiento forman una “pantalla’ 1 entre la carga nuclear positiva y cualquier 
particula cargada que este mas alla del radio del atomo, reduciendo de este modo 
la carga efectiva del nucleo. El resultado es que, para valore$ de b mayores que 
10~ 10 m del centro, el atomo nuclear y el śtomo plasma son esencialmente lo 
mismo. Para pequeńos valores de b , sin embargo, pueden ocurrir mayores des- 
viaciones en el modelo nuclear, haciendolo completamente diferente del modelo 
de plasma. Por ejemplo, para b ~ 10~ 14 my Q ~ lOe, usando el mismo valor de 
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energia que antes, obtenemos cotg $(j> ~ 1 ó <f> ~ 90°. En el modelo nuclear, 
ę — Ze, y poniendo ą = ve para la particula que bombardea (v = 1 para pro- 
tones, v =2 para particulas alfa), obtenemos de la ec. (1421), 


b 


vZe 2 

4 t *€ 0 mvQ 


cotg y>. 


En los experimentos se dirigen varias particulas contra una delgadisima lamina 
y se observan las deflecciones. Como b no puede controlarse porque es imposible 
apuntar a un atomo en particular, debemos hacer un analisis estadistico para 
interpretar los resultados experimentales. 

Supongamos que tenemos una delgada lamina metólica de espesor /, que tiene 
n atomos por unidad de volumen. Si N particulas por unidad de area inciden 
en la lamina, algunas pasaran cerca de un atomo de la misma (parametro de 
impacto pequeńo), experimentando entonces una gran desviación; algunas pa¬ 
saran a distancias relativamente grandes de los atomos de la lamina (parametro 
de impacto grandę) y experimentaran una pequeńa desviación, El resultado del 
analisis estadistico (ver ejemplo 14*4) muestra que el numero de particulas dN 
desyiadas dentro dei angulo sólido dQ (correspondiente a los angulos de disper- 
sión <f> y <f> + d<f> respecto a la dirección de incidencia) estś dado por 


dN 

da 


NnfZW 
2(4 Tt e 0 ) 2 rn 2 ^ 


cosec 4 


(14.22) 


El signo negativo se debe a que dN representa las particulas sacadas del haz 
incidente como consecuencia de la dispersión, y esto corresponde a una dismi- 
nución de N. 

El resultado que predice la ec. (14.22) es que las particulas dispersadas por 
unidad de angulo sólido, deben distribuirse estadisticamente segun la ley 
cosec 4 Al yerificar esta predicción para todos los angulos, se prueba, indi- 
rectamente, que todas las cargas positivas se concentran cerca del centro del 
atomo. Esta prueba se obtuvo mediante experimentos ejecutados por primera 
vez durante el periodo 1911-1913 por H. Geiger y E. Marsden, bajo la dirección 
del fisico britónico Ernest Rutherford (1871-1937). Estos experimentos constitu- 
yeron el fundameuto del modelo nuclear del atomo, que ha sido aceptado desde 
entonces como el correcto. 

Para cada valor del parametro de impacto ó, existe una distancia de maximo 
acercamiento para la cual la particula que bombardea estó lo mas cerca posible 
del centro. La distancia minima ocurre para b = 0. El calculo de esta distancia 
para diferentes condiciones experimentales, empleando metodos dinamicos (ver 
ejemplo 14.5) indica que esta distancia es del orden de KR 14 m para energias 
deł orden de 10“ 13 J (o un MeV), Esta distancia da un limite superior para el 
radio del nuc.leo atómico. Por consiguiente concluimos que los protones se con¬ 
centran en una región cuyas dimensiones son del orden de 10“ u m. Cuando eon- 
siderarnos el hecho de que el radio del atomo es del orden de 10” 10 m, nos damos 
cuenta que ia mayor parte dei Yohimen deJ atomo esta ocupado por los clec- 
trones en movimiento, y esta en realidad vacio. 
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Para peąueńos valores del parametro de impacto y altas energias, cuando la 
particula incidente 11 ega muy cerca del nucleo, observamos que la ley cosec 4 $<f> 
no se cumple. Esto indica la presencia de otras interacciones, las fuerzas nutfeares . 
Analizando las discrepancias eon respecto a la dispersión puramente culombiana 
dada por la ec. (14.22), obtenemos información valiosa acerca de las fuerzas 
nucleares. 

Los mas simples y livianos de todos los atomos son los atomos de hidrógeno. 
Su masa es igual a la de un proton mas la de un electrón. Por consiguiente con- 
cluimos que un itomo de hidrógeno esta compuesto de un electrón girando alre- 
dedor de un solo proton. Entonces, Z = 1, y el nucleo de un atomo de hidrógeno 
es precisamente un proton (esto podria tomarse tambien como definición de 
proton). Como el electrón esta sujeto a la fuerza de atracción 1/r 2 , deberiamos 
esperar, por las mismas razones dadas en el capitulo 13 para el movimiento pla- 
netario, que las órbitas fueran elipses eon el proton en uno de los focos. Las 
órbitas electrónicas, sin embargo, requieren que dispongamos de tecnicas espe- 
ciales antes de poder discutirlas, porque ellas poseen caracteristicas propias que 
las hacen diferentes de las órbitas planetarias. Estas tecnicas corresponden a la 
mecanica cuantica. Sin embargo, podemos adelantar dos de los mas importantes 
resultados de la mecinica cuantica. 

(1) La energia del mooimienio eledrónico esta cuaniizada . Esto significa que 
la energia de los electrones puede tomar solo ciertos valores E v E 2 , E 3 , ..., E n , ... 
Los estados correspondientes a estas energias se Haman estados estadonarios . El 
estado eon la mas baja energia posible es el eslado fundamental. Determinar las 
energias de los estados estacionarios es una de las tareas de la mecanica cuantica. 
Como la energia (en un sentido clasico) determina el “tamano” de la orbita, 
solamente ciertas regiones del espacio son posibles para el movimiento electrónico. 
Esto esta indicado esquemiticamente por la region sombreada de la fig. 14-21. 

(2) El momentum angular del mooimienio eledrónico esta cuantizado tanio en 
magnitud como en dirección . Esto significa que el momentum angular de un 
electrón puede tener solo valores discretos y que, como el momentum angular 
es un vector, puede orientarse sólo en ciertas direcciones. A esta ultima pro- 
piedad nos referimos cuando hablamos de cuaniización espacial. Para usar ter¬ 
minologia clisica de nuevo, podemos interpretar esta segunda propiedad como 
implicando que las órbitas del electrón sólo pueden tener ciertas "formas”. 

Para atomos mis pesados que el hidrógeno, la masa es mayor que la masa 
de los Z protones que ellos contienen. La diferencia puede ser atribuida a la 
presencia de neutrones en el nucleo. El numero total de particulas en un nucleo 
se llama el numero mdsico , y se designa por A. Por lo tanto, un atomo tiene Z 
electrones, Z protones y A — Z neutrones. Los neutrones son necesarios, apa- 
rentemente, para estabilizar el nucleo. Si los protones estuvieran solamente 
sometidos a su propia interacción electrica, se repelerian entre si, por estar car- 
gados positivamente. El hecho de que pueden permanecer unidos en un nucleo 
indica que, ademas de las interacciones electricas, hay otras interacciones muy 
fuertes, correspondientes a las llamadas fuerzas nucleares , las cuales contrarrestan 
la repulsión electrica. Los neutrones contribuyen a crear las fuerzas nucleares 
sin anadir repulsión electrica, produciendo de este modo un efecto estabilizador. 
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En este punto debemos decir que nuestro conoeimicnto de las fuerzas nucleares 
no es tan completo como lo es el de las fuerzas electricas. 

El comportamiento quimico de un atonio, siendo un efecto electrico, esta 
determinado por el numero atómico Z. Sin embargo, para un valor de Z puede 
haber varios va!ores del numero masico A\ En otras palabras, a un numero dado 
de protones en el nucleo puede corresponder diferente numero de neutrones. 
Los atomos que tienen el mismo numero atómico, pero diferente numero masico, 
se Haman isótopos. Todos ellos corresponden al mismo elemento quimieo. Los 
diferentes isótopos de un elemento ąuimico se designan por el simbolo del ele¬ 
mento ąuimico (que tambien identifica el numero atómico) eon un indice colocado 
en la parte superior a la iząuierda indicando el numero masico. Por ejemplo, 
hidrógeno (Z = 1) tiene tres isótopos: 1 H, 2 H o deuterio, y 3 H o tritio. Anólo- 
gamente, dos de los mas importantes isótopos del carbono (Z = 6) son 12 C y 14 C. 
El isótopo 12 C es el que se usa para definir la unidad de masa atómica. 


EJEMPLO 14A. Obtener la ecuación (14,22) para la dispersión culombiana. 

Solución: Sea n el numero de atomos por unidad de yolumen del dispersor. Enton- 
ces nt sera el numero de atomos dispersados por una lamina delgada de espesor t 
y area unidad, El numero de atomos en un anillo de radio b y ancho db y por lo 
tanto de órea 2nb db) sera (nt)(2-xb db)> como se rnuestra en la fig, 14-22. Si N par- 
tleulas inciden sobre la unidad de area de la lamina, eł numero de atomos cuyo 
parametro de impacto estó entre b y b -f db es dN = N(nt) (2tc b db). Diferenciando 
la expresión del parametro de impacto dado anteriormente, se obtiene: 

dN - — 4 cotg hf> cosec 2 ty d<f> . (14,23) 

(4Tte 0 ) a m 3 u; r 



Fig. 14-22. Desviación de un ion positivo de- 
bido a la repulsióti coulombiana del nucleo. 



Para atomos livianos, debemos reemplazar la masa m de la particula por la masa 
reducida del sistema de particulas. 

Si trazamos dos co nos de angulos <f> y <£ -f d<f> alrededor del atonio (fig. 14-23) 
todas las particulas dadas por la ec. (14,23) seran desviadas a traves del angulo 
sólido entre las dos superficies cónicas. El area sombreada es (2irr sen $) (r dq>) 
2rrr a sen d<f). Por consiguiente, en v:st.a de la defrnidón (2.7), el angulo sólido es 
dO. =- 2n sen <f> d(f> -- 4n sen ty cos ty d<j>, donde hemos usado la relación sen^ = 
2 sen ty cos ty, La distribución angular esta dada por el numero de particulas 
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dispersadas por unidad de angulo sólido, Entonces 


<LV 

da 


Nm z Z*eH 
'n*vt 


2(4 ne 0 ) 


cosec 4 


que es la ec. (14.22). 

Algunas veces los resultados de los experimentos de dispersión se expresan mejor 
usando el concepto de sección eficaz. La sección eficaz para un proceso esta definida 
por 



dN 

da 


(14.24) 


Las barras verticales cstan para indicar que usamos el valor absoluto de dN/dt!. 
La cantidad c(<f>) representa la probabilidad de que una particula incidente se desvie 
un angulo entre ^ y ^ -f- d<f >. Se expresa en unidades de area (m 2 ), ya que n es una 
densidad (m“ 3 ) y ł es una distancia (m); (obsćrvese que las unidades de A T se can- 
celan), Por lo tanto, sustituyendo la ec. (14,22) en la ec. (14.24), obtenemos la sec¬ 
ción eficaz diferencial para ia dispersión culombiana. 


i 


c(0) = 


v ł Z ł a 4 

2(4Ke a )Wvt 


cosec 4 l<$>> 


(14.25) 


EJEMPLO 14,5. Obtener la distancia de m&ximo acercamiento de una particula 
de carga dirigida eon velocidad o 0 contra un 4tomo de numero atómico Z . 


Solución; La fig. 14-24 muestra la geometria del 
problema. De aeuerdo eon la discusión hecha en 
la sección 13.5, la particula describe una rama 
de hiperbola eon el nucleo -f Ze en el foco mas 
distante F\ La distancia de m&ximo acerca¬ 
miento es R s* F'A. Sea b « F'D el parametro 
de impacto. Demostraremos primero que b es 
igual al eje vertical OB de la hiperbola, El dn- 
gulo <f> = POQ, entre las dos asintotas, es el dn~ 
gulo de desviación de la particula debido a la 
repulsión coulombiana del nucleo. La distancia 
O A — O A' = a se mide en el eje horizontal, y 
de las propiedades de la hipćrboła tenemos que 
OF' ~ OC. Por lo tanto, los tridngulos OF'D 
y OCA' son iguales, de modo que b =■ F'D = 
— CA' = OB . En la geometria de la figura ve~ 
mos que OF' = b cosec a y O A = a = b cotg a. 
Por consiguiente R = F'A — b (cosec a -f cotg a). 
Pero 2a -f tf> = 7r, de modo que a — {n — \xf>. 
Por lo tanto 


Y 



R = b (sec bj> + tg bf>) =» 


fr(l + cosec 
cotg ^ 


Usando el resultado (14.21), eon Q ~ Ze y q — ve, obtenemos 




47r£ 0 (/naJ) 


(1 + cosec i<f>), 


ąue da la distancia de maximo acercamiento en funeión de la energia inicial de la 
particula, irnv\ y del angulo de dispersión <f>, Para un choąue de frente, la particula 
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rebota de modo que se dispersa en un angulo igual a tt, resultando cosec ł<f> =• 1 y 
R _ 

4Tre 0 (ima5) * 

Por ejemplo, sustituyendo valores numericos eon v = 1, Z = 6 (correspondiente 
al carbono) y E = imvl *= 1,6 x 10~ IS J ó 1 MeV, obtenemos /? ~ lCT 14 m, que 
es el orden de magnitud sehalado antes para las dimensłones nucleares. 


14.8 Potencial electrico 


Una carga electrica colocada en un campo electrico tiene energia potencial debido 
a su interacción eon el campo. El potencial electrico en un punto se define como 
la energia potencial por unidad de carga colocada en dicho punto. Designando 
el potencial electrico por V y la energia potencial de una carga q por E p , tenemos 

¥=-?£. ó E p — qV. (14.26) 

El potencial electrico se mide en joule/coulomb o J unidad que recibe el 
nombre de volt , abreviado V, en honor del cientifico italiano Alejandro Volta 
(1745-1827). En función de las unidades fundamentales, V = m 2 kg s -2 C" 1 . 

Observemos que las definiciones de campo electrico y de potencial electrico 
son analogas a las de campo y de potencial gravitacional. Elias se relacionan 
del mismo modo que en la ec. (13.21). O sea, las componentes cartesianas del 
campo electrico C estśn dadas por 




dV 

dx 


4 


dV 


ty 


C°z=- 


ev 

dz 


(14.27) 


En generał, la componente segun la dirección correspondiente a un desplaza- 
miento ds es 




av 

ds 


(14.28) 


Esto puede escribirse en la forma compacta 

€ = — grad V, (14.29) 

como se ha mostrado antes en los capitulos 8 y 13. Las ecuaciones (14.27) o (14.28) 
se usan para encontrar el potencial electrico V cuando se conoce el campo elec¬ 
trico y reciprocamente. 

Consideremos ei caso simple de un campo electrico uniforme (fig. 14-25). I*a 
primera de las ecuaciones (14.27) da, para un campo paralelo al eje X, £=^~dVldz. 
Como ć es constante y suponemos V —- 0 para x =» 0, tenemos, por integración, 

/• V ęx fz 

dV=—\ ćdx^- ć { dx 

Jo Jo Jo 


ó V = — (far. 


(14.30) 
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^ = 0 


\v 


C, V 



Fig. 14-25. Campo elćctrico uniforme. Fig. 14-26. Variaciones de ć y V en un 

campo electrico uniforme. 


Esta relación muy util ha sido representada graficamente en la fig. 14-26. Obser- 
vemos que, debido al signo negativo en la ec. (14.29) o en la ec. (14.30), el campo 
electrico se orienta hacia los potenciales decrecientes. Cuando consideramos dos 
puntos x 1 y x 2 , la ec. (14.30) da V Ł =— ć'x 1 y V 2 =— fx 2 . Restando, tenemos 
V 2 — Vj = — <?(x 2 —• x x ); o, haciendo d — x 2 — x v obtenemos 






(14.31) 


Aunąue esta relación es valida solamente para campos electricos uniformes, puede 
usarse para estimar el campo electrico entre dos puntos separados por una dis- 
tancia d, cuando se conoce la diferencia de potencial V x — V 2 entre ellos. Si la 
diferencia de potencial V 1 — V 2 es positiva el campo esta dirigido de x 1 a tf 2 , 
y si es negativa, esta dirigido en sentido opuesto. La ecuación (14.31) [o de hecho 
tambien la ec. (14.27) o la ec. (14.28)] indica que el campo electrico se puede 
expresar tambien en volt/metro, unidad equivalente a newton/coulomb dada 
anteriormente. Esto puede verse del siguiente modo: 

volt joule newton-metro newton 

metro coulomb-metro coulomb-metro coulomb 

En la practica se prefiere usar el termino volt/metro, abreviado V m" 1 en lugaJ 
de N C" 1 . 

Para obtener el potencial electrico debido a una carga puntual, usamos la 
ec. (14.28), reemplazando s por la distancia r, ya que el campo electrico produ- 
cido yace segun el radio; esto es, ć ’ = — dVldr t Recordando la ec. (14.8), podemos 
escribir 


1 q 


dV 
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Integrando, suponiendo V = 0 para r — oo, como en el caso gravitacional, ob~ 
tenemos 


V = 


4*«or 


(14.32) 


Esta expresión podria haberse obtenido tambien reemplazando en la ec. (13.18) 
— ym por ql4nt 0 . El potencial electrico V es positivo o negativo dependiendo 
del signo de la carga q que lo produce. 

Si tenemos varias cargas q v q v q 3 , . . el potencial electrico en un punto P 
(fig. 14-7) es la suma escalar de sus potenciales individuales. O sea. 


V = Si + h _ 

4*V"i 4jt€ 0 r 2 


% 


4*« 0 r 3 


+ ... 


-T—Z i (14.33) 
4*€ Q Ti 


En generał es mas facil, por lo tanto, calcular el potencial resultante debido 
a una distribución de cargas y Iuego obtener el campo resultante, que proceder 
en el orden inverso. Para calcular el potencial debido a una distribución continua 
de cargas, dividimos esta en cargas elementales dq y sustituimos la suma de 
la ec. (14.33) por la integra! (recordar la fig. 14-13), obteniendo 


4*<? 0 J r 


(14.34) 


donde la integral se extiende a todo el espacio ocupado por las cargas. 

Las superficies que tienen el mismo potencial electrico en todos sus puntos 
—* o sea, V 5= constante — se Haman superficies equipotenciales . La dirección 
del campo electrico es perpendicular a la superficie eąuipotencial en cada uno 
de sus puntos. (La justificación de esto se dio en la sección 13.6). Para un eampo 
uniforme, deducimos de la ec. (14.30) que V — const. implica x = const., y que 
por lo tanto las superficies eąuipotenciales son planas, como se indica eon las 
lineas de trazos en la fig. 14-25. La ec. (14.32) indica que para una carga puntual, 
las superficies eąuipotenciales son esferas r = const, seńaladas por las lineas 
de trazos en la fig. 14~10(a) y (b). Para varias cargas las superficies eąuipoten¬ 
ciales estón dadas por ^(^/r,) — const, de aeuerdo eon la ec. (14.33). Las su¬ 
perficies eąuipotenciales para dos cargas se han indicado eon lineas de trazos 
en las figs. 14-11 y 14-12. 


EJEMPLO 14.6 . Calcular la energia potencial electrica de la carga q 3 del ejemplo 14.1. 

Sotución; Reftramonos a la fig. 14-6 y usemos la ec. (14.32), Los potenciales elćc- 
tricos producidos en C por las cargas q l y q 2 situadas en A y B, respectivamente, son 


^= 11,25 x 10* V, V f 

Luego, ei potencial elóctrico en el punto C es 
V — + V 4 = 2,25 x 10* V. 


4tz€ 0 T 2 


= -9 x!0 9 V. 
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La energia potencial de la carga q 3 es entonces 

E p ~ q z V «= (0,2 x 1(T 3 C) (2,25 x 10 e V) = 4,5 x 10 2 J. 

Si eoinparamos este ejemplo eon el 14.2, vemos la diferencla entre trabajar eon el 
campo eiectrico y eon el potencial eiectrico. 

EJEMPLO 14,7. Calcular el campo eiectrico y el potenciai eiectrico producidos 
por un filamento muy largo que porta la carga X por unidad de longitud, 

S o turion: Dividamos el filamento en peąueńas porciones de longitud ds (fig. 14.27). 
La carga de cada una de estas porciones es dq = X ds. La magnitud del campo 
eiectrico que cada elemento produce en P es 


dirigido segun la linea AP. Pero, debido a la 
simetria del problema, a cada elemento ds, a la 
distancia s por encima de O, corresponde otro 
elemento a la misma distancia por debajo de O. 
Por lo tanto, debemos considerar solamente las 
componentes paralelas a OP , dadas por dć cos a, 
y el campo eiectrico resultante segun OP es 


dC cos a 


x r ds 

•K«J r 2 


De la figura se deduce que r — R sec a y 
s = R tg a, luego, ds = R sec 2 a da. Haciendo 
estas sustituciones, integrando desde a = 0 a 
a = 7r/2, y multiplicando por dos (ya que las dos 
mitades del filamento dan la misma contribu- 
ción), obtenemos 


dc cos or 



Fig. 14-27. Campo eiectrico pro- 
ducido por un filamento cargado. 


c 2X f"/ 2 , X 

J o 2tz€ 0 R 

De modo que el campo eiectrico del filamento varia como R l . En forma vectorial, 

^ * 

C = —-— UH. 

2t:€ 0 R 

Para hallar el potencial elćctrico usamos la relación ć = — dV/3R , lo cual nos da 


La integración produce 


Se acostumbra en este caso asignar el valor cero al potencial en el punto donde 
R = 1, lo cual da C = 0. Luego el potencial eiectrico es 


Sugerimos al estudiante resolver este problema in\drtiendo el orden, haiiando pri- 
mero el potencial y despues el campo. 
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14.9 Relaciones energeticas en un campo electrico 

La energia total de una particula cargada o de un ion de masa m y carga q mo- 
yiendose en un campo electrico es 

E = E k + E p * imv 2 + qV. ' (14,35) 

Cuando el ion se mueve de ia posición P x (doude el potencial electrico es V t ) a la 
posición P 2 (donde el potencial es V 2 ), la ec. (14.35) combinada eon el principio 
de conservación de la energia, da 

\mv\ -f qV 1 = \mo\ + qV 2 . (14.36) 

O, recordando que segun la ec, (8.11) W = %mv\ — \vnv\ es el trabajo hecho 
sobre la particula cargada al moverse desde P 1 a P 2 , tenemos 

W - \mv% — \mv\ « q(V l — V 2 ). (14.37) 

Esta liltima ecuación nos permite dar una defmición precisa del volt: es la dife- 
rencia de potencial a traves de la cual la carga de un coulomb debe moverse, 
para ganar una cantidad de energia igual a un joule. 

Observese que segun la ec. (14.37), una particula cargada positivamente (q > 0) 
gana energia cinetica cuando se mueve, desde puntos de mayor potencial, a pun- 
tos de menor potencial (V 2 > V 2 ), mientras que una particula cargada negati- 
vamente (q < 0), para ganar energia, debe moverse desde puntos de menor 
potencial, a puntos de mayor potencial (Vj < V 2 ), 

Si escogemos el valor cero para el potencial electrico en P 2 (V 2 = 0) y dis- 
ponemos nuestro experimento de modo que en P x los iones tengan ve!ocidad 
cero (V 2 = 0), la ec. (14.36) se convierte (quitando los subindices) en 

łmv* =qV f (14.38) 

expresión que da la energia cinetica adąuirida por una particula cuando se mueve 
a traves de una diferencia de potencial V. Este es, por ejemplo, el principio apli- 
cado en los aceleradores electrostaticos. 

Un acelerador tipico (fig. 14-28) consiste en un tubo al vacio a traves del cual 
se aplica una diferencia de potencial entre sus extremos. En uno de sus extremos 
esta una fuente de iones inyectando particulas cargadas dentro del tubo. Las 
particulas łlegan al otro extremo eon una energia dada por la ec. (14.38). Estos 
iones rżpidos golpean un blanco T } construido de un materiał escogido segun 
la naturaleza del experimento a ejecutar. El resultado de estas colisiones es algun 
tipo de reacción nuclear. La energia producida por el choąue de los iones se trans- 
fiere al blanco, por lo cual este debe ser constantemente enfriado, ya que de otro 
modo se fundiria o raporizaria. 

Hay varios ripos de aceleradores electrostaticos (Cockroft-Walton, Van de 
Graaff, etc.). Gada uno de ellos produce. la diferencia de potencial V por diferentes 
metodos. En cualąuier caso, la energia de los aceleradores electrostaticos esta 
limitada por la diferencia de potencial maxima que se les puede aplicar sin que 
salten chispas entre los materiaies usados. Esta diferencia de potencial no excede 
de unos pocos millones de volts. 
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Blanco, T 

Fi?. 14-28. Sección transversal simplificada de un acelerador electrostatico de 
Van de Graaff. Un motor de alta velocidad transporta sobre dos poleas una correa 
decha de un materiał aislador. La correa toma en su extremo inferior la carga elec- 
•~ica proyeniente de una fuente de yoltaje y la transporta hacia arriba. Un colector 
rrtira la carga y la coloca en la esfera metalica situada en la parte superior, la que 
jjdąuiere un alto potencial electrico. En este extremo de alto Yoltaje se producen 
; nes positivos que son acelerados hacia abajo por la diferencia de potencial entre 
.a esfera cargada y el potencial de tierra al otro extremo. 


Considerando que las particulas lunaamentales y los nucleos tienen una carga 
:;ue es igual a, o es un multiplo de la carga fundamental e, la ee. (14.37) sugiere que 
.iefmamos una nueva unidad de energia, llamada electronuolł , abreviado eV, 
:;ue se introdujo por primera vez en la sección 8.5. Un electronyolt es la energia 
ndąuirida por una particula de carga e al moyerse a traves de una diferencia 
de potencial de un vo!t. Asi, usando el vałor de e de la ec. (14.13), tenemos 

eV = (1,6021 x \0~ 19 C)(l V) = 1,6021 X 10" 1 * J, 

:ue es la equivalencia dada en la sección 8.5. Una particula de carga ve movien- 
iose a traves de una diferencia de potencial AV gana la energia vAV eV. Mul- 
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tiplos convenientes del eleetrorwolt son el kiloeleclronuolt (keV) y el megaelec - 
ironuoli (MeV). 

Es muy util expresar la masa en reposo de las particulas fundamentales en 
esta unidad, Los resultados son: 

E e - m e c 2 - 8,1867 x 10"“ J ^ 0,5110 MeV, 

E p = m p c 2 - 1,5032 x 10~ 10 J - 938,26 MeV, 

E n = m n c 2 = 1,5053 x 10~ 10 J = 939,55 MeV. 


EJEMPLO 14.8. Suponiendo que el movimiento de un electrón en un atomo pueda 
ser descrito por las Ieyes de la mecanica newtoniana, discutir las órbitas posibles 
de un electrón unico alrededor de una carga nuclear Ze. El caso Z = 1 corresponde 
al atomo de hiarógeno, Z = 2 a un atomo de helio ionizado He" (es decir, un atomo 
de helio que ha perdido un electrón), Z = 3 a un atomo de litio doblemente ioni¬ 
zado LP + (es decif, un atomo de litio que ha perdido dos electrones) y asi sucesi- 
vamente. 

Solución: La interacción electrica inversamente proporcional al cuadrado de la 
distaneia, involucrada en el movimiento de un electrón alrededor de un nucleo, 
es dinarnicamente identica a la interacción gravitacional inyolucrada en el movi- 
miento dc un planeta alrededor del sol, y por lo tanto los resultados obtenidos en 
el capttulo 13 son aplicables directamente si, en las expresiones correspondientes, 
reemplazamos y mm' por Ze ź / 4tt€ 0 . Por ejemplo, las órbitas seran elipses (o circun- 
ferencias) eon el nucleo en uno de los focos. Sin embargo, para mayor claridad, 
repetiremos algunos de los pasos, 

Consideremos dos cargas, q x y g i9 separadas a una distancia r y moviendose eon 
yelocidades d 1 y f> a . La energia potencial electrica del sistema es E P — 
y la energia total es 


E = imfll + i 


4tt € 0 r * 


En el caso de varias particulas cargadas, como en un atomo o en una molecula, 
la energia total es 



todas las 
particulas 




y 

todos los 
pares 


4 tt € 0 m 


Como se explicó en el ejemplo 9.9, la energia, en el caso de dos particulas referidas 
a su centro de masa, puecle escribirse de la forma 


E = + ~M*~, (14.39) 

4 " foT 

donde p es la masa reducida del sistema de dos particulas [ec. (9.17)] y v su yelo- 
cidad relativa. 

En el caso de un electrón moyiendose alrededor de un nucleo, q y — — e y q 2 — Ze. 
Ademas, como la masa del nucleo es mayor que la masa del electrón, po demos 
reemplazar la masa reducida del sistema electrón-nucleo por la masa del electrón m e . 
Solamente en los atomos muy ligeros tales como los de hidrógeno y helio, puede 
comprobarse el efecto de la masa reducida. Gon esta aproximación tenemos para 
la energia total del atomo, 

E = 4/n e u 2 — 


47TCOT 
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Suponiendo que la órbita sea circular, la ecuación del movimiento del electrón es, 
segun la ec. (7.28), nutv 2 fr — Fat, ó 


m e u a 


Ze 2 
4t 


de donde, m e y a = Ze 2 /47ie 0 r. Substituyendo este valor en la expresión preyia de 
? a energia total, se obtiene 


E = 


Ze 2 


47re 0 (2r) 


= — 9 x 10® 


Ze 2 
2 r * 


(14.40) 


donde la constante electrica esta expresada en el sistema MKSC de unidades. Con 
tfd.e valor, E se expresa en J cuando r esta en m y e en C. Esta ecuación esta de 
a uerdo con la ec. (13.6) para ei caso gravitacional si reemplazamos ymm' por 

Zt 5 '4TTfjj. 

La expr$$ión (14.40) para la energia del sistema electrón-nucleo, sera reyisada 
r;As adelante para tomar en consideración los efectos relativista y magnetico (ejem- 
:’os 14,10 y 15.15). Para ei atomo de hidrógeno (Z — 1), E representa la energia 
“ juerida para separar el electrón del protón; o sea, la energia de ionización del 
. :omo de hidrógeno. El yalor experimental para esta energia de ionización es 
Li77 X 10™ 19 J ó 13,6 eV; con este valor encontramos que el radio de la órbita 
iii electrón es r — 0,53 x 10~ 10 m. El hecho de que este radio sea del mismo orden 
in magnitud que el estimado para las dimensiones atómicas, nos proporciona una 
: uena yeriflcación de nuestro modelo del atomo. 

En la sección 14.7 indicamos que la energia del movimiento electrónico en un 
r.omo estó cuantizada. En el caso de atomos con un solo electrón, las energłas 
: :>$ibles de los estados estacionarios estan dadas, segun la mec&nica cuantica, por 
'.a expresión 


8c * 

::nde n es un ntimero entero que puede tomar los yalores 1,2, 3, ... y h — = 

r .6256 — 10“ 84 J s es la constante de Planck, que se introdujo en el ejemplo 7.15 
:r. relación con el momentum angular del electrón en el śtomo de hidrógeno. Intro- 
;uciendo yalores numśricos, tenemos que 

E _ _ 2,177 x 1Q-»Z» = __ 13,598Z a ey 

n 2 n 2 

El estado fundamenta! corresponde a n — 1, ya que ćsta es la minima energia 
t osible para el atomo. Comparando la expresión anterior de En con la ec. (14.40), 
:enemos una estimación del tamańo de las correspondientes órbitas electrónicas 
;ermitidas. Este resultado es 

__ _ n*h 2 € Q _ n 2 a 0 

nZe 2 me Z 9 

donde 

a 0 “ h 2 € 0 /ne 2 me 5,292 x 10" 11 m 

se llama radio de Bohr. Corresponde al radio del atomo de hidrógeno en su estado 
fundamental. Hemos indicado preyiamente que el movimiento electrónico no co¬ 
rresponde a órbitas electrónicas bien deflnidas, como en el caso de los planetas. 
Por consiguiente, el valor de r no debe tomarse al ple de la letra. Antes bien, sirve 
sólo para dar una idea del orden de magnitud de la región en la cual es muy pro- 
bable que se encuentre el electrón. 
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EJEMPLO 14,9 , Usando el principio de conservaeión de la energia, calcular la 
distancia minima de aproximación de una particula cargada que choca de frente 
contra un nucleo atómico. 


Solución: Si la carga del nucleo es Ze y la del proyectil es ve, ąue corresponden 
a q x y q 2 de la ec, (14.39), la energia total del sistema del proyectil mas nucleo es 


E = iaa 2 -f 


Ze 2 

47T6 0 r 


siendo p la masa reducida del sistema. Si la masa del nucleo es mucho mayor que 
la del proyectil, o si el nucleo esta alojado en un cristal, podemos reemplazar p 
por la masa del proyectil m, resultando 


E - imv 2 + 


vZe 2 

4rze 0 r 


Pero sł, por ejemplo, dirigimos protones contra protones (v = Z = 1), debemos 
usar la masa reducida, que es p \m P (recordar el ejernplo 9.3). Cuando la particula 
esta muy distante, toda su energia es einetica e igual a imaj. Llamamos u a su 
velocidad en el punto A de maximo acercamiento (fig. 14-24) cuando r » R . La 
conseryación de la energia reąuiere ąue 


imv 2 + - imvl 

4tt € 0 R 

En el punto A de maxima aproximación, la velocidad es totalmente transversal, 
y por lo tanto el momentum angular es L — mRv . Como L es una constante del 
moyimiento, podemos usar esta relación para eliminar la velocidad u en el punto A, 
obteniendo 

tafli- + "wT ~ lmv - 


Ecuación de segundo grado en l/R que permite obtener R en función de la energia 
y del momentum angular de la particula. Para una colisión de frente, L - 0 y 


4n€ 0 (imvl) 

lo cual esta de acuerdo eon el resultado preyiamente obtenido en el ejemplo 14.5. 
Obseryese que para una colisión de frente, v = 0 en el punto de maxima aproxi- 
mación y toda la energia einetica se ha transformado en potencial. 


EJEMPLO 14,10 . Estimar el orden de magnitud de la corrección debida a los 
efectos relatiyistas que hay que hacer a la energia de un electrón en un atomo. 

Solución: En el capitulo 13 y en esic capilulo, siempre que hemos tratado el mo¬ 
yimiento regido por la ley de proporcionalidad inyersa del cuadrado de la distancia, 
como se hizo en el ejemplo 14.8, hemos usado la mecanica newtoniana despreciando 
los efectos relatiyistas. El procedimiento es correcto para el moyimiento planetario, 
pero cuando se trata del moyimiento de electrones en un atomo no siempre se jus- 
tifica. En un atomo, los electrones se mueven eon yelocidades suficientemente 
grandes de modo que la corrección relativista puede medirse experimentalmente. 
Estimemos el orden de magnitud de este efecto. 

Usando la ec. (11.18), encontramos que la energia total de un electrón que se 
mueve eon gran yelocidad en un atomo (restando su energia en reposo) es 

E = c ]/ mlc 2, + p 2 -f (— eV ) — m e c 2 . 
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Suponiendo que el momentum p es menor que nięC. podemos desarrollar el radical 
hasta terminos de segundo orden, eon lo que se obtiene 


E = 


2 m e 

r 

2 m* 


8 mlc* 


p 4 + ... + '(—«V) = 


P 2 -ł (—e V) j 


8m?c 2 


P 4 + 


Los dos tćrminos encerrados dentro del corchete dan la energia sin tomar en cuenta 
el efecto relativista, el cual, para órbitas circulares, estd dado por la ec. (14.40). 
Por lo tanto, el ultimo tśrmino es la corrección relativista de la energia total del 
electrón, eon aproximación hasta del primer orden, que designaremos por A Er. Luego 


A£Y - 


1 

8m|c* 


P 4 


1 

2mec a 



Los dos tćrminos encerrados en el parentesis corresponden a la energia cinetica 
no relativista del electrón. Entonces podemos escribir (eon razonable aproximación) 
para el primero, usando el resultado del ejemplo 14.8, 

— = E —Ep =--h - Ze — = ——— = — E. 

2 m e 47re 0 (2r) 47^^ 47te 0 (2r) 


El segundo puede escribirse p a /2/n e = im e u 8 . Por consiguiente 


Luego, la corrección relativista es del orden de ( vjc )* veces la energia del electrón. 
En el atomo de hidrógeno, por ejemplo, (a/c) es del orden de 10“* y por lo tanto 
A Er ~ 10“* E , o cerca de 0,001% de E, una cantidad que puede ser facilmente 
medida en el laboratorio eon tecnicas experimentales ahora en uso. 


14.10 Corriente elćctrica 

El ejemplo del acelerador electrostótico eon particulas cargadas aceleradas segun 
la dirección del eje del tubo, dado en la sección 14.9, sugiere que introduzcamos 
ahora el concepto muy importante de corriente eledrica . Una corriente electrica 
consiste en un chorro de particulas cargadas o iones. Esta defmición es aplicable a 
los iones en un acelerador de cualąuier clase, a los de una solución electrolitica, 
a los de un gas ionizado o plasma, o a los electrones en un conductor metólico. 
A fin de que se produzca una corriente electrica, debe aplicarse un campo elóc- 
trico para mover las particulas cargadas en una dirección determinada. 

La intensidad de una corriente electrica se define como la carga electrica que 
pasa por unidad de tiempo a traves de una sección de la región donde esta fluye, 
como, por ejemplo, la sección del tubo de un acelerador o de un alambre metali co. 
En consecuencia, si en el tiempo /, pasan N particulas, cada una eon carga q 9 
a traves de una sección del medio conductor, la carga total Q que ha pasado 
es Q = Nq , y la intensidad de la corriente es 


/ = Nqjt = Qjl. 


(14.41) 
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En realidad, la expresión anterior da la corriente media en el tiempo t; la corriente 
instantanea es 


/ - dQ!dL 


(14.42) 


La corriente electrica se expresa en coulomb/segundo o s^ 1 C, unidad llamada 
ampere (abreviado A) en honor del fisico frances Andre M, Ampere (1775-1836). 
Un ampere es la intensidad de una corriente electrica que corresponde al paso 
de un coulomb a traves de una sección deł materiał en un segundo. 

La dirección de una corriente electrica se supone que es la del movimiento 
de las particulas cargadas positivamente. Es la misma dirección del campo elec- 
trico aplicado o de la diferencia de potencial que produce el movimiento de las 
particulas cargadas (fig. 14-29a). De ahi que, si una corriente se debe al movi- 



(a) Cargas positivas 






''-©T G , 




re 


(b) Cargas negativas 



(c) Cargas positiva$ 
y negativa$ 


Fig. 14-29. Corriente elćctrica I resultante del movimiento de iones positivos y 
negativos producido por un campo electrico. 


miento de particulas cargadas negativamente, tal como los electrones, el sentido 
de la corriente es opuesto al del movimiento real de los mismos (fig. 14-29b). 

Mantener una corriente electrica requiere energia porąue los iones son acele- 
rados por el campo electrico. Supongamos que en el tiempo l haya N iones, cada 
uno eon carga q r moviendose a traves de una diferencia de potencial V. Cada 
ion adąuiere la energia qV> y la energia total adquirida es NqV = QV. La energia 
por unidad de tiempo, o la potencia'requerida para mantener la corriente. es 
entonces 

p ^QVjt - V/. (14.43) 

Esta expresión da, por ejemplo, la potencia requerida para hacer funcionar el 
acelerador estudiado en la sección anttHor. Tambien da la rapidez eon que se 
transfiere energia al blanco del acelerador, y por lo tanto la rapidez eon la cual 
el sistema de enfriamiento del blanco debe sacar energia. Vemos asi, que la ex- 
presión (14.43) tiene validez generał y da la potencia necesaria para mantener 
una corriente electrica / a traves de una diferencia de potencial V aplicada a 
dos puntos de cualquier medio conductor. Nótese que, segun la ec. (14.43), 
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') 


voit x ampere 


joule 


-- X 


coulomh 


coulomb 

segundo 


ie modo que las unidades son eompatiblcs. 


joule 

segundo 


watt 



14.11 Dipolo el&ctrico 

U na disposición interesante de cargas es el dipolo electrico. Este consiste en dos 
:argas opuestas, + q y — q, separadas por una distancia muy peąueńa (fig. 14-30). 
El momento dipolar electrico p* se define por 

p == qa , (14.44) 

:onde a es el vector desplazamiento orientado de la carga negativa a a positiva. 
£1 potencial electrico en el punto P debido al dipolo electrico es, usando la 
(14.33), 


y = l /_!_1 \ = 1 ?( r 2 —^l) 

4rre 0 \ r x r 2 / 4Tt€ 0 ly, 

la distancia a es muy peąueńa comparada eon r, podemos poner 


r 2 — r 1 — a cos 


r.r, 


1* 2 


— r2 


r% 


rfsultando 


qa cos 6 

4iTE 0 r a 


6 y . I cos 6 . 

4tc€ 0 t 2 ’ 


(14.45) 


* I:sćrvese que el simbolo convencional de momentum es el mismo que el de momento dipolar 

: r! tri CO. 



492 Interacción eledrica 


( 14.11 


Podemos expresar la ec. (14.45) en coordenadas rectangulares y usar la ec. (14.29) 
para obtener la intensidad del campo electrico (recordar el ejemplo 13.7). De- 
jamos esto como ejercicio al estudiante. En su lugar determinaremos las compo- 
nentes de C en coordenadas polares, usando la ec. (14.28). Para obtener la com- 
ponente radial £ r , observemos que ds — dr , entonces 


8V __ 2 p cos 6 
dr 


(14.46) 


Para la componente transversal £q, usamos ds =rd0, eon lo cual se obtiene 


1 dV __ p sen 0 

7 7>e 


(14.47) 



Figura 14-31 


Estas dos componentes se ilustran en la 
figura 14-31. Las lineas de fuerzas estśn in- 
djcadas en la fig. 14-32. Aunąue en un di¬ 
pol o electrico, por ser las dos cargas iguales 
y opuestas, la carga neta es cero, el ligero 
desplazamiento que hay entre ellas es sufi- 
ciente para producir un campo electrico di- 
ferente de cero. 

En generał, si tenemos varias cargas q v 
q 2 > q& . *. en los puntos P v P 2 , P 3 , .... el 
momento dipolar electrico de la distribu- 
ción de cargas es 

P = fcrj + ?2 r 2 + g a r 3 + • • • = 2 


[Esta definición coincide eon la ec, (14.44), porque, siendo dos cargas iguales 
y opuestas, el momento es p ~ qr x — qr 2 = q(r x —* = qaĄ Tomando el eje Z 
en la dirección de p, la expresión anterior para el momento dipolar electrico de 
varias cargas es, en módulo 

p = ^ ? iZi “ 2 qin C0S 6i ’ (14.48) 

L £ 

siendo r la distancia de cada carga al origen, 6; el angulo que n forma eon el 
eje Z y 7,‘ = r* cos 6i. 

En los śtomos, el centro de masa de los electrones coincide eon el nucleo, y 
por consiguiente, el promedio del momento dipolar electrico del atomo es cero 
(fig. 14-33a), Pero si se aplica un campo externo, el movimiento electrónico se 
perturba, lo que ocasiona que el centro de masa de los electrones se desplace 
una distancia x eon respecto al nucleo (fig. 14-33b). Se dice que el atomo se ha 
polarizado convirtiendose en un dipolo electrico de momento p. Este momento 
es proporcional al campo electrico extcrno 



H.ll) 


Dipolo electrico 493 




(a) Campo externo nulo (b) Campo extemo 


Fig. 14-83. Polarización de un atomo bajo la acción de un campo electrico externo. 

Por otrą parte, algunas moleculas pueden tener un momento dipolar electrico 
permanente. Tales moleculas se Haman polares . Por ejemplo, en la molecula 
de HC1 (fig. 14-34), el electrón del atomo de H tarda mas tiempo en su movi- 
miento alrededor del atomo de Cl, que alrededor del atomo de H. En conse- 
cuencia, el centro de las cargas negativas no coincide eon el de las cargas positivas, 
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m p .p " 

Fig. 14-34. Moleculas diatómicas polares. 


y la molecula presenta un momento dipolar dirigido del atomo de Cl al śtomo 
de H. O sea que podemos escribir LPC1~. El momento dipolar electrico de la 
molecula de HC1 es p = 3.43 x 10” 30 C m. En la molecula de CO, la distribución 
de cargas es ligeramente asimetrica y el momento dipolar electrico es relativa- 
mente peąueno, aproximadamente igual a 0.4 x 1CP 30 C m, estando el atomo de 
carbono en el extremo positivo de la molecula y el de oxigeno en el negativo. 



Fig. 14-35. Dipolo electrico de la mo¬ 
lecula H a O. 


®—©—© 
Pl ^ m * P2 
P = 0 


Fig. 14-36. La molecula de CO e no 
tiene dipolo electrico. 


En una molecula tal como H 2 0, donde los enlaces H—O forman un dngulo 
un poco mayor de 90° (fig. 14-35), los electrones tratan de concentrarse alrededor 
del śtomo de oxigeno, por lo cual este parece ligeramente negativo respecto a 
los śtomos de H. Cada enlace H—O contribuye de este modo al momento dipolar 
electrico resultante, el cual, debido a la simetria, yace segun el eje de la molecula 
y tiene un valor igual a 6,2 x 1CT 30 C m. Pero en la molecula de C0 2 , todos los 
atomos est&n en linea recta^fig. 14-36), y el momento dipolar electrico resultante 
es igual a cero por simetria. Por lo tanto los momentos dipolares electricos sumi- 
nistran información util acerca de la estructura de las moleculas. En la tabla 14-1 
se dan valores de p para varias moleculas polares. 

Cuando un dipolo electrico se coloca en un campo electrico, se produce una 
fuerza sobre cada carga del dipolo (fig. 14-37). La resultante de estas fuerzas es 

— qC = q(C — C). 

Consideremos el caso especial en que el campo electrico estd dirigido segun el 
eje X y el dipolo esta orientado paralelamente al campo. Entonces, considerando 
solo los módulos, £ — C — ( d( c [dx)a , y por lo tanto F = p(dfjdx). Este resultado 
prueba que Lin dipolo electrico paralelo al campo electrico tiende a mouerse en la 
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TABLA 14-1 Momentos dfpolares electricos 
de slgunas moieculas seieccionadas* 


Molecula 

p, m C 

HG1 

3,43 x 10' 30 

HBr 

2,60 x 10" 30 

HI 

1,26 x 10~ 30 

CO 

0,40 x 10” 30 

h 2 o 

6,2 x 10' 30 

h 2 s 

5,3 x 10~ 30 

so 2 

5,3 x 10' 30 

nh 3 

5,0 x 10~* Q 

c 2 h 5 oh 

3,66 x 10~ 30 


* Entre las moieculas eon momento dipolar 
electrico igual a cero estón: C0 2 , H 2 , CH 4 
(metano), C^H,, (etano) y CC1 4 (tetracloruro 
de carbono). 



Fig. 14-87. Dipolo elćctrico en un 
campo electrico externo. 


dirección en ąue el campo crece . Se obtiene un resultado contrario si el dipolo se 
orienta antiparalelamente al campo. El estudiante observara que si el campo 
electrico es uniforme, la fuerza resultante sobre el dipolo electrico es cero. 

La energia potencial del dipolo es 


E p = qV-qV' = q(V~ V') = —-- 

y usando la ec. (14.31), encontramos que si 0 es el angulo entre el dipolo y el campo 
electrico, el ultimo factor es la componente ć a “ Ć cos Q del campo f paralelo 
a a. Por lo cual E p = — qa< c a ó 



E p = — p<f cos 0 = —j p-ć\ (14.49) 

La energia potencial tiene un va!or minimo cuando 0=0, Io que indica que 
el dipolo esta en equilibrio cuando se orienta paralelamente al campo . Si despre- 
ciamos la peąueńa diferencia entre ć y C' las fuerzas qć y — qć' sobre las cargas 
que componen el dipolo forman un par cuyo torąue, de aeuerdo eon la ec. (4.13), es 

r = a x (qć) = (qa) (14.50) 

De la expresión anterior, asi como.de la fig. 14-37, deducimos que el torąue del 
campo electrico tiende a alinear el dipolo paralelamente al campo . El módulo del 
torque es t = pć sen 0 y su dirección estan indicados en la fig. 14-37. Si usamos 
la ec. (8,26), t z = — dEp/dti, podemos usar la ec. (14.49) para obtener x z = — pf 
sen 0. La diferencia de signo para r se debe al hecho que t da el módulo del 
torque, mientras que r z da la componente del torque segun la dirección Z, per- 
pendicular al piano en el cual se mide el angulo 0, y orientada en el sentido en 
que avanza un tornillo de rosca derecha, que rota en el sentido en que 9 crece. 
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El signo negativo de t z confirma el torque tiende a disminuir el angulo 0 . 

Estas propiedades de un dipolo eoioc&do en un campo electrico tienen impor- 
tantes aplicaciones. Por ej era pic, eonie mencionarnos en la discusión de la fig. 14.19 
euando hablamos acerea de la e-ectrolisis, el campo electrico de un ion en solu- 
ción, polarna las moleculas del sol v cnie que rodea al ion, y entonces se orientan 
en la forma indicada en la fig. 14-38. Estas moleculas orientadas se ligan mas o 
men os al ion. aumentandc su masa rfectiva y disminuyendo su cargo efectiva, 
la eual queda parcialmente sin influencia externa, por la pantalla que formaa 
las moleculas, El efecto neto es que la movilidad del ion en eł campo externo 
disminuye. Tambien, euando un gas o un liquido cuyas moleculas forman dipolos 
permanentes, se coloca en un iugar donde exista un campo electrico, las molecu¬ 
las, como resultado de los moinentos debidos al campo electrico, tienden a ali- 
nearse eon sus dipolos paralelos al campo. En este caso decimos que la sustancia 
ha sido polanzada (ver la sección 16,5). 

EJEMPLO 14.11, Expresar el campo electrico de un dipolo en forma vectorial. 
Solución: En la fig. 14-31 observamos que 

£ == Urć r -f — -7 -t* ( w ^ 2 p cos 0 -f uep sen 0 ). 

4r,€ Q r 3 

De la misma figura obtenemos 

p a p(u r cos 6 — ue sen 0 ). 

Usando esta relación para eliminar p sen 0 en la expresión de £ obtenemos 

£ —-—- (3w r p cos 0 — p ). 

4™r 0 r 3 

Ademas, p cos 6 = ur*p. Por consiguiente 

£ ™ 3 Ur(Ur*p) p 

47te 0 r 3 

que da el campo del dipolo electrico en forma vectorial. 

EJEMPLO 14.12 , Obtener la energia de acclón entre rios dipolos elćctricos. 
Usar el resultado obtenido para estimar la cne-gir. d? inleracción entre dos molecu¬ 
las de agua. Discutir ademas los efectos de orienluclón relativa. 
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Solución: En el ejempśo 14.11 ohtuvirnos el campo electrico producido por ua dipolo 
a la distancia r. Llamando ^ su memento dipolar electrico, podemos sscribir 

jr _ Pi 

\ ; » 

4rre 0 r 3 


Designando por p 2 el momento del segundo dipolo, y usando la ec. (14.49) encon- 
traihos que la energia de interacción entre los dos dipolos es 


Dp,i2 ~ Pz * ^*1 — 


3(«r -Pj) (u r • Pi) - p x »p g 

4716^3 


(14.51) 


Importantes conclusiones pueden derivarse de este resultado. Una de ellas es que 
la energia de interacción Ep, 12 es simetrica en los dos dipolos porque si intercam- 
biamos p 1 y p 2 todo permanece igual. Este resultado era de esperarse. Otrą es que 
la interacción entre los dos dipolos no es central porque depende de los śngulos 
que el vector de posición r o el versor ih forma eon pj y p 3 . Como consecuencia, en 
el movimiento debido a la interacción dipolo-dipolo, el momentum angular orbital 
de los dipolos no se conserva. Otrą consecuencia es que la fuerza entre los dos di¬ 
polos no yace segun la linea que los une (excepto para ciertas posiciones esped- 
ficas). Una conclusión adicional es que, como la energia potencial entre dos dipolos 
electricos yarla eon la distancia de aeuerdo a r“ 3 , la fuerza, que es el gradiente de 
la energia potencial, disminuye segun r“ 4 , y por lo tanto la interacción entre dos 
dipolos electricos disminuye eon la distancia mas rapidamente que la interacción 
entre las cargas. 


\P> 




P2 


liry / 


Ur\ 


Pr 


p i u _ p> m 

Uf 


Ur 


P\ 

(C) 


Pi 


(a) 0>) (c) (d) 

Fig, 14-39. Interacción entre dos dipolos elćctricos. 


La geometria correspondiente a la ec. (14.51) se ilustra en la fig. 14-39, donde (a) 
corresponde al caso generał. En (b) los dos dipolos estan alineados segun la recta 
que los une. De este modo *vjp 2 — P\Pz> «r*Pi — Pi y u r *p 2 = p 2 , luego 


E PtU — 


^PiPa 

4716^3 ’ 


resultando una atracción entre los dipolos ya que el signo es negativo. En (c) tene- 
mos Pj*p 2 = P 1 P 2 * P ero Ur ‘Pi = 0 y ur-p 2 = 0, de modo que 


E Ptli — 


P1P3 
47:6^3 * 


Como este valor es positiyo, indica una repulsión entre los dos dipolos. Finalmente, 
en (d) tenemos p^p 2 — —P 1 P 2 y entonces 


Ep,iz = — 


P 1 P 2 
4tt e 0 r 3 
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que significa que hay atracción de los dipolos. Estos resuitados estan evidentemente 
de acuerdo eon ia imagen fisica deł probiema. 

La interacción entre dos dipolos electrieos es de gran importancia porque las 
fuerzas molec.ulares se deben, cn gran parte, a este tipo de interacción. Considere- 
mos dos moleculas de agua en la posiciór. relativa de la fig. l4-39b a distancia normal 
en la łase Uąuida de 3.1 x 10~ i0 m. Su rnomento dipolar electrico es 6.1 x 10“ 30 C m. 
Por lo tanto, !a energia potencial de interacción es 


9 x 10* x 2 x (6,1 x 1(>“ 30 )* 
(3,1 x 10~ 10 ) 3 


~ 2,22 x 10“ 20 J. 


Este resultado es diez veces mayor que la energia de interacción mencionada en 
la sección 13.9, que se estimó usando el valor del calor de vaporización. El estu~ 
diante comprendera, sin embargo, que el presente resultado corresponde a la energia 
de interacción instantdnea entre dos moleculas de agua en la posición reiativa de 
la fig. 14-39b. Pero como las moleculas de agua estan en continuo movimiento, 
su orientación relativa cambia continuamente. Por consiguiente, para obtener la 
energia E ViU debemos promediar los valores dados por la ec. (14.51) en todas las 
orientaciones relativas posibles. Asi obtenemos resuitados mas eoncordantes. 

Sugerimos que el estudiante compare el resultado anterior para la energia de 
interacción elćctrica E Piii , entre dos moleculas de agua, eon la correspondiente 
interacción gravitacional para la misma posición relativa. 


14,12 Multipolos electrieos de orden superior 

Es posible defmir momentos multipolares electrieos de orden superior al segundo. 
Por ejemplo, una distribución de cargas como la indicada en la fig. 14-40 cons- 
tituye un cuadrupolo electrico. Observese que su carga total es cero y que su 
momento dipolar electrico es tambien cero, en virtud de la ec. (14.48). No es 
facil dar aqui una definición generał del momento cuadrupolar electrico , de un 
modo elemental. Sin embargo, podemos decir, que el momento cuadrupolar 
electrico de una distribución de cargas respecto a un eje de simetria, tal como 
el eje Z, se define por 

Q = i g 9 ,r? (3 cos 2 e f — t), (14.52) 



Fig. 14-40. Cuadrupolo electrico. 


Figura 14-41 
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Fig. 14-42. Cuadrupolo electrico de distribuciones elipsoidales de carga. 


donde r\ es la distancia desde la carga i al centro, y 0* es el angulo que r* forma 
eon el eje (fig. 14-41). Observamos que z, — n cos 6*. Entonces podemos escribir 
la ec. (14.52) como 

Q =ł2 , ? i (34-/■?)• (14.53) 

i 

El momento cuadrupolar electrico es cero para una distribución esferica de car¬ 
gas, positivo para una distribución de cargas alargada, y negativo para una dis¬ 
tribución de cargas achatada (fig. 14-42). Por consiguiente el momento cuadru¬ 
polar electrico da el grado en que una distribución de cargas se aparta de la forma 
esferica. Por ejemplo, en la sección 14.7 sugerimos que los nucleos atómicos eran 
csfericos. Sin embargo, mediciones cuidadosas indican que ciertos nucleos tienen 
momentos cuadrupolares relativamente grandes, lo que se ha interpretado como 
indlcación de que taies nucleos estan muy deformados y en consecuencia el campo 
electrico que ellos producen difiere del de una carga puntual. Esto a su vez afecta 
a la energia del movimiento electrónico. 

Debemos observar que el potencial de una carga puntual disminuye como r” 1 
y el campo como r -2 . Analogamente hemos visto (sección 14.11) que para un 
dipol o electrico el potencial disminuye como r~ 2 y el campo como r -3 . De un 
modo similar puede probarse que el potencial de un cuadrupolo electrico varia 
como r~ 3 y el campo como r“ 4 . Resultados similares se obtienen para multipolos 
de orden superior. Concluimos entonces que cuanto mas alto sea el orden de 
multipolo, menor es el alcance dentro del cual el campo electrico tiene efectos 
observables. 

EJEMPLO 14.13. Calcular el potencial electrico para la distribución de cargas de 
la fig. (14.13), llamada cuadrupolo electrico lineal. 

Solución: La carga total del sistema es cero. Tambien el momento dipolar electrico 
es cero porąue, us-ando la ec. (14.48), tenemos p = + q(-\- a) — 2*7(0) -f q{ — a) = 0. 
Sin embargo, el campo electrico no es identicamente nulo, El potencial elćctrico 
en ci punto P es 
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De la figura deducimos que 

(r a —■ 2 ar cos 0 -f a*) l(2 . 

Suponiendo que a es muy peąueno comparado eon r, podemos escribir 

2a cos 0 , a 2 V /ł 
~ ** r %) 



1_ i ^ _ 2a cosjł , a* V 1/2 

r, r \ r r £ / 


(14*55) 


Usando el desarrollo del binomlo dado por la ec. (M, 22) łiasta el tercer termino 
eon n — 4, obtenemos (1 -f x )“ ł/ * = 1 — ir t l* 2 4 ♦.. En el presente caso, 
tenemos x =» — 2a cos 6/r 4 o*/r s « Luego 






Desarrollando el corchete y dejando sólo los tśr- 
minos hasta el orden r* en el denominador, ob¬ 
tenemos 



a cos 0 


+ —(3 cos 8 0 — 1) + ... 
2r 3 

ri4 Am 


Analogamente, r Ł = (r 3 4 2ar cos 0 4 a*) 1/2 ; por 
consiguiente 


a cos 0 , a 2 /0 , n . 

- 1 — + TTT < 3 cos « — 

r 2 2r 3 

(14.57) 


Sustituyendo los resultados (14.56) y (14.57) en la ec. (14.54) y simplificando, obte¬ 
nemos para el potencial 

y — g^ a (3 cos 2 6 — 1) 

4re 0 r s 

Aplicando la ec. (14,52), encontramos que el momento cuadrupolar electrico de 
la distribución de carga es 

Q = ł{q(W — a 2 ) — 2q(0) 4 q[3(— a) a — a 8 ]} - 2 qa\ 


Por lo tanto 


V — 6(3 cos 2 6 — 1 ) 
2(4*e 0 )r* ł 


(14.58) 


que da el potencial electrico de an cuadruplo electrico lineal. Podemos ubtener el 
campo electrico aplicando ia ec. (14.28), como hicimos para el dipolo elćctrico. 



Bibliografia 


501 


Bibliografia 

1. “Resouree Letter ECAN-l on the Electronic Charge and Avogadro ł s Number," 

D, L. Anderson, Am . J « 34, 2 (1966) 

2. “Nonuniform Electric Fields", H. Pohl; Sci, Am., diciembre 1960, pag, 106 

3. ‘‘Robert Andrews MiUikan", E. Watson; The Physics Teacher 2, 7 (1964) 

4. “Rutherford and His a-Parlicles", T. Osgood y H. Hirst; Am. J. Phys. 82, 
681 (1964) 

5* “The Birth of the Nuclear Atom", E. Da C. Andrade; Sci . Am., noviembre 
1965, p4g. 93 

6. “Discovery of the Electron", G. Thomson; Physics Today , agosto 1956, pag. 19 

7. “Electron Theory: Description and Analogy", J. Oppenheimer; Physics Today , 
julio 1957, pag. 12 

8. “Classical Description of Charged Particles", F. Rohrlich; Physics Today , 
marżo 1962, pag. 19 

9. “The Linear Accelerator", W. Panofsky; Sci . Am., octubre 1954, pag. 40 

10. “The Two~Mile Electron Accelerator’% E. Ginxton y W, Kirk; Sci . Am., no- 
viembre 1961, pag. 49 

11. The Development of the Concept of Electric Charge , D, Roller y D. H. D. Roller. 
Harvard University Press, Cambridge, Mass,, 1954 

12. The Discooery of the Electron , D. Anderson. Momentum Books, D, Van Nostrand, 
Princeton, N.J., 1964 

13. Founda/ions of Electromagnetic Theory , J. R. Reitz y F. J. Milford. Addison- 
Wesley, Reading, Mass., 1960, secs. 2.1 a 2.5, 2.8, 2.9, y 7.1 

14. Great Experiments in Physics , Aforr/s Shamos, editor . Hoit, Rinehart and Winston, 
New York, 1959; cap. 5, C. Coulomb; cap. 10, M. Faraday; cap. 14, J. J. Thom¬ 
son; cap. 18, R. A. Millikan 

15. The Feynman Ledures on Physics, vol. II, R. Feynman, R. Leighton y M. Sands. 
Addison-Wesley, Reading, Mass., 1963, caps. 4, 6, 7 y 8 

16. Source Book in Physics, W. F. Magie. Harvard University Press, Cambridge 
Mass., 1963, pdg. 97, Coulomb; pdg. 387, Gilbert; pag. 408, Coulomb; pag. 420. 
Galvani; pag. 465, Ohm; pag. 583, Thomson 

17. Foundations of Modern Physical Science, G. Holton y 1) H. !> Molier. Addison- 
Wesley, Reading Mass., 1958, caps. 26, 27, 28 y 34 



502 Interacción electrica 


Problemas 

14.1 Encontrar la fuerza electrica de 
repulsión entre cios protones en una ino- 
lecula de hidrógeno, siehdo la separación 
entre ellos de 0,74 x 10" 10 m. Compa- 
rarla eon la fuerza de atracción gravi- 
tacional correspondienie. 

14.2 Encontrar la fuerza de atracción 
elćetrica entre el protón y el electrón 
de un atomo de hidrógeno, suponiendo 
que el electrón describa una órbita circu- 
lar de 0,53 X 10~ 10 m de radio. Compa- 
rarla eon su atracción gravitacionał. 

14.3 Comparar la repulsión elcctrosta- 
tica entre dos electrones, eon su atrac- 
ción gravitaeional a la misnia distancia. 
Repetir para dos protones. 

14.4 Dos esferas identicas de corcho de 
masa m y carga g (fig. 14.44), estan sus- 
pendidas del mismo punto por medio de 
dos cuerdas de longitud l. Encontrar el 
angulo 0 que las cuerdas forman eon la 
vertical, una vez logrado el equiiibrio. 



Figura 14-44 q q 

14.5 Repetir el problema 14.4, supo- 
niendo que las cuerdas estan unidas a 
puntos situados a la distancia d (fig. 
14-45). 4 ,Cómo se podria usar esta dispo- 
sición para verificar experimentalmente 
la ley de la proporcionalidad inversa del 
cuadrado de la distancia, variando la dis¬ 
tancia d y observando el angulo 6? 


Figura 14-45 % 



14.6 ^Cual debe ser la carga de una 
particula de masa 2 g para que perma- 
nezca en reposo en el laboratorio al 
colocarse donde el campo eiectrico esta 
dirigido haeia abajo y es de intensidaci 
igual a 500 N C" 1 ? 


14.7 Entre las placas de deflección de 
un osclioscopio de rayos catódicos, existe 
un campo eiectrico de 30.000 N C” 1 . 
^Que fuerza se ejerce sobre un electrón 
colocado en esta region? (b) ^Que ace- 
leracióu adąuiere el electrón debido a 
esta fuerza? Compararla eon la acelera- 
ción de la gravedad. 

14.8 Una carga de 2,5 x 10 -8 C se co- 
loca en un campo eiectrico uniformc de 
intensidad 5,0 x 10 4 N CT 1 dirigido ha- 
cia arriba. ^Cual es el trabajo que la 
fuerza electrica efectua sobre la carga 
cuando esta se mueve (a) 45 cm haeia 
la derecha? (b) 80 cm haeia abajo? 
(c) 260 cm a un angulo de 45° por en- 
cima de ia horizontal? 

14.9 Entre dos placas planas y para¬ 
lela* cargadas eon cargas iguales y de 
signos opuestos existe un campo elec- 
trico uniforme. Se libera un electrón de 
la superficie de la płaca negativa y 
choca en la superficie de la płaca opuesta, 
distante 2,0 cm de la primera, en un 
interva!o de 1,5 X 10" 8 segundos. (a) 
Calcular el campo eiectrico; (b) calcular 
la velocidad del electrón al chocar eon 
la płaca. 


2 cm 


<’o 



31 ’ 

O— 

— 4- 
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4 cm 

Figura 14-46 


-12 cm— 


14.10 En la figura 14-46 Se lanza un 
electrón eon una velocidad inicial de 
2 x 10 7 m s' 1 en la dirección de un eje 
equidistante de las placas de un tubo de 
rayos catódicos. El campo eiectrico uni¬ 
forme entre las placas, tiene una inten¬ 
sidad de 20.000 N C*"* 1 y esta dirigido 
haeia arriba. (a) ^Quć distancia perpen- 
dicular al eje ha recorrido el electrón 
cuando pasa por el extremo de las pla¬ 
cas? (b) &Que angulo eon el eje forma 
su velocidad cuando abandonu las placas ? 
(c) i A que distancia por debajo del eje 
choca eon la pantalla ftuorescente SI 
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14.11 Se lanza unelcctrón en un campo 
electrico uniforme de intensidad 5000 N 
C" 1 dirigido verticalmente hacia abajo. 
La velocidad inicial del electrón es de 
]0 7 m s _1 y forma un angulo de 30° por 
encima de la horizontal. (a) Calcular el 
tlempo reąuerido para que el electrón 
alcance su altura maxima. (b) Calcular 
la elevación maxima que alcanza a par- 
tir de su posición inicial. (c) ^Quś dis- 
tancia horizontal recorre el electrón para 
alcanzar su nivel inicial? (d) Dibujar la 
trayectoria del electrón. 

14.12 Una gota de aceite de masa 
3,0 x 10“ 14 kg y de radio 2,0 x 10“ 6 m 
transporta 10 electrones en exceso. 
^Cual es su velocidad fmal (a) cuando 
cae en una región donde no hay campo 
electrico? (b) cuando cae en un campo 
electrico de intensidad 3,0 x 10 6 N C"* 1 
dirigido hacia abajo? La viscosidad del 
aire es 1,8 x 10~ fi N s m~ 8 , Despreciar 
el empuje del aire. 

14.13 En un aparato de Millikan se 
observa que una gota de aceite cargada 
cae a traves de una distancia de 1 mm 
en 27,4 seg, en ausencia de un campo 
electrico externo. La misma gota per- 
manece estacionaria en un campo de 
2,37 x 10 4 N C~L ^Cuantos electrones en 
exceso ha adąuirido la gota? La yiscosi- 
dad del aire es de 1,80 x 10~ 5 N s m*“*. 
La densidad del aceite es 800 kg m~ 3 y 
la densidad del aire es 1,30 kg m” 8 . 

14.14 Una gota de aceite cargada cae 
en el aire 4,00 mm en 16,0 seg a velocidad 
constante, en ausencia de un campo elec¬ 
trico. La densidad del aceite es 800 kg 
m" 3 , la del aire es 1,30 kg nr a y el coe- 
ficiente de viscosidad del aire 1,80 x 10“* 
N s m~ 2 . (a) Calcular el radio y la masa 
de la gota. (b) Si la gota lleva una unidad 
fundamental de carga y esta en un campo 
electrico de 2,00 x 10 s N C~\ /,cual es el 
cociente entre la fuerza elćctrica sobre la 
gota y su peso? 

14.15 Cuando la gota de aceite del pro- 
blema 14.14 se encuentra en un campo 
electrico constante de 2,00 x 10* N C~L 
se observaron varios tiempos diferentes 
en que la gota asciende la distancia de 
4,00 mm. Los tiempos medidos fueron 
40,65; 25,46; 18,53; 12,00 y 7,85 seg, 
Calcular (a) la Yelocidad de calda librę, 
(b) la velockiad de ascensión en cada 


caso, y (c) la suma de la velocidad en la 
parte (a) y cada una de las velocidades 
en la parte (b). (d) Verificar que las su- 
mas en la parte (c) son multiplos enteros 
de algun numero, e interpretar este re- 
sultado. (e) Calcular el valor de la carga 
fundamental a partir de estos datos. 

14.16 Se tienen dos cargas puntuales, 
5p.C y — lOgC, distantes 1 m. (a) En- 
contrar el móduio y la dirección del 
campo electrico en un punto situado a 
0,6 m de la primera carga y a 0,8 m de 
la segunda. (b) Hallar el punto donde 
el campo elśctrico de estas dos cargas 
es cero. 

14.17 En un aparato para medir la 
carga electrica e por el metodo de 
Millikan se reąuiere un campo electrico 
de intensidad 6,34 x 10 4 V nr 1 para 
mantener en reposo una gota de aceite 
cargada. Si la distancia entre placas es 
1,50 cm, ^cual es la diferencia de po- 
tencial entre ellas? 

14.18 Tres cargas positivas de 2 x 10~ 7 
C, 1 x 10~ 7 C y 3 x 1CT 7 C estan en 11- 
nea recta, eon la segunda carga en el 
centro, de modo que la separación entre 
dos cargas adyacentes es 0,1 m. Calcu¬ 
lar (a) la fuerza resultante sobre cada 
carga debida a las otras, (b) la energia 
potencial de cada carga debida a las 
otras, (c) la energia potencial interna 
del sistema. Comparar (c) eon la suma 
de los resultados obtenidos en (b) y 
explicar. 

14.19 Resolver el probłema precedente 
en el caso de que la segunda carga sea 
negativa. 

14.20 En una fisión de un nucleo de 
uranio, los dos fragmentos son 95 Y y 
141 1, eon masas practicamente iguales a 
95 urna y 141 urna, respectivamente. 
Sus radios pueden calcularse por inedio 
de la expresión R = 1,2 x 10“ 15 A lłZ m, 
donde A es el numero masico, Supo- 
niendo que los fragmentos estan inicial- 
mente en reposo y tangentes uno al otro, 
encontrar (a) la fuerza y la energia po- 
tenciai iniciaies, (b) su velocidad rela- 
tiva finał, (c) la veiocidad finał de cada 
fragmento eon respecto al centro de 
masa. 

14.21 Cuando un nucleo de uranio se 
desintegra emitiendo una particula alfa 
(o sea un nucleo de helio, Z = 2), el 
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nucleo resultante es el torio i Z 90). 
Suponiendo que la particula alfa esta 
inicialmente en reposo, a una distancia 
de 8,5 x 10“ i& m del centro de! nucleo 
de uranio, calcular (a) la aceleraeión 
inlcial y la energia de la particula, 

(b) la energia y la celocidad de la par- 
ticuia cuando se encuentra a gran dis* 
lancia del nucleo. 

14.22 En los yertices de un cuadrado 
de lado 2 X 1CT 9 m se colocan cuatro 
protones. Otro protón esta inicialmente 
sobre la perpendicular al cuadrado por 
su centro, a una distancia de 2xlCT 9 m 
del mismo, Calcular (a) la yelocidad ini~ 
ciał minima que este ultimo protón ne- 
cesita para llegar al centro del cuadrado, 

(b) sus aceleraciones inicial y f.nal. 

(c) Hacer un grafico de la energia po- 
tencial del protón en función de su 
distancia al centro del cuadrado. Des- 
cribir su movimiento en el caso de que 
la energia inicial sea menor o mayor que 
la encontrada en (a). 

14.23 El potencial a una cierta distan¬ 
cia de una carga puntual es 600 V y el 
campo electrico es 200 N C"* 1 . &Cual es 
la distancia a la carga puntual? (b) ^Cual 
es la magnitud de la carga? 

14.24 La maxima carga que puede re- 
tener uno de los terminales esfćricos de 
un generador de Van de Graaff es cerca 
de 10“ 3 C. Supóngase una carga positiva 
de esta magnitud, distribuida uniforme- 
mente sobre la superficie de una esfera 
situada en el vacio. (a) Calcular el mó~ 
duló de la intensidad del campo electrico 
en un punto fuera de la esfera, a o m de 
su centro, (b) Si se liberara un electrón 
en este punto, £,cual seria el módulo y la 
dirección de su aceleración inicial? <,cual 
seria su velocidad al llegar a la esfera? 

14.25 Una peąuena esfera de 0,2 g 
cuelga por medio de una cuerda entre dos 
placas paralelas separadas 5 cm. La carga 
sobre la esfera es de 6 x lO* 11 C. ^Cual 
es la diferencia de potencial entre las 
placas si el hilo forma un angulo de 10° 
eon la vertical? 

14.26 Dos cargas puntuales de 2 xl(T 7 
C y 3 x 1(T 7 C estan separadas por una 
distancia de 0,1 m. Calcular el campo y 
el potencial electrico resultantes (a) en 
el punto medio de la distancia entre 
ellas, (b) en un punto situado a 0,04 m 


de la primera, sobre la rccta que pasa 
por ellas, poro fuera del segmento que 
las une, (d) en un punto situado a 
0,1 m de cada carga. (e) ^En quó punto 
el campo electrico es cero? 

14.27 Resoiver el problema anterior 
para ei caso en que la segunda carga sea 
negativa. 

14.28 Refiriendonos de nuevo al pro¬ 
blema 14.26, calcular el trabajo reque- 
rido para mover una carga de 4 x 10'" 7 C 
desde el punto indicado en (c) al punto 
indicado en (d). ^Es necesario especi- 
flear la trayectoria? 

14.29 Dos cargas positivas puntuales, 
cada una de magnitud q y estan fijas sobre 
el eje Y en los puntos y ~ + a y y^~a. 
(a) Trazar un diagrama mostrando las 
pcsiciones de las cargas. (b) ^Cuól es el 
potencial en el origen? (c) Probar que 
el potencial en cualąuier punto sobre el 
eje X es 

V = 2q/4ne 0 V a‘ + 

(d) Hacer un grafico del potencial sobre 
el eje X en función de x en el intervalo 
— 5a, -f- 5a. (e) ^Para que valor de x 
el potencial tiene la mitad de su valor 
en el origen? A partir de (c) obtener el 
campo elćctrico sobre el eje X. 

14.30 Con referenda al problema ante¬ 
rior, supongamos que una particula de 
carga + q y masa m se separa ligera- 
mente de! origen en la dirección del eje 
X, y entonces se suelta. (a) ^Cual es su 
yelocidad a distancia infinita? (b) Hacer 
un grafico de la yelocidad de la particula 
en función de x. (c) Si la particula se 
lanza hacia la izquierda segun el eje X 
desde un punto situado a gran distancia 
a la derecha del origen con la mitad de 
la yelocidad adąuirida en la parte (a), 
^a que distancia del origen queda en 
reposo? (d) Si una particula cargada ne- 
gativamente fuera liberada a partir del 
reposo sobre el eje X, a gran distancia 
a la iząuierda del origen, ^cual seria su 
yelocidad al pasar por el origen? 

14.31 Reflrićndose de nuevo a las car¬ 
gas descritas en el problema 14.29, hacer 
un grafico de la variación del potencial 
segun el eje Y. Comparar con el grafico 
de la parte (d) del problema 14.29. &Es 
el potencial minimo en el origen? 
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14.32 Una vez mas considerar las car- 
gas del problema 14.29. (a) Supongamos 
que se coloca una particula de carga Ą-ą' 
en el origen, y se la deja librę, ^Que su- 
cede? (b) < j ,Que sucederia si la carga a 
que nos rcferimos en la parte (a) se se* 
parara del origen ligeramente en la di- 
rección del eje Y? (c) ^Que sucederia 
si se separara del origen en la dirección 
del eje XI 

14.33 En un sistema de coordenadas 
rectangulares una carga de 25 x 10“* C 
se coloca en cl origen y otrą carga de 
— 25 x 10“* C se coloca en el punto 
x = 6 m, y = 0. ;Xual es el campo 
electrico (a) en x — 3 m, y = 0?, (b) en 
x = 3 m, y — 4 m? 

14.34 Cargas electricas iguales a 1 C 
cada una se colocan en los vertices de 
un triangulo eąuilatero de 10 cm de lado. 
Calcular (a) la fuerza sobre cada carga 
y la energia potencial de cada una de 
ellas como resultado de las interacciones 
eon las otras, (b) el campo y el potencial 
electrico resultantes en el centro del 
triangulo, (c) la energia potencial in¬ 
terna del sistema. 

14.35 Refiriśndose al problema ante- 
rior, dibujar las lineas de fuerza del 
campo elśctrico producido por las tres 
cargas. Dibujar tambien las superficies 
eąuipotenciales. 

14.36 Demostrar que las componentes 
cartesianas del campo electrico produ¬ 
cido por una carga q a la distancia r son 

Ex « qxj4 

etc. 

14.37 En un atomo de hidrógeno en 
su estado de menor energia (tambien 
llamado estado fundamental) el electrón 
se mueve alrededor del proton en lo que 
se puede considerar una órbita circular 
de radio 0,53 x 10" 10 m. Calcular (a) 
la energia potencial, (b) la energia cine- 
tica, (c) la energia total, (d) la frecuencia 
del moYimiento. (A modo de compara- 
ción, la frecuencia de radiación emitida 
por el atomo de hidrógeno es del orden 
de 10 15 Hz). 

14.38 Usando el teorema virial para 
una particula, determinar la energia de 
un electrón (carga — e) que gira alre¬ 
dedor de un nucleo de carga -f Ze a una 
distancia r. Aplicarlos al atomo de hi¬ 


drógeno (r ~ 0,53 x 10" 10 m) y compa- 
rar el resultado eon el obtenido en (c) 
del problema 14,37. 

14.39 Escribir la expresión que da la 
energia potencial electrica interna total 
(a) de un atomo de helio, (b) de una 
molecula de hidrógeno. 

14.40 i,Que energia cinetica, en joules, 
y que velocidad, en m s -1 , tiene un nu¬ 
cleo de carbono (carga +6e) despues de 
haber sido acełerado por una diferencia 
de potencial de 10 7 V? 

14.41 Establecer una relación nume- 
rica que de la velocidad (en m s _1 ) de 
un electrón y un protón en función de la 
diferencia de potencial (en volts) a tra- 
ves de la cual se mueven, suponiendo 
que estaban inicialmente en reposo. 

14.42 (a) ^Cual es la diferencia de po¬ 
tencial maxima a traves de la cual un 
electrón puede ser acełerado si su masa 
no debe exceder en mas del 1 % a su 
masa en reposo? (b) ^Cual es la veloci- 
dad de tal electrón, expresada como frac- 
ción de la velocidad de la luz cl (c) Hacer 
los misrnos calculos para un protón. 

14.43 Calcular, usando la relatividad, 
la diferencia de potencial reąuerida (a) 
para que un electrón alcance la velocidad 
de 0,4c a partir del reposo (b) para 
aumentar su velocidad de 0,4c hasta 
0,8c y (c) para aumentar su velocidad 
desde 0,8c hasta 0,95c. Repetir los 
calculos para un protón. 

14.44 Una cierta maquina de alta ener¬ 
gia acelera electrones a traves de una 
diferencia de potencial de 6,5 x 10 9 V. 
(a) i,Cual es la relación entre la masa m 
del electrón y su masa m 0 en reposo, 
cuando sale del acelerador? (b) ^Cual es 
el cociente entre su velocidad y la de la 
luz? (c) ^Cual seria la velocidad calcu- 
lada eon los principios de la mecanica 
clasica? 

14.45 ^Cual es la velocidad finał de un 
electrón acełerado a traves de una dife¬ 
rencia de potencial de 12.000 volts si 
tiene una velocidad inicial de 10 7 m s” 1 ? 

14.46 En un cierto tubo de rayos X se 
acelera un electrón inicialmente en re¬ 
poso al pasar desde el catodo al anodo a 
traves de una diferencia de potencial 
de 180.000 V. Al llegar al anodo, £cual 
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es (a) su energia cinetica en eY, (b) su 
masa, (c) su yelocidad. 

14.47 En un acelerador lineal, como el 
i!u$trado en la lig. 14-47, las secciones 
alternas del tubo se conectan entre si y 
se apliea una diferencia de potencial os- 
dłante entre los dos conjuntos. (a) De- 
ltiostrar que, a lin de que un ion este en 
fasę eon e) potencial oscilante cuando 
cruza desde un tubo al otro (sień do las 
euergias no relativistas), las iongitades 
de los tubos sucesivos debe ser L l i n, 
donrie L x es la łongitud del primer tubo 
(b) Mallar L x si el voltaje acelerador es 
V r 0 y su frecuencia es v. (c) Calcular la 
energia del ion que emerge del enesimo 
tubo. (d) ^Cuales deben ser las longitudcs 
de los tubos sucesivos despues que el ion 
alcanza energias relativistas? 

14.48 Supongamos que la diferencia de 
potencial entre el terminal esferico de un 
generador de Van de Graaff y el punto 
en el cual las cargas son esparcidas sobre 
la correa en su movimiento hacia arriba 
sea de 2 x 10 6 V. Si la correa entrega 
carga negativa a la esfera a razón de 
2 x 10~ 3 C s _1 y tonią carga positiva 
eon la misma rapidez, ^,que potencia se 
necesita para mover la correa contra 
las fuerzas electricas? 

14.49 La separación media entre los 
protones en un nucleo atómico es del 
orden de 10" 16 m. Estimar en J y en 
MeV el orden de rnagnitud de la energia 
potencial eleclrica entre dos protones 
del nucleo. 

14.50 Suponiendo que los protones en 
un nucleo atómico de radio R esten uni- 
formemente distribuidos, la energia po¬ 
tencial electrica interna puede calcularse 
eon la expresión \Z{Z —l)e 3 /47re 0 i? (ver 
el problema 14.80 y el ejemplo 16.13). 
El radio nudear se puede a su vez calcu¬ 
lar por F = 1,2 x 10“ 15 A 1 ' 3 m. Escri- 
bir las expresiones que dan la energia 


potencial electrica nudear en J y en 
MeY en función de Z y A, 

14.51 Usando los resullados del pro- 

bierna 14.50, calcular la energia poten¬ 
cja) electrica to tal y la energia por 
proton para los siguientes nucleos: 
lfi O (Z 8 ), 40 Ca (Z « 20), 91 Zr (Z « 40), 
I44 Xd (Z - 60), (Z - 80) y 23fi U 

(Z -- 92). 6 0ue le dicen sus resullados 
a cer ca dd efeeto de la fn tera cci ón dec- 
trica entre protones sobre la estabiJidad 
dd nucico? Usando sus datos, haga el 
grafice de la energia potencial en función 
del numero masico. 

14.52 Un proton producido en un ace¬ 
lerador de Van de Graaff de 1 MeV se 
hace incidir sobre una lamina de oro. 
Calcular la distancia de maxima apro- 
ximación (a) para un ehoąue de frente, 
(b) para choąues eon parametros de im- 
pacto de 10" i5 m y 10 -14 m. ^Cual es la 
dcflección del proton en cada caso? 

14.53 Una particula alfa eon una ener¬ 
gia cinetica dc 4 MeY se lanza en linea 
recta hacia el nucleo de un atomo de 
mercurio. El numero atómico del mer- 
curio es 80, y por lo Łanto el nucleo 
tiene una carga positira iguai a 80 cargas 
electrónieas, (a) Hallar la distancia de 
maxima aproximación de la particula 
aifa al nucleo. (b) Coinparar el resultado 
eon el radio nuclear, ~ 10" 14 rn. 

14.54 Protones acelerados por un vol- 
taje de 8 x 10 5 V inciden sobre una la¬ 
mina de oro (Z = 79). Calcular Ja sección 
eficaz diferencial para dispersión coulom- 
biana en intervalos de 20° para <f> com- 
prendido entre 20° y 180°. Hacer un 
grafico, utilizando coordenadas polares, 
de o((f>), [Obseruación: la ec. (14.25) se 
hace infmita para <f> ~ 0. Esto se debe 
a que hemos supuesto que el nucleo dis- 
persor es una carga puntual. Cuando se 
toma en consideración el tamano fmito 
del nucleo esta anomalia desaparece.] 
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14.55 La diferencia de potencial entre 
las dos placas paralelas de la fig. 14.48 
es de 100 V, la separaeión entre elJas es 
de 1 cm, y su longitud es 2 cm. Se łan za 
un electrón eon u na velocidad de 10 7 m 
s~ x en direceión perpendicular al campo. 

(a) Hall ar su desviación transversal y su 
velocidad transversal cuando emerge de 
las placas, (b) Si se coloca una pantalla 
a 0,50 m a la derccha del extremo de las 
placas, ( \a que posieión sobre la pan tal la 
llega el electrón? 

14.56 Sc establece una diferencia de 
potencial de 1600 V entre dos placas 
paralelas separadas 4 cm. Un electrón 
se libera de la płaca negatlca en el 
snlsrao instante en que un protón se 
libera de la płaca positiva. ta) ^A que 
distancia de la płaca positiva se cruzan? 

(b) Comparar sus velocidades cuando in~ 
ciden sobre las placas opuęstas. (c) Com¬ 
parar sus energias al incidir sobre las 
placas. 

©-SU , im 
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14.57 Un triodo consiste fundamental- 
mente en los siguientes elementos: una 
superflcie piana (el catodo) que emite 
eiectrones eon velocidades iniciales des- 
preciables; paralela al catodo y a 3 mm 
de distancia esta la rejilla de alambre 
fino y a una diferencia de potencial de 
13 V eon respecto al catodo. La estru c- 
tura de la rejilla es tal que per mit c que 
los eiectrones pasen libremente, Una 
segunda superficie piana (el anodo) esta 
12 mm mas alla de la grilla y a un po¬ 
tencial de 15 V eon respecto al catodo. 
Supongamos que el campo electrico entre 
el catodo y la rejilla, y entre la rejilla 
v el anodo, sea uniforme. (a) Trazar un 
aiagrama del potencial en función de la 
distancia, a lo largo de la linea entre el 
catodo y el anodo, (b) iCon quć veloci~ 
Lid cruzan la rejilla los eiectrones? 

^Con quć velocidad Uegan al anodo? 

Determinar el módulo y la direceión 
! campo electrico entre el catodo y la 
: jlila, y entre la rejilla y el anodo. 


(e) Calcular ei módulo y la direceión 
de la aceleración dcl electrón en eada 
region. 

14.58 Un acelerador lineal eon un vob 
taje de 800 kV pro duce un haz de pro¬ 
ton es e.quivalente a una corriente de 
1 mA, Calcular (a) el nu mero de proto¬ 
nes porsegundo que inciden en el blanco, 

(b) la potencia reąuerida para acelerar 
los protones, (c) la velocidad de los pro- 
tones al incidir sobre el blanco, (d) Su- 
poniendo que los protones pierdan el 
80% de su energia en el blanco, calcular 
la rapidez, expresada en eal s" 1 , eon la 
cual se debe remover energia del blanco. 

14.59 Un electrón, despues de haber 
sido acelerado por una diferencia de 
potencial de 565 V, entra a un campo 
electrico uniforme de 3500 V nnT x a un 
angulo de 60° eon la direceión del campo, 
Despues de 5 X 10~* s, ^cuales son (a) 
las componentes de su veiocidad para¬ 
lela y perpendicular al campo, (b) la 
magnitud y direceión de su velocidad, 

(c) sus coordenadas respecto al punto de 
entrada? (d) <,Cual es su energia total? 

14.60 Dos placas metalicas grandes y 
planas, montadas verticahnente y sepa¬ 
radas 4 cm, estan cargadas a una dife¬ 
rencia de potencial de 200 V. (a) ^Con 
que velocidad debe lanzarse un electrón 
horizontalmente desde la płaca positiva 
para que llegue a la płaca negativa eon 
la velocidad de 10 7 m s" 1 ? (b) ^Con que 
velocidad debe lanzarse desde la płaca 
positiva a un angulo de 37° por eneima 
de la horizontal para que, cuando llegue 
a la płaca negativa, la componente ho¬ 
rizontal de su velocidad sea 10 7 m s _1 ? 
(c) ^Cual es la magnitud de la compo¬ 
nente vertical de la velocidad cuando el 
electrón llega a la płaca negativa? (d) 
^Cuanto tarda el electrón en ir de una 
płaca a la otrą en eada caso? (e) £Con 
que Yelocidaa llegara el electrón a la 
płaca negativa si se lanza horizontal¬ 
mente desde la płaca positiva eon la 
velocidad de 10 8 m s~ x ? 

14.61 Un electrón se eneuentra entre 
dos placas separadas 2 cm y cargadas a 
una diferencia de potencial de 2000 V. 
Comparar la fuerza electrica que se 
ejerce sobre el electrón eon la fuerza 
gravitacional sobre el mismo. Repetir 
para un protón. ^Justifican estos resul- 
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tados el haber ignorado los efectos gra- 
vitaciona!es en este eapitulo ? 

14.62 Adaptar et resultado del ejem- 
plo 13,8 al easo de un piano eon una 
densidad de carga a para probar que 
cl campo y e] potcncial elćctricos son 
Ć = a/2e 0 y V ~ — crz/2c 0 . 

14.63 Una carga —q de masa m se 
colona a una dis tan ci a z de u n piano 
ea^gado positivamente eon una densidad 
de carga uniforme a. La carga se libera. 
Calcuiar su aceleración, la vclocidad eon 
la cual incidira en el piano y el tiernpo 
nccesario para llegar a el. 

14.64 Suponiendo que a la carga del 
pro bierna 14.63 se le de una veloeidad. 
inicial i/ Ą paralela a) piano. Determinar 
(a) I a trayertoria que sigue, (b) el tiernpo 
que transcurre hasta que incidc en cl 
piano* (c) la distancia que reeorre para* 
leiamente al piano ant es de regresar ai 
irnsmo. 

14.65 Refiriendonos de nuevo a! pro- 
bierna 14.63, suponer que la carga sea 
inicialmente en z — 0 y que sea lan- 
zada a una veloc-idad n 0 a un anguio a 
eon el piano. Determinar (a) la trayec- 
toria que sigue, (b) su separación ma- 
xima del piano, (c) la distancia que 
recorre paralelamente al piano antes de 
regresar al mismo. 

14.66 Se disponen en forma alternada 
un inflnito numero de cargas positivas 
y negativas ± q sobre una linea recta. 
La separación entre las cargas adyacen- 
tes es la misma e igual, r (fig. 14-49). 
Demostrar que la energia potcncial de 
una carga es (-— q 2 !27z€ rj r) In 2. [Suge- 
rencia: usar la ec. (M. 24).] 

® 0 © ©"© © © © © 

$ 

Figura 14-49 

14.67 Una disposición piana regular de 
cargas de igual magnitud, positivas y 
negativas aUernadas, se obtiene colo- 
cando las cargas en los centros de cua- 
drados de lado a (fig. 14-50). Enconlrar 
la energia potencial de una eaig<x tal 
como la A. 

14.68 Un aniłlo de radio a trans port a 
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una carga Calcuiar el potencial y el 
rampo electricos en puntos situados so¬ 
bre el eje perpendicular al piano del 
aniUo, 

14.69 Mallar el potencial y cl campo 
electrico en puntos situados sobre el eje 
de un disco de radio R que conticne una 
carga c por unidad de arca. [ Sugerencia: 
dividir el disco en anillos y sumar las 
contribuciones de todos ełlos.] 

14.70 Refiriendose al problema 14.69 
obtener el campo y el potencial elćctrico 
de una distribución de cargas sobre un 
piano que tiene la misma densidad de 
carga que el disco. [Sugerencia: Hacer 
R muy grandę y mantener sólo el ter- 
mino predominantę.] 

14.71 Se tiene un alambre de longitud 
L eon una densidad lineal de carga X 
(fig, 14-51) (a) Probar que el campo 


P 



Figura 14-51 

electrico en un punto a una distancia R 
del alambre esta dado por 

erb — (/,/4r*e 0 i?)(sen 0 2 — sen dj 

■ y 

<©j -- ( \j 4 tc e c Jt)(cos 0 3 — cos 0j), 
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donde c\ y ć\\ son las componentes de £ 
perpendieular y paralela al alambre y 
0J y 6 2 son los angulos que forman las 
lineas trazadas desde el punto a los cx- 
tremos del alambre eon la perpendieular 
desde el punto al alambre.- (b) I-Iallar el 
campo en un punto eąuidistante de los 
extremos. (Los signos de los angulos 0, 
y 0 2 se indican en la figura). 

14.72 Con un alambre de carga X por 
unidad de longitud se forma un euadrado 
de lado L. Calcular el campo y el poten- 
cial elćctricos en puntos situados sobre 
la perpendieular al euadrado por su 
centro. 

14.73 Obtener las expresiones para el 
campo y el potencial elćctricos produ- 
cidos por un piano con una distribución 
uniforme de carga a por unidad de area, 
suponiendo que el piano esta formado 
por una serie de filamentos de longitud 
infinita y de ancho dx. 

14.74 ^Que rnasa de cobre (bivalente) 
deposita sobre un electrodo una corriente 
de 2 A durante una hora? ^Cuantos 
atomos se han depositado? 

14.75 Estimar el promedio de las fuer- 
zas electricas de atracción entre dos 
moleculas de agua en la fasę gaseosa en 
condiciones normales, debidas a sus mo- 
mentos dipolares. Gonsiderar varias orien- 
taciones posibles de sus dipolos electri- 
cos. Comparar con su atracción gravita~ 
cional. 

14.76 Adaptar los resultados del pro- 
blema 13.81 al caso de la distribución 
de cargas electricas que defmen los mo- 


Z 



mentos dipolar y cuadrupolar para las 
direcciones consideradas. 

14.77 Hallar los momentos dipolar y 
cuadrupolar con respecto al eje Z de la 
distribución de cargas mostrada en la 
fig. 14-52. Hallar el potencial y el campo 
en los puntos del eje Z, suponiendo que 
z es muy grandę comparado con a. Re¬ 
pet ir los calculos para los puntos del 
eje V. 


p* 


Figura 14*53 

14.78 Repetir el problema 14.77, su¬ 
poniendo que todas las cargas son posi- 
tivas. 

14.79 Un protón muy rapido con ve- 
locidad v 0 pasa a la distancia a de un 
electrón inicialmente en reposo (fig. 14- 
53). Suponiendo que el movimiento del 
protón no se perturba debido a su gran 
masa respecto a la del protón, (a) hacer 
el grafico en función de x de la compo- 
nente de la fuerza perpendieular a u 0 
que el protón ejerce sobre el electrón. 
(b) Demostrar que el momentum trans- 
ferido al electrón es 

(e 2 /47r€ 0 )(2/tf 0 a) 

en dirección perpendieular a v 0 . (c) Es¬ 
timar la desviación del protón en función 
de su velocidad. Este ejemplo sirve de 
base para analizar el movimiento de par- 
ticulas cargadas que pasan a travćs de 
la materia. [Sugerencia: Suponiendo que 
el electrón permanece practicamente en 
su posición inicial mientras el protón 
pasa, el momentum transferido al elec¬ 
trón esta dado por Ap = JF dt y sola- 
mente la componente perpendieular a v 0 
tiene que ser calculada. En vista de la 
simetna de la fuerza, en lugar de inte- 
grar desde—oo a -|-oo, integrar desde 
o a oo y multiplicar por 2.] 

14.80 Demostrar que la energia poten- 
cial electrica interna de un sistema de 
cargas puede escribirse en cualesquiera 
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de las tormas: 


(a) 

(b) 


£ p = 


todos 
los pares 


mi 

4rc€ 0 r ij ’ 


= i £ ?«V«, 

todas 
las cargas 


donde V< es el potencial producido en ę,- 
por las otras cargas. (c) Usando el resul- 
tado ballado en (b), probar que la energia 
eleetrica de una distribución continua de 
cargas de densidad p es E P = i J ? Vdr. 

(d) Usar esta oipresión para demostrar 
quc hi energia de un conductor esferico 
eon una carga Q distribuida uniforme- 
mentr sobre su volumen es K? s /4~€yK. 

(e) Apiicar el ultimo resultado al caso de 
un nucleo de nu mero atórnico Z. 

14.81 Probar que las ecuaciones difc- 
renciales para las lineas de fuerza son 
dxjCx = dyjCy - dzjćz, donde dr, dy y 
dz corresponden a la separación entre 
dos puntos muy cercanos de la linea de 
fuerza. Apiicar estas ecuacibńes para 
obtener la ecuación de las lineas de 
fuerza de un dipolo electrico. \Sugeren- 
cia: Observese que, como en este caso 
las lineas de fuerza son curvas planas, 
la componente c* es nula. Expresar ć' x 
y ć v de un dipolo electrico en coorde- 
nadas rectangulares.] 

14.82 Probar que en coordenadas pola- 
res la ecuación diferencial de las lineas 
de fuerza es drff r — r dO/t!>. Usar este 
resultado para obtener la ecuación de las 
lineas de fuerza de un dipolo electrico 
en coordenadas polares. Yerificar eon el 
resultado del problema 14.81. 

14.83 El statcoulomb (stC) es una uni~ 
dad de carga que se defme como la carga 
que, colocada a 1 cm de otrą carga igual 
en el vacio t la repele eon una fuerza de 
1 dina. (a) Probar que un statcoulomb 
es -jVc C (donde c es la velocidad de la 
luz), o aproximadamente i x 10~® C. 
(b) Expresar la carga elemental e en 
statcoulomb. (c) Calcular el valor de la 
constante K* y e 0 cuando la carga se 
expresa en statcoulombs, la fuerza en 
dinas, y la distancia en centimetros. 
(d) Hallar la relación entre las unidades 


dina/statcoulomb y N C' 1 para medir el 
campo electrico. 

14.84 ^Cuantos electrones equivalen a 
un statcoulomb? 

14.85 El abcoulomb es una unidad de 
carga cquivalente a 10 C. Hallar el valor 
de las constantes K e y € 0 cuando la 
carga se expresa en abcoulombs, la fuerza 
en dinas y la distancia en centimetros. 
^Cual es la relación entre el abcoulomb 
y el statcoulomb? 

14.8G El statvo!t (stV) es la diferencia 
de potencial que debe existir entre dos 
puntos para que al mover una carga de 
un statcoulomb de un punto al otro se 
efectue cl trabajo de un erg. (a) Probar 
que un statvolt es igual a c/10 6 ó apro- 
ximadamente 300 V, (b) Hallar la rela¬ 
ción entre el st.V cm" 1 y el \' m~ l como 
unidades para medir el campo electrico. 
Comparar eon el resultado (d) del pro¬ 
blema 14.83. 

14.87 Escribir la expresión para el po¬ 
tencial creado por una carga q a la dis¬ 
tancia r cuando el potencial se mide en 
stV, la carga en stC, y la distancia en cm. 
Repetir para un campo electrico medido 
en stV cm -1 , 

14.88 Se acostumbra escribir la expre- 
sión para la energia del estado estacio- 
nario de los aromos eon un electrón en 
la forma E n — — RZh*c/n donde R es 
la llamada constante dc Rydbery. Usando 
la expresión dacia en el ejemplo 14.8 para 
E n probar que R es igual a 1,0974 x 10 7 
m'K 

14.89 Calcular la energia de los cuatro 
primeros estados estacionarios del H y 
del He\ Hallar, en cada caso, la energia 
reąuerida para elevar el sistema, desde 
el estado fundamental, al primer estado 
excitado. Representar las energias sobre 
una cscala por medio de lineas horizon- 
tales adecuadamente espaciadas. Obser- 
vese que algunas energias coinciden. <,Es 
posible deducir una regla generał? 

14.90 Usando el resultado del pro¬ 
blema 14.37, estimar la yelocidad del 
electrón en un atomo de hidrógeno en 
su estado fundamental y yerificar los 
calculos hechos al finał del ejemplo 14.10. 
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15.2 Fuerza magnetica sobre una c arga en movimiento 

15.3 Mouimiento de una carga en un campo magnetico 

15.4 Ejemplos de mouimiento de particulas cargadas 

en un campo magnetico 

15.5 Fuerza magnetica sobre una corriente electrica 

15.6 Torąue magnetico sobre una corriente electrica 

15.7 Campo magnetico producido por una corriente cerrada 

15.8 Campo magnetico de una corriente rectilinea 

15.9 Fuerzas entre corrientes 

15.10 Campo magnetico de una corriente circular 

15.11 Campo magnetico de una carga en mouimiento 

(no relatiuista) 

15.12 Electromagnetismo y el principio de relatiuidad 

15.13 Campo electromagnetico de una carga en mouimiento 

15.14 Interacción electromagnetica entre dos cargas en mouimiento 
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15.1 Inłroducción 

La interacción magnetica es otro tipo de interacción que se observa en la natura- 
leza. Varios siglos antes de Cristo, el hombre observó que ciertos minerales de 
hierro, como la piedra iman (variedad de la magnetita), tenian la propiedad de 
atraer pequeńos trozos de hierro. La misma propiedad tienen el hierro, el cobalto 
y el manganeso en su estado natura!, y muchos compuestos de estos metal es. 
Esta propiedad, aparentemente especifica, no estó relacionada eon la gravitación 
puesto que no solo no la tienen naturalmente iodos los cuerpos, sino que aparece 
concentrada en ciertos lugares del minerał de hierro. Aparentemente, tampoco 
esta relacionada eon la interacción electrica porąue estos minerales no atraen 
bolitas de corcho o pedazos de panel. En consecuencia, se le dio a esta propiedad 
fisica un nuevo nombre: magnetismo*. Las regiones de un cuerpo en las cuales 
el magnetismo aparece concentrado se denominan polos magneticos . Un cuerpo 
magnetizado se denomina iman , 



(a) (b) 


Fig. 15-1, Interacción entre dos barras magnetizadas. (a) Los polos de distinto 
nombre se atraen. (b) Los polos del mismo nombre se repelen. 


La tierra misma es un inmenso imdn. Por ejemplo, si suspendemos una varilla 
magnetizada en cualąuier punto de la superficie terrestre y la dejamos mover 
libremente alrededor de la vertical, la varilla se orienta de modo que siempre 
el mismo extremo apunta hacia el polo norte geogrdfico, Este resultado demuestra 
que la tierra ej erce una fuerza adicional sobre la varilla magnetizada, fuerza que 
no experimentan varillas no magnetizadas. 

Este experimento sugiere tambien que hay dos clases de polos magneticos que 
podemos designar eon los signos + y —, o por las letras N y S correspondientes, 
respectivamente, a los polos que apuntan hacia el norte y hacia el sur. Si toma- 
mos dos varillas magnetizadas y las colocamos como se muestra en la fig, 15-1, 
las mismas se repelen o se atraen segun enfrentemos polos del mismo o de dife- 
rente nombre. Concluimos entonces de nuestro experimento que 

la interacción entre polos magneticos del mismo nombre es repulsiva 
y la interacción entre polos de distinto nombre es alractwa. 


* El nombre magnetismo proviene de lina antigua ciudad del Asia Menor llamada Magnesia, 
donde, de aeuerdo eon Ja tradición, se obseryó por primera vez el fenómeno. 
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A continuación, podriamos intentar medir la intensidad de un polo magnetico 
definiendo una carga o masa magnełica , e investigar como depende la interacción 
magnetica de la distancia entre los polos. Esto es perfectamente posible, y de 
hecho, antes que Jos fisicos comprendieran claramente la naturaleza del magne¬ 
tismo, aquel fue el metodo de estudio adoptado. Sin embargo, cuando se inten- 
taron estas mediciones, apareció una dificultad fundamental: aunque ha sido 
posible aislar cargas electricas positivas y negativas y asociar una carga electrica 
definida eon las particulas fundamentales que constituyen todos los atomos, no 
ha sido posible aislar un polo magnetico o identificar una particula fundamental 
que tenga solamente una clase de magnetismo, sea el N o el S. Los cuerpos mag- 
netizados siempre presentan pares de polos iguales y opuestos. Por otrą parte, 
se ha encontrado que las nociones de polo magnetico y masa magnetica no son 
necesarias para describir el magnetismo. Las interacciones electrica y magnetica 
estan intimamente relacionadas, siendo en realidad solo dos aspectos diferentes 
de una propiedad de la materia: su carga electrica; el magnetismo es un efeclo 
del mouimiento de las cargas electricas. Las interacciones electrica y magnetica de- 
ben considerarse conjuntamente bajo la designación mas generał de interacción 
dectromagnitica. 


15.2 Fuerza magnetica sobre una carga en morimiento 

Puesto que observamos interacciones entre cuerpos magnetizados, podemos decir, 
por analogia eon los casos gravitacional y electrico, que un cuerpo magnetizado 
produce un campo magnetico en el espacio que lo rodea. Cuando colocamos una 
carga electrica en reposo en un campo magnetico, no se observa la misma fuerza 
o interacción especial alguna; pero cuando una carga electrica se mueue en una 
región donde hay un campo magnetico, se observa una nueva fuerza sobre la carga 
ademas de las debidas a sus interacciones gravitacional y electrica, 

Midiendo en el mismo punto de un campo magnetico, la fuerza que experi~ 
mentan diferentes cargas moviendose de diferentes maneras, podemos obtener 
una relación entre la fuerza, la carga y su velocidad. De este modo encontramos que 

la fuerza ejercida por un campo magnetico sobre una carga en moui¬ 
miento es proporcional a la carga electrica y a su uclocidad, y la 
dirección dc la fuerza es perpendicular a la uelocidad de la carga . 

Podemos avanzar un paso mas y, recordando la definición de producto vectorial» 
escribir tentativamente la fuerza F sobre una carga q que se mueve cón velo- 
cidad v en un campo magnetico, en la forma 


F =qv* (15.1) 

la cual satisface los requisitos experimentales mencionados mas arriba. En esta 
ecuación, es un vector que se determina en cada punto comparando el valor 
observado de F en ese punto eon los valores de q y v. Este modo de proceder 
ha demostrado tener exito. El vector 7J puede variar de punto a punto en un 
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campo magnetico, pero en cuda punto se enem *‘ra experunenialmente que cs 
e) mismo para todas las cargas y veloddades. Por io lanto de.sc.ribe una propiedad 
que es caracteristica dei campo magnetico y podemos Uamarla intensidad de 
campo magnetico; otro nombre, impnesto por e! uso, cs inducción magnetica. 
En esl;e texto iisaremos solamente Ja primera designación. 

Cuando la particula se mueve en una region donde hay un campo electrico 
y uno magnetico, la fuerza total es la suma de Ja fuerza electrica q£ y la fuerza 
magnetica qv * 75, es decir, 

F -- q(<C 4- x 75). (15.2) 



Esta expresión se denomina fuerza de 
Lorentz . 

La ec, (15.1) da, por la definición de 
producto vectorial, una fuerza no solo 
perpendicular a la velocidad t?, como se 
indicó anteriormente, sino tambien al 
campo magnetico 75. La ec. (15.1) inipli¬ 
ca tambien que cuando v es paralela a 73, 
la fuerza F es cero; de hecho, se observa 
que en cada punto de todo campo mag¬ 
netico hay una cierta dirección de movi- 
miento para la cual no se ejerce fuerza 
alguna sobre la carga en movimiento. Es¬ 
ta dirección deflne la dirección del campo 
magnetico en el punto. En la fig. 15-2 
se ha ilustrado la relación entre los tres 
vectores v, 73 y F f tanto para una car¬ 
ga positiva como para una negativa. La 
figura muestra la regla para determinar el sentido de la fuerza; esta regla usa la 
mano derecha. 

Si a es el angulo entre v y 73, el módulo de F es 


Fig. 15-2. Relación vectorial entre la 
fuerza magnetica, el campo magnetico 
y la velocidad de la carga. La fuerza es 
perpendicular al piano que contiene 
a y a «. 


F ~ qv13 sen a. 


(15.3) 


El maximo de intensidad de la fuerza ocurre cuando a = tt/2 o sca cuando v 
es perpendicular a 73, resultando 

F - qv 73. (15.4) 


El minimo de la fuerza, cero, ocurre cuando a = 0 o sea cuando v es paralela 
a 75, como se dijo antcs. 

A partir de la ec. (15.1), podemos definir la unidad de campo magnetico como 
N/C m s^ 1 o sea kg s' 1 C' 1 . Esta unidad se denomina tesla en honor del ingeniero 
norteamericano nacido en Yugoesiavia Nicholas Tesla (1856-1943). Se abrevia T, 
por lo que T --- kg s^ 1 Cr 1 . Un tesla corresponde ai campo magnetico que pro- 
duce una fuerza de un uewton sobre una carga de un coulomb que se mueve 
pcrpendicularmente al campo a razón de un metro por segundo. 
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Como la fuerza magnetica F = qv * 15 es perpendicular a la velocidad, su 
trabajo es cero y por lo tanto no produce cambio alguno en ła energia cinetica 
de la particula, definida por 3a cc, (8.11). Aunque la fuerza rnagnetica no es con- 
servativa en el sentido defmido en el capltulo 8, cuando una particula se mueve 
en campos magnetico y electrico superpuestos, su energia total pcrmanece cons- 
tante, (Por energia total entendemos la energia cinetica mas la energia potencial 
de las diferentes interacciones). 

EJEMPLO 15J. Un protón de los rayos cósmicos entra eon una velocidad de 
10 7 1 n s^ 1 en el campo magnetico de la tierra, en dirección perpendicular al mismo. 
Estimar la fuerza que se ejcrce sobre el protón. 

Soludón: La intensidad del campo magnetico cerca de la superficie terrestre en 
el ecuador es de alrededor de ')5 ~ 1,3 X 10“~ 7 T. La carga elecirłca de! protón 
es q — -j- e — 1,6 x lO" 1 * C. Por lo tanto, usando la ec. (15.4), la fuerza sobre el 
protón es 

F = qv ( K = 2,08 x 10~ 1! > N, 

que es cerca de d;ez millones de veces mayor que la fuerza debida a la gravedad 
m v g = 1,6 x 10 _aa N. Siendo /7? P = 1,7 x 10~ 27 kg, la aceleración debida a esta 
fuerza es a — F/m p — 1,2 x 10 8 m s -2 ; la aceleración del protón es pues niuy 
grandę comparada eon 3a aceleración de la gravedad. 

EJEMPLO 15.2. Discusión del efeclo Hall. En 1879 el flsico norteamericano E. C. 
Hall (1855-1929) deseubrió que cuando una płaca metalica por la que pasa una 
corriente I se coloca en un campo magnetico perpendicular a ella, aparece una 
dłferencia de potencial entre puntos opuestos en los bordes de la płaca. Este fenó- 
meno se denomina efecto Hall. 

Soludón: Se trata de una aplicación tipica de la ec. (15.1). Supongamos primero 
que los portadores de corriente elćctrica en la płaca metalica son electrones, los 
cuales tienen una carga negativa q = — e . Considerando la fig. (15-3(a), donde 
se ha dibujado el eje Z paralelo a la corriente 1 , vemos que el movimiento de las 
cargas es en el sentido de — Z eon velocidad v ~. Cuando se aplica el campo mag- 



Portadores Portadores 

(a) negativos fa-^ positivos w 


Fig. 15-3, El efecto Hall. 
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nćtieo )3 perpcndicularmente a la płaca, en el sentkki ciel eje X, los electrones estan 
sujetos a una fuerza f = (— e)v- * W. El producto vcctorial tiene el sen- 

tido de —V, pero como esta muitipiteado por — e f el rcsultado es un vector F 
en el sen lido de -j- y, En co nse cne o ci a, los electrones deriv*m bada el lado dereeho 
de la płaca, la cual $e carga negativamcnte. El łado Iząuierdo se carga positiva- 
mente porque tiene una deficienda en el uumero normal de electrones. Como resul- 
tado, aparece un campo electrico € paralelo ał cje -f L La fuerza sobre los elec¬ 
trones debla a a este campo electrico es .■ — cK; como esta dirigida hacia la izquierda 
11 ega un ino mer. to en que eontrarrosU la fuerza hada la derecha dębi da al cara po 
magnśtico fJ, producióndose el equ iii brio. Esic a su vez da origen a una diferencia 
de paten ciał tran sver sal entre los bor des opuestos dcl conductor, siendo el lado 
izquh*rdo cl que esta a potcr/eml mas alto; ci valor de la diferencia de potenclal 
es proporcional al ca nipo magnetico Este es el efecto Hall normal o “negat.ivo” 
que presentan ia mayoria de los motałeś, como el orc, la piata, el piat ino, el co¬ 
fnę, etc. Sin embargo en cierf.es metales —como el cobalto, d zinc y el hierro y 
o* to > mat er ud es como los se nucona uetoces, se pro duce un efecto Hall opuesto o 

<k póOUYC'\ 

I f :-i, a cxplk:ii‘ el efecto Hall positivo, ii; pen gai nos que los portadores dc eorriente, 
•* u i ■ /; ri e s e • ■ 1 o^ l e r t r o i; es c ar g o ■] ( > s t. e g a f i v a m en te. son partie u las de carga posb 
v? yj •=• -1 c. Por L ta ni. o cieben rrotwse en d mi sin o sentido que i a eorriente, 
?ju - liuau* *.Hie su vc’oe»dad *>, e*>r a gbn el ty d como en Ir hg. L>2(b). La fuerza 
r j i f f ■ r ‘ - o a :• o • >; c .1 a a < ".a f ‘ g a? f• n r - u v dni e uf .» ; F ( •• • g) r* )j y e s i a d i ri gi d a 
syye d cje r Y; como las carga? ron oosji-Ya/y el bor de dereeho de la płaca se 
car u y >»iuv a?.-', cis te y el izquierdo ncgaUvim-.ęnte, produdemlo un rampo elec- 
.:*(■ 'ravisver‘.>ii on el sentirio de - V Por lo tanto la diferencia dc potencial es 
or; u es fu a la que aparece en el caso de portadores negativos, resultando un efecto 
Hah posilivo. 

C uando &r ł^seubriernn los dos tipos de efecto Hall, los fisi cos ąuedaron muy 
irirl^ados poniue en aque.ll a epoca se creia que los u ni cos portadores de eorriente 
tu^clrlca en un conductor sólidc eran ius electrones cargados negativamente. Sin 
c mb a igo, en ci er t as circuns lancia* po dem os decir que los portadores de eorriente 
eltctrica en un sól id o son part i cm las eon carga positi\ T a. En estos mat er i aleś hay 
lugares en don de normaJmente dobiera bab er un. eleetrón, pero dębi do a algńn 
defecto en la cstructura del sółido, fałfa el elcctrón; dedmos que hay un hueco 
dectrónico « Cuando por alguna razón un ełectrón cercano se xmieve para Hen ar 
el hueco, deja evidentcmente un hueco en ei lugar donde estaba. Por lo tanto los 
hueco s cięci roni cos se mueven en sen tido exactamente opuesto al de los electrones 
negativos bajo la acción de un carnpo electrico aplicado. Po dem os decir que los 
huecos electrónicos se comportan como si fueran particulas positivas. Por lo tanio, 
el efecto Hall constituye un metodo rany u Ul para determinar el signo de las cargas 
de los portadores de eorriente ełectrica en un conductor. 


15.3 Mammiento de una carga en un eampo magnetico 

Consideremos primeramente el movimiento de una particula cargada en un campo 
magnetico unifonne, es decir, un campo magnetico que tiene la misma intensidad 
y dirección en todos sus puntos. Para simplificar, consideraremos primero el 
caso de una particula que se mueve perpendicularmente al campo magnetico 
(fig, 15-4); la fuerza esta dada entonces por la ec. (15.4), Como la fuerza es per- 
pendicular a 3a \elocidad, su efecto es camhiar la dirección de la velocidad sin 
cambiar su módulo, resultando un movimiento circular uniforme. La aceleración 
es por lo tanto centripeta y usando la ecuación de movimiento (7.28), tenemos 
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F miPjr, donde F estś. dada por la ec. (15,4). Escribimos por lo tanto 


o sea 



mu 

W’ 


(15.5) 


la cual da el radio de la circunferencia descrita por la particula. Por ejemplo, 
usando los datos del ejemplo 15.1, vemos que los protones describirian una cir¬ 
cunferencia de radio 8 X 10 5 m si el cam¬ 
po fuera uniforme. Escribiendo u = wr, 

donde o es la velocidad angular, tene- I , 

mos entonces , I i I ! 


(15.6) 

m 

Por lo tanto la velocidad angular es 
independiente de la velocidad lineal v y 
depende solamente del cociente q/m y 
del campo 93. La expre»ón (15.6) da el 
módulo de pero no su dirección, En la 
ec. (5.58) indicamos que la aceleración 
en un movimiento circular uniforme se 
puede escribir en forma vectorial como 
a = o x v. Por lo tanto, la ecuación de 
movimiento F = ma es 

maj x v = qv x 93 





Fig. 15-4. Una carga que se mueve 
perpendicularmente a un campo mag- 
netico uniforme sigue una trayectoria 
circular. 


o, invirtiendo el producto vectorial en el primer miembro y dividiendo por m, 
OJ X V ss — (q[m) 93 X t>, 
lo cual implica que 

co = — (q/m) 93, (15.7) 

la cual da o tanto en módulo como en dirección y sentido.* El signo menos in- 
dica que w tiene dirección opuesta a la de 93 para una carga positiva y la misma 
dirección para una carga negativa. Llamaremos a a> frecuencia ciclotrónica por 
razones que se explicaran en la sección 15.4(c) cuando tratemos el ciclotrón. 

Es costumbre representar un campo perpendicular al papel por un punto (•) 
si esta dirigido hacia el lector y por una cruz (x) si esta dirigido hacia la pagina. 


* En rigor, tendrlamos que haber escrito — — (#/m)T3 4- \v, donde X es una constante arbi- 
traria; sin embargo la ec. (15,6) indica que debemos poner X = 0. 
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Fig. 15-5. Trayectorias circula- 
res posiiivas y negativas en un 
campo magnetico uniforme. 
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Fig. 15-6, Fotografia* tornada en una ca- 
mara de niebla, de trayectorias de partlculas 
cargadas en un campo magnćtico uniforme 
dirigido hacia la pdgina. ^Puede el estudiante 
identiflcar cuales son las cargas positivas y 
cuales las negativas? 


La fig. 15-5 representa la trayectoria de una carga positiva (a) y una negativa (b) 
moviendose perpendicularmente a un campo perpendicular a la pśgina. En (a) 
o esta dirigida hacia la pagina y en (b) hacia el lector. 

La curvatura de la trayectoria de un ion en un campo magnetico constituye 
un metodo para determinar si su carga es negativa o positiva, si sabemos cual 
es el sentido de su movimiento. La fig. 15-6 muestra las trayectorias de varias 
particulas cargadas que se han hecho visibles inediante una camara de niebla* 
colocada en un campo magnetico. El campo magnetico aplicado es varias veces 
mas intenso que el de la tierra, de modo que el radio de la trayectoria es del orden 
de las dimensiones de la camara de niebla. Nótese que las trayectorias se curvan 


* La c&mara de niebla es un dispositivo que contiene una mezcla de gas y vapor en la cual la 
trayectoria de una particula cargada se hace visible condensando el vapor sobre iones del gas. 
Los iones son producidos por la interacción entre las partlculas cargadas y las molćculas del 
gas. La condensación se logra enfriando la mezcla medianie una expansión rópida (adiabótica). 
La mezcla puede ser aire y vapor de agua. 
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Fig. 15-7* Fotografia de la trayectoria 
de un positrón (electrón positivo) en un 
campo magnetico dirigido hacia la pa- 
gina, tornada por Anderson en una ca~ 
mara de niebla. Esta fotografia consti- 
tuyó la primera (1932) evidencia expe- 
rimental de la existencia de los positro- 
nes, que habian sido predichos teórica- 
mente por Dirac. 

en sentidos opuestos, lo cual indica que algunas particulas son positivas y otras 
negativas. Puede observarse que algunas de las particulas describen una espiral 
de radio decreciente; esto indica que la particula esta siendo frenada por coli- 
siones eon las moleculas del gas, Esta disminución de la velocidad ocasiona, 
segun la ec. (15.5), una disminución del radio de la orbita. 

La ec. (15.5) nos dice tambien que la curvatura de la trayectoria de una par¬ 
ticula cargada en un campo magnetico depende de la energia de la particula; 
cuanto mayor es la energia (o el momentum p — mu ), mayor es el radio de la tra¬ 
yectoria y menor la curvatura. La aplicación de este principio condujo en 1932 
al deseubrimiento del positrón en los rayos cósmicos. El positrón es una particula 
fundamental que tiene la misma masa m e que el electrón pero una carga positiua 
+ e; su deseubrimiento fue fruto de los trabajos del fisico norteamericano Carl 
D, Anderson (1905- ).* Fue Anderson el que obtuvo en una chmara de niebla 
la fotografia de la fig. 15-7. La banda horizontal que se ve en la figura es una 
plancha de plomo de 0,6 cm de espesor que se ha colocado dentro de la cómara 
de niebla y a traves de la cual ha pasado la particula. La parte inferior de la 
trayectoria de la particula esta menos curvada que la superior, lo cual indica 
que por encima de la plancha la particula tiene menor velocidad y energia que 
por debajo; en consecuencia la particula se mueve hacia arriba ya que debe perder 
energia al pasar a traves de la plancha. La curvatura de la trayectoria de la 
particula y el sentido del movimiento eon respecto al campo magnćtico indican 
que la particula es positiva. La trayectoria se parece mucho a la de un electrón 
— pero de un electrón positivo. Usando la ec, (15.5) podemos escribir p—mv~<f)3r; 
por lo tanto, si en la fotografia medimos r y suponemos que q ■= podemos 
calcular p; el resultado de este cólculo es que p tiene un orden de magnitud co- 
rrespondiente a una particula que tiene la misma masa que el electrón. Un ana- 



* Sin embargo, la existencia de esta particula habia sido predicha unos anos antes de su des¬ 
eubrimiento, por el fisico brit&nico Paul A. M. Dirac (1902- ). 
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lisis mas detallado nos permite encontrar la velccidad de la particula y por io 
tanto determinar su masa, obtcniendo un acuerdo total eon la masa del electron. 

Si una particula cargada se mueve inicialmente en una direeeión que no es 
perpendicular al campo magnetico, podeinos descomponer la velocidad en sus 
componentes paralela y perpendicular al campo magnetico. La componente pa¬ 
ralela permanece constante y la perpendicular cambia continuamente de direc- 
ción pero no de magnitud. El movimiento es entonces ei resultante de un movi- 
miento uniforme en la direeeión del campo y un movimiento circular alrededor 
dcl campo eon velocidad angular dada per Ja ec.. (15.6), La trayectoria es una 
helice, corno se muestra en la fig. 15-8 para el caso de \m ion positivo. 

Ofcro hecho mas que se deduce de la ec. (15,5) es que c ca ido mayor es el campo 
.-ragnetico, me.nor es el radio de la trayectoria de la particula cargada. Por lo 
mnto si d campo magnetico no es uniforme, la trayectoria no es circular. La 
rg. ! W) inuesiTS. un ca ropo magoeoco dirigido de iząuierda a derecha eon su 
aumentoudo cn e dmecrl au por le tanto una particula inyec- 

. por ei vcukr u-u.ok i.H‘5 hdika euro radio decrece 

!;o :••'•puc d-be::-:ns ornilu. amd* rnostraria 

y.i c-':wł;/*>nent*' <!e la 'r cc id ad paralela al campo no remin.nece, co o sta a u* 
;pv d.isriiouye po? !o o H dr. k emuden (Usniinuyc) a 

• -wadź. oue L; parfseuL a; m-um- en el rmrido cn c;cc o-eee la ńitensidad dcl 
E^enlu^lrncnte la %eiarie: ; (j parav»a se anma, sh-mpre que el campo 
r-ugnetico sra sufirientemcnle largo, y la particula t.s fon:?.da a volver o sea a 
momse aniiparalclamcnte «u campo nmgnóUoo, Por )o tanio, a medida que un 
carnpy magnetico aumenta en in ten skład eoimenza a actuar como refleetor de 
particulas cargadas o* como se d;ce comńumeute, como un espejo magnetico , 
Este efecio se usa ampliamentc para eontener gases ionizados o plasmas. 

En la ng. 15-10 se ha representado otrą situación, en la que un campo mag- 
netieo perpendicular a la pógina aumenta de intensidad de derecha a izquierda, 
Tambien se ha indicado la trayectoria de un ion positivo inyectado perpendicu- 
larmente al campo; esta trayectoria esta mas curvada a la iząuierda, donde el 
campo es mas fuerte, que a la derecha, donde es mas debil. La trayectoria no es 
ccrrada y la particula avanza a traves del campo perpendicularmente a la direc- 
ción en que este aumenta. 

Un ejemplo interesant e del movimiento de iones en un campo magnetico es 
el caso de las particulas cargadas que inciden sobre la tierra prevenientes del 
espacio exterior, las cuales constituyen parte de lo que se denomina rayos cósmi - 
cos. La fig. 15-11 muestra las llneas de fuerza deł campo magnetico terrestre.* 
Las particulas que inciden segun el eje magnetico de la tierra no sufren desvia- 
ción alguna y llegan a la tierra aunque tengan energia muy pequena. Las par¬ 
tlculas que caen ohlicuamente eon respecto al eje magnetico de la tierra, describen 
una trayectoria^helicoidal, que puede ser tan curvada si las particulas se mueven 
muy lentamente, que las mismas no llegan a la superficie terrestre. Las que llegan 


* En realidad, el campo magnćtico que rodea !a tierra preserUa varias anomalias locales y una 
distorsión gtahal cn direeeión opuesta al sol. las cualc-s no se ven on la representación esque- 
mńtica de ia lig. 15-11. 
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Fig. 15-8. Trayectoria helicoidal de 
un ion positivo que se mueve obłicua- 
mente respecto a un campo magnetico 
uniforme. 


Fig. 15-9. Trayectoria de un 
ion positivo en un campo 
magnetico no uniforme. 


(B inten: 


ićbil 




Arrastre de las particulas 


Fig. 15-10. Movimiento piano de un 
ion arrastrado por un campo magnetico 
no uniforme. 
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Energia baja, 
aproximadamente poiar 



Eje magnetico 


Fig. 15-11. Movimiento de particulas cargadas de los rayos cósmicos en el campo 
magnćtico terrestre. 

sobre el ecuador magnetico experimentan la mayor desviación porąue se mueven 
en un piano perpendicular al campo magnetico; en consecuencia solo las par¬ 
ticulas que tienen mayor energia pueden alcanzar la superficie terrestre. En otras 
palabras; la energia minima que una particula cósmica cargada debe tener para 
Uegar a la superficie de la tierra, aumenta a medida que se va del eje magnetico 
terrestre al ecuador magnetico. 

Otro efecto debido al campo magnetico terrestre es la asimetria este-oeste de la 
radiación cósmica. No se conoce eon certeza si las particulas cósmicas cargadas 
son preponderantemente positivas o negativas; sin embargo sabemos, si, que las 
particulas de cargas opuestas son desviadas en sentidos opuestos por el campo 
magnetico terrestre. Si en los rayos cósmicos el numero de particulas positivas 
que llegan a la tierra es diferente del de particulas negativas, debemos observar 
que los rayos cósmicos que llegan a un lugar dado de la superficie terrestre en 
dirección este del cenit, tienen una intensidad diferente a la de los que llegan 
en dirección oeste del cenit. Los resultados experimentales estan ampliamente a 
favor de una mayoria de particulas cargadas positivamente. 
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Los cinturones de radiación de Van Allen son otro ejemplo de la interacción 
de particulas cósmicas cargadas, eon el campo magnetico terrestre. Estos cintu- 
rones estan compuestos de particulas cargadas rapidas, principalmente electrones 
y protones, atrapados en el campo magnetico terrestre. Ei primer cinturón se 
extiende aproximadamente entre los 800 y los 4000 km de la superiicie de la 
tierra, mientras que el segundo se extiende a unos 60.000 km de la tierra.* Fueron 
deseubiertos en 1958 por medio de aparatos que llevaba un satelitę norteameri- 
cano Explorer e investigados por la sonda lunar Pioneer III. Para comprender 
mejor como las particulas cargadas son atrapadas en los cinturones de Van Allen, 
consideremos, por ejemplo, un electrón librę producido por la colisión entre un 
atomo y una particula cósmica a muchos kilómetros de la superficie terrestre; 
la componente de la velocidad perpendicular al campo magnetico terrestre hace 
que el electrón viaje en una trayectoria curvada. Sin embargo, la intensidad del 
campo es mayor mas cerca de la tierra. El resultado es un movimiento similar 
al mostrado en la fig. 15-10, desviandose el electrón hacia el este debido a su 
carga negativa (para cargas positivas la desviación es hacia el oeste). La compo¬ 
nente de la velocidad paralela al campo magnetico terrestre da lugar a un efecto 
adicional, que hace que las particulas avancen en espiral hacia uno de los polos 
siguiendo las lineas de fuerza magneticas, en forma similar a la mostrada en 
la fig. 15-8. Debido al aumento de la intensidad del campo magnetico hacia el 
norte o hacia el sur, el radio de giro se hace cada vez inenor, disminuyendo al 
mismo tiempo la componente paralela de la velocidad, como se explicó en rela- 
ción eon el efecto de espejo magnetico de la fig. 15-9. Cada electrón alcanza una 
latitud norte o sur determinada para la cual se anula la componente paralela 
de la velocidad; latitud que depende de la velocidad inicial de inyección. El elec¬ 
trón retrocede entonces hacia el polo opuesto. El movimiento resultante es por 
lo tanto un cambio de longitud hacia el este y una oscilación norte-sur en latitud. 
El movimiento se repite continuamente, quizas durante varias semanas, hasta 
que el electrón es expulsado del cinturón de Van Allen por una colisión que ter- 
mina eon su condición de prisionero. Con los protones atrapados ocurre una 
situación similar. 


15A Ejemplos de morimiento de particulas cargadas en un campo 
magnótico 

En esta sección ilustraremos varias situaciones concretas en las cuales un ion 
se mueve en un campo magnetico. 

(a) Espedrómetro de masas , Consideremos el dispositivo ilustrado en la fig. 15.12. 
Alli I es una fuente de iones (para electrones puede ser simplemente un filamento 


* Hay bas tanie evidencia de que el cinturón interno estó compuesto por protones y electrones 
provenientes de la desintegración de neutrones que han sido producidos por la interacción de los 
rayos cósmicos con la atmósfera terrestre. El cinturón externo consiste principalmente en par¬ 
ticulas cargadas emitidas por el sol. La actividad solar estó asociada con un aumento de estas 
particulas, y su desaparición del cinturón de radiación es la causa de la actividad auroral y del 
enmudecimiento de las radiotransmisiones. 
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caliente) y S 1 y S 2 son dos rendijas estrechas a traves de las cuales pasan los 
iones siendo acelerados por la diferencia de petenciai V aplicada entre ambas. 
La yelocidad de saiida de los iones se calcuia a partir de la ec. (14.38), la cual da 


v 2 



V. 


(15,8) 


En la region que esta por dęba jo de las rendijas hay un campo magnetico 
uniforme dirigido nada el lector. E> ion describira entonces una orbita circular, 
curvada en un sentido o en otro segun sea el signo de su carga q. Despues de 
describir una semicircunferencia los iones inciden sobre una płaca fotografica P, 
dejando una marca. El radio r de la orbita esta dado por la ec. (15.5), de la cual, 



Fig* 15-12. Espectrómetro de ma- 
sas de Dempster, I es una fuente de 
iones. Las rendijas S 1 y S 2 sirven de 
colimadores del haz de iones. V es 
la diferencia de potencial acelera- 
dora aplicada entre y S 2 . P es 
una płaca fotografica que registra 
la llegada de los iones. 


despejando la yelocidad v, obtenemos 

V = -i- 93r. 

m 


(15*9) 


Combinando las ecs. (15.8) y (15.9) para eliminar v, obtenemos 

q __ 2V 
m " W ’ 


(15.10) 


que da la razón qjm en función de tres cantidades (V, 93, y r) que pueden medirse 
facilmente, Podemos aplicar esta tecnica a ełectrones, protones y cualąuier otrą 
particula, atomo o molecula cargada. Midiendo la carga q independientemente, 
podemos obtener la masa de la particula. Estos son los metodos que se men- 
cionaron anteriormente en la sección 14.5. 

El dispositivo de la fig. 15-12 constituye un espectrómetro de masas, porąue 
separa los iones que tienen la misma carga q pero diferente masa m ya que de 
aeuerdo eon la ec, (15.10), el radio de la trayectoria de cada ion cambia segun 
el valor de q/m del mismo, Este espectrómetro particular se denomina espectró¬ 
metro de masas de Dempster . Se han desarrollado otros tipos de espectrómetros 
de masas, todos basados en el mismo principio. Los cientificos que usaban esta 
tecnica, deseubrieron en la decada del 20 que atomos del mismo elemento ąuimico 






Ejemplos de mouimiento de particulas 525 


15.4) 

no tienen necesariamente la misma masa. Como se indicó en la sección 14.7, las 
diferentes variedades de atomos de un elemento ąuimieo, variedades que difieren 
en la masa, se denominan isótopos . 

El dispositivo experimental de la fig. 15-12 puede usarse tambien para obtener 
el cociente q/m para una particula que se rnueve eon yelocidades diferentes. Se 
ha encontrado que qjm depende de v como si q permaneciera constante y m va- 
riara eon la velocidad en Ja forma indicada en la ec. (11.7), es decir, m~mj 
]/ 1 — v 2 jc 2 , Por lo tanto concluimos que 

la carga electrica es un inuariante, siendo la misma para todos 

los obseruadores en mouimienło relativo uniforme . 

(b) Los experimentos de Thomson . Durante la ultima parte del siglo diecinueve, 
hubo una gran cantidad de trabajos experimentales sobre descargas electricas. 
Estos experimentos consistian en producir una descarga electrica a traves de un 
gas a baja presión colocando dentro del mismo dos electrodos’ y aplicandoles 
una elevada diferencia de potencial. Se observaron varios efectos luminosos 
segun.fuera la presión del gas dentro del tubo. Cuando se mantenia el gas dentro 
del tubo a una presión menor que un milesimo de atmosfera, dejaban de obser- 
varse efectos yisibles dentro del tubo, pero se observaba una mancha luminosa 
en la pared del mismo en el punto O directamente opuesto al c&todo C (fig. 15-13). 
Por lo tanto se hizo la hipótesis de que alguna radiación era emitida por el catodo, 
la cual se movia en linea recta hacia O; de aeuerdo eon esto la radiación fue lla- 
mada ragos catódicos. 



Fig. 15-13. Experimento de Thomson para medir qjm . Los rayos catódicos (elec- 
trones) emitidos por C y colimados por A y A' llegan a la pantalla S despućs de 
atravesar una región en donde se aplica un campo electrico y uno magnetico. 


Los experimentadores anadieron dos placas paralelas P y P f dentro del tubo y 
apłicaron una diferencia de potencial, produciendose un campo electrico <f diri- 
gido de P a P'. El resultado de aplicar este campo electrico fue que la mancha 
luminosa se movió de O a O', o sea en el sentido correspondiente a una carga 
electrica negativa. Esto sugirió que los rayos catódicos son simplemente una 
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corriente de particulas cargadas negativamente. Si q es la carga de cada parti- 
cula y y su velocidad, la desviación d — 00' puede calcularse aplicando la 
ec. (14.9); qćajmv 2 ~djL. 

La fuerza electrica sobre la particula es q£ y esta dirigida hacia arriba. Supon- 
gamos que a continuación aplicamcs, en la misma region donde esta <f, un campo 
magnetico dirigido hacia el papei. La fuerza magnetica es, segun la ec. (15.4), 
qif)3 y esta dirigida hacia abajo porque q es una carga negativa. Ajustando T3 
en forma apropiada, podemos hacer que Ja fuerza magnetica sea igual a la elec¬ 
trica; es to da una rcsultante nula y la mancha iuminosa vuelve de 0 T a O, es 
decir que no hay desviacióu de los rayos catódicos. Eaton ces = qif)3 ó v = 

Esto permite medir la veiocidad de la particula cargada. Sustituyendo este valor 
de v en la ec. (14.9), obtenemos la razón q[rn de las particulas que constituyen 
los rayos catódicos, 

qjm — cdRjrLa . 

Este fue uno de los primeros experimentos dignos de confianza para medir qlm 
y proporcionó indirectamente una prueba de que los rayos catódicos consisten 
en particulas cargadas negativamente, llaroadas electrones desde entonces. 

Estos y otros experimentos similares fueron publicados en 1897 por el fisico 
britanico Sir J. J. Thomson (1856-1940), que invirtió muchos esfuerzos y tiempo 
tra.tando de descubrir la naturaleza de los rayos catódicos. Hoy en dia sabemos 
que los electrones libres presentes en el metal que constituye el catodo C son 
arrancados o evaporados del catodo como resultado del fuerte campo electrico 
aplicado entre C y A, y son acelerados a lo largo del tubo por el mismo campo. 

(c) El ciclotrón. El hecho de que la trayectoria de una particula cargada en 
un campo magnetico sea circular, ha permitido el diseńo de aceleradores de par¬ 
ticulas que funcionan ciclicamente. Una dificultad eon los aceleradores electros- 
taticos (descritos en la sección 14.9) es que la aceleración depende de la dife- 
rencia total de potencial V. Como e) campo electrico dentro del acelerador es 

— V/7/, si V es muy grandę, la longitud d del tubo del acelerador tambien debe 
ser muy grandę para impedir la formación de campos electricos intensos que 
producirian el salto de chispas entre los materiales del tubo de aceleración. Un 
tubo de aceleración muy largo presenta, ademas, varias dificultades tecnicas. 
Por el contrario, en un acelerador cielico una carga electrica puede recibir una 
serie de aceleraciones pasando muehas veces a traves de una diferencia de poten¬ 
cial relativamente peąueha. El primer instrumento que trabajó segun este prin- 
cipio fue el ciclotrón, diseiiado por el fisico norteamericano E. O. Lawrence. El 
primer ciclotrón practico comenzó a funcionar en 1932. Desde entonces nume- 
rosos ciclotrones han sido construidos en todo el mundo, teniendo sucesivamente 
cada uno mayor energia y mejor diseńo. 

Un ciclotrón (fig, 15-14) consiste esencialmente en una cavidad cilindrica divi- 
dida en dos mitades D 1 y D 2 (cada una llamada “de” por su forma), la cual se 
coloca en un campo magnetico uniforme paralelo a su eje. Las dos cavidades 
estan aisladas electricamente una de otrą. En el centro del espado entre las “des” 
se coloca una fuente de iones 5 y se aplica entre las mismas una diferencia de 
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potencial alterna del orden de 10 4 V. Cuando los iones son positivos, son acele- 
rados hacia la “de” negativa. Una vez que el ion penetra en una “de”, no expe- 
rimenta fuerza electrica alguna, porąue el campo electrico es nulo en el interior 
de un conductor. Sin embargo, el campo magnetico obliga a los iones a describir 
una orbita circular eon un radio dado por la ec; (15,5), r = mvj(f}3 7 y una velo- 
cidad angular igual a la frecuencia ciclotrónica de las particulas, dada por la 
ec. (15.6), o = (f)3jm. La diferencia de potencial entre las “des” oscila eon una 
frecuencia igual a w. De esta manera la diferencia de potencial entre las “des” 
est& en resonancia eon el movimiento circular de los iones. 



Despues que la particula ha descrito media revolución, se invierte la polaridad 
de las “des” y cuando el ion cruza el espacio entre elłas, recibe otrą peąueńa 
acełeración. La semicircunferencia que describe a eontinuaeión tiene entonces un 
radio mayor, pero la misma velocidad angular. El proceso se repite varias veces 
hasta que el radio alcanza el valor maximo R que es practicamente igual al radio 
de las “des”. El campo magnetico disminuye abruptamente en el borde de las 
“des” y la particula se mueve tangencialmente, escapando a traves de una aber- 
tura conveniente. La maxima velocidad y m ax est& relacionada eon el radio R 
por la ec. (15.5), es decir, 

mi) mdx 

o 

0m4x = f ^ H3R. 

La energia cinetica de las particulas que emergen de A es entonces 

E k = *mi& 4x = \q ‘W? 2 , 


(15.11) 
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y esta de ter mi na da por las caracterislicas do la parlmma, ta iutensidad dei campo 
magnetico y el radio del ciclotrón, pero es imiependiente dei potencial acelerador. 
Cuando la diferencia de poteno:;*! t.$ pequena v ia particula tiene que dar muchas 
Yiieltas hasta adąuirir la energia finał; cmiado cs grandę solo se reąuieren unas 
pocas vueltas para adąuirir la rnisrna energia. 

La intensidad del campo magnetico esta limitada por factores tecnoiógicos, 
tales como la disponibilidad de..materialcs eon las propiedades reąueridas, pero 
en principio, podemos acelerar la particula hasta cualąuier energia, construyendo 
irnanes de radio suficientemente grando. Sin embargo, cuanto mayor es el iman, 
mayor es el peso y el costo. Adernas. a medida que ia energia aumenta, tamhien 
aumenta la yelocidad del ion, eon io que cambia la masa de aeuerdo eon la 
ec. (11,7), m = mjy' 1 — v 2 jc 2 . Cuando la energia es muy grandę, la variación 
de masa es suficiente como para que cambie apreciablemente la frecuencia ciclo- 
trónica del ion. En consecuencia, a no ser que se cambie la frecuencia del potencial 
electrico, la orbita de la particula ya no eslara en fasę eon el potencial oscilante 
y no sera acclcrada. Es por esto que en el ciclotrón la energia esta limitada por 
el efecto relativista sobre la masa. 

EJEMPLO 15JJ. El ciclotrón de la Universidad de Michigan tiene piezas polares 
eon un diametro de 2,1 m y un radio de extracción de 0,92 m. Ei campo magnetico 
maximo es W = 1,5 T y la móxima frecuencia alcanzable por el potencial acele- 
rador oscilante es 15 x 10 s Hz. Calcular la energia de los protones y de las par- 
ticulas a que se producen, y la frecuencia ciclotrónica de las mismas. Teniendo 
en cuenta la variación relativista de la masa, ^cual es la diferencia porcentual entre 
las frecuencias ciclotrónicas en el centro y en el borde? 

Solución: Usando la ec. (15.11) eon los yalores de la carga y de la masa correspoiv 
dientes a los protones y a las particulas alfa, encontramos que las energias cinóticas 
de ambos estan dadas por 

Ejc = 1,46 x 10" 11 J - 91 MeV. 

La frecuencia ciclotrónica de la particula alfa es — 7,2 x 10 7 s^ 1 , que corres- 
ponde a una frecuencia v 0 = u> a /2n = 11,5 x 10 6 Hz, que esta dentro del alcance 
de la frecuencia maxitna de la maąuina. Para los protones encontramos el dobie 
de esta frecuencia: 22 x 10 6 Hz. Esta es la frecuencia eon que el potencial aplicado 
a las “des” debe variar; pero como la maxima frecuencia del ciclotrón es, por cons- 
trucción, 15 x 10 6 Hz, esta maąuina no puede acelerar protones hasta la energia 

teórica de 91 MeV. Tomando la maxima frecuencia oscilatoria, tenemos que 

= 9,4 X 10’ s -1 . El campo magnetico correspondiente a la resonancia ciclotró¬ 
nica es 0,98 T y encontramos que la energia cinetica de los protones estó limitada 
por la frecuencia a 

E k = imv 2 = --= 0,63 x 10' 11 J = 39 MeV. 

A una energia E = m 0 c 3 -f E k) la masa de la particula es 

m = E/c 2 — m 0 + Ek/c\ 

de modo que Ek/c 2 es la variación de masa. De la ec. (15.6) deducimos que la fre¬ 
cuencia ciclotrónica es inversamente proporcional a la masa, por lo que, si w y u 0 
son las frecuencias correspondientes a las masas m y m 0 de la misma particula, 
podemos escribir co/w 0 = mjm, ó 

— <^o __ _ m — m Q __ Ek/c z __ Ek 

co 0 m m 0 + Ekjc 3 m 0 c z + Ek * 
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El pńmer miembro da el cambio porcentual de la frecuencia ciclotrónica y el se- 
gundo el de la masa. Para energias relativamente bajas podemos despreciar en el 
denominador la energia cinetica E* frente a /n 0 c 2 ; poniendo Ao> — co — to 0 , obtenemos 

A co _ Ek 
co m 0 c a 

Por lo tanto, mientras la energia cinśtica de las particulas sea peąueńa comparada 
eon su energia en reposo, la variación de frecuencia sera muy peąueńa. En nuestro 
caso tenemos: para particulas alfa, Aco/co =—0,024 = 2,4%, y para protones, 
Aca/w - — 0,042 = 4,2%. 

Los resultados obtenidos en este ejemplo indican tambien que, como los electro- 
nes tienen una masa en reposo alrededor de 1/1840 la del protón (sección 14.5), 
la energia cinetica hasta la cual se pueden acelerar (sin apartarse apreciablemente 
de su frecuencia ciclotrónica) es tambien 1/1840 la de los protones. Es por esta 
razón que no se usan ciclotrones para acelerar electrones. 

El efecto relativista sobre la masa puede corregirse, sea cambiando el campo 
magnćtico de modo que a cada radio el valor de o permanezca constante a pesar 
de la variación de la masa, o cambiando la frecuencia del potencial aplicado a las 
u des ,? y manteniendo el campo magnetico constante mientras la particula gira en 
espiral, de modo que en cada instante haya resonancia entre el movimiento de la 
particula y el potencial aplicado, El primer diseńo se denomina sinerotrón y el 
segundo sincrociclotrón. Un sinerotrón puede funcionar continuamente, mientras 
que un sincrociclotrón funciona a chorros por la necesidad de ajustar la frecuencia. 
Algunas veces, como en el sinerotrón protónico y se varian tanto la frecuencia como el 
campo magnetico para mantener constante el radio de la órbita. 


EJEMPLO 15.4 . Estudiar el movimiento de una particula cargada en campos 
magnćtico y elćctrico cruzados. 

Solución: En los ejemplos dados anteriormente en este capitulo, hemos considerado 
solamente el movimiento de una particula en un campo magnśtico. Examinaremos 


ahora el caso de que haya tambien un cam¬ 
po electrico, por lo que debe usarse la ec. 
(15.2). Gonsideraremos sin embargo una si- 
tuación especial: cuando los campos elćctrico 
y magnetico son perpendiculares, como se 
muestra en la fig. 15-15. La ecuación de 
movimiento de la particula es 

m = ?(<f + c x UJ), 
at 

Hagamos una transformación de Galileo 
del sistema XYZ a otro sistema X'Y'Z' que 
se mueve eon respecto al anterior eon velO' 
cidad relativa 

C x U £ 

~~ 73 2 “ Wx 93 ‘ 

Luego, si v' es la velocidad de la particula 
v = v' + y dvjdt s= dv'/dt , Por lo tanto la 
birse como 



respecto a X'Y'Z\ podemos escribir 
ecuación de movimiento puede escri- 


m = q(£ + v' x 71 + V() 
at 


x ^). 
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Pero i? 0 x 7j = (u x Ćp3) x n f)3 = — u y ć — — £. Entonccs, el primero y cl ultimo de 
la ecuación precedente se cancelan y la ecuación de movimiento en el sistema 
X'Y'Z' es 

dv' , 

m -= qv 

di H 


x ?j. 


Yemos entonces que, eon respecto a X' Y'Z', el movimiento es como si no hubiera 
campo electrico, Si la particula se mueve inicialmente en el piano AT, su movi- 
miento en el sistema X'Y'Z' es una circunferencia de radio r = mv'/q )3, descrita 
eon velocidad angnlar o> = — Con respecto a X YZ , esta circunferencia 

avanza segun el eje X con velocldad v Q , resultando alguna de las trayectorias que 
se inuestran en la fig. 15-16. El proceso se repite en una distancia u 0 P — 2-mv 0 /a. 
Si 27 tu 0 /co = 2nr, o sea si r — vja< la trayectoria es la cicloide normal, senalada (1). 
Pero si 2r:vja £ 2^r> o sea si r % vja, se obtienen las trayectorias (2) o (3) correspon- 
dientes a cicloides largas o cortas. Si la particula cargada tiene inicialmente una 
cotnponentc de la velocidad paralela ał eie Z, las trayectorias representadas en la 
fig. 15-16 se alejan del piano XV a velocidad constante. 


( 2 ) 



Fig, i 5-IG. Trayectorias cieloidales de una particula respecto 
al obseryador O. (1) r m v Q ?a ? (2) r < v 0 /co, (3) r < oja. 


Este ejempio revela un aspecto interesante: mientras que el obseryador que usa 
el sistema X YZ obserya tan to un campo electrico como uno magnetico, e! obser¬ 
yador que usa el sistema X ł Y f Z* que se mueve respecto a XYZ t observa el movi- 
miento de la particula cargada correspondiente a un campo magnetico solo, Esto 
sugiere que los campos electrico y magnetico dependen del moyimiento relatlyo 
del obseryador. Es esta una cuestión muy importante que se considerara con mayor 
detalle en la sección 15.12. 


15.5 Fnerza magn&tica sobre una corriente electrica 

Como se explicó en la sección 14.10, una corriente electrica es un chorro de cargas 
electricas que se mueven en el vacio o a traves de un medio conductor. La inten- 
sidad de la corriente electrica se ha definido como la carga que pasa por unidad 
de tiempo a traves de una sección del conductor. Consideremos una sección trans- 
yersal de un conductor a traves de la cual se estan moviendo particulas con 
carga ą y velocidad v. Si hay n particulas por unidad de volumen, el numero 
total de particulas que pasan por la unidad de area en la unidad de tiempo es 
nv , y la densidad de corriente , definida como la carga que pasa a traves de la 
unidad de area en la unidad de tiempo, es el yector 


J = nqv. 


(15.12) 
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Si S es el area de la secc.ión dci conductor perpendieular a j, la corriente es el 
escalar 


I = jS = nqvS. 


(15.13) 


Supongamos ahora que el conductor est£ en un campo magnetico. La fuerza 
sobre cada carga estd dada por la ec. (15.1) y, como hay n particulas por unidad 
de volumen, la fuerza f por unidad de wolumen es 

f = nqv *93=J *93. (15.14) 


La fuerza total sobre un pequeno volumen dV del medio es rfF = / dV = jx >3 dV , 
y la fuerza total sobre un volumen finito se obtiene integrando esta expresión 


sobre todo ese volumen; es decir 

j * }j dV. 

Vol 

(15.15) 

Consideremos ahora el caso de una co¬ 
rriente en un alambre o filamento. El 
elemento de volumen dV es (fig. 15-17) 
S dl por lo que la ec. (15.15) da 

j x 93S dl. 

Filamento 

Ahora bien, j = jut. donde u? es el vec- 
tor tangente al eje del filamento. Se tiene 
entonces 



Figura 15-17 


F = J (ju T ) x cfis dl = | 0‘S) «t * dl. 


(15.16) 


Pero jS = /, y la intensidad de corriente / en el alambre es la misma en todos 
sus puntos por la ley de conservación de la carga electrica. Por lo tanto la fuerza 
magnetica sobre un conductor por el que circula una corriente es 

F = I j u T * 93 dl. (15.17) 


Como ejemplo, consideremos el caso de un conductor rectilineo colocado en un 
campo magnetico uniforme 93 (fig. 15-18). Como tanto Uj como 93 son constantes, 
podemos escribir 

F = Iu T x 93 | dl, 

o sea, si L = dl es la longitud del conductor rectilineo, 

F = JLu t x 93. 

El conductor estó sujeto a una fuerza perpendieular a el y al campo magnetico. 
Este es el principio sobre el que se basa el funcionamiento de los motores elćc- 
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Fifr. 15-18. Relación yectoria! entre 
la fuerza magnetica sobre un conduc- 
tor por el que circula una corriente, 
el campo magnetico y la corriente. 
La fuerza os perpondicular al piano 
que contiene u T y /i. 



Fig. 15-19. Torąue magnetico sobre un 
circuito electrico rectangular colocado en un 
campo magnetico. El torąue es cero cuando 
el piano del circuito es perpendicular al 
campo magnetico. 


tri cos, Si 9 es el angulo entrc e! conductor y el campo magnetico, el inódulo de 
la fuerza F es 

F - ILU sen 0. (15.18) 

La fuerza es cero si el conductor es paralelo al campo (0 = 0) y maxima si es 
perpendicular a el (0 = tt/ 2). El sentido de la fuerza se encuentra apłicando la 
regla de la mano derecha, como se muestra en la fig. 15.18. 


15.6 Torąue magnetico sobre una corriente electrica 

Podemos aplicar la cc. (15.18) para calcular el torąue debido a la fuerza que un 
campo magnetico ejercc sobre un circuito electrico. Para simplificar, considere- 
mos en primer lugar un circuito rectangular eon una corriente /, colocado de 
modo que la normal m, y al piano que Jo contiene (orientada en el sentido que 
avanza un tornillo derecho rotando en el sentido de la corriente), forma un an¬ 
gulo 0 eon el campo 73, y dos lados del circuito son perpendiculares al campo 
(fig. 15-19). Las fuerzas F' que actuan sobre los lados V son de igual módulo 
pero direcciones opuestas; tienden a deformar el circuito pero no dan lugar a 
un torąue. Las fuerzas F sobre los lados L tienen módulo F == I1)L y constituyen 
un par cuyo brazo es L' sen 0. Pro d u cen pues sobre el circuito un torąue de 
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módulo 

t - (rilL)(L' sen 0)* 

Siendo LU ~ S , donde S es el ńrea del circuito, se tiene t = (/S) : )3sen 6. La 
dirección del torąue, siendo perpendicular al piano del par, es segun la recta PQ. 
Si definimos un vector 

M = ISu N (15.19) 

normal al piano del circuito, podemos escribir el torąue t en la forma 

r = M93 sen 6, (15.20) 

o, en forma vectorial, 

t=Mx73, (15.21) 

Este resultado es matematicamente similar a la ec. (14.50), que da el torque 
sobre un dipolo electrico, debido a un campo electrico externo. Por ello, la can- 
tidad M definida en la ec. (15.9), que es equivalente a p defmido en la ec. (15.49), 
se denomina momento dipolar magnetico 
de la corriente. Notemos que segun la ec. 

(15.19), el sentido de M es el de avance de 
un tornillo derecho que gira en el mismo 
sentido de la corriente, o sea el sentido que 
da la regla de la mano derecha como se 
muestra en la fig. 15-19. 

Para obtener la energia de una corrien¬ 
te en un campo magnetico, aplicamos el 
razonamiento inverso al usado en la sección 
14,11 para pasar de la ec, (14.49) a la 
(14.50), encontrando que la energia poten- 
cial de la corriente colocada en el campo 
magnetico 93 es 

E p = —M93cos 0 = — M-93. (15.22) 

Aunque las ecs. (15.21) y (15.22) se han 
obtenido para un circuito rectangular eon 
una orientación particular en un campo 
magnetico uniforme, una discusión mate- 
matica mas elaborada demuestra que son de validez generał, Supongamos, 
por ejemplo, que tenemos un circuito peąueho de cualąuier forma, cuya area es S 
(fig. 15-20). El momento dipolar magnetico M del circuito esta aun dado por 
la ec, (15,19), y el torque y la energia potencial cuando se coloca el circuito en 
un campo magnetico estan dados por las ecs, (15,21) y (15.22). 

Usando la ec. (15.22), la unidad de momento magnetico se expresa normal- 
mente en joules/tesla ó J En función de las unidades fundamentales es 
m 2 s -1 C, de aeuerdo eon la definición (15.19). 



Fig. 15-20. Relación entre el mo¬ 
mento dipolar magnetico de una co¬ 
rriente electrica y el sentido de la 
misma. 
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(b) 


Fig. 15-21. (a) Componentes basicos de un galvanómetro de bobina móvil. (b) Vista 

superior del ga!vanómetro mostrado en (a). 


EJEMPLO 15.5. Discusión de los instrurnentos de medición de corriente tales como 
los galuanómetros . En la fig. 15-21 se ilustra un diseńo simple. La corriente a mcdir 
pasa por una bobina suspendida entre los polos de un im&n, En algunos casos la 
bobina se enrolla sobre un cilindro de hierro C. El campo magnćtico produce un 
torąue sobre la bobina rotdndola un cierto 5ngulo. Establecer la relación entre 
este śngulo y la corriente que pasa por la bobina. 

Solución: Se a S el area efectiva de la bobina (nómero de vueltas x sección de la 
bobina). El torąue producido por el campo magnćtico, ec. (15.21), tiende a colocar 
la bobina perpendicularmente al campo, retorciendo el resorte Q. La bobina adopta 
una posición de eąuilibrio rotada un angulo a cuando el torąue magnetico es com- 
pensado por el torąue elastico ka del resorte, donde k es la constante elastica de 
śste. Una aguja flja a la bobina indica el dngulo a. Las piezas polares tienen la forma 
que se ilustra en la figura, para que el campo magnetico entre ellas y el cilindro 
de hierro C sea radial, como se muestra en la vista superior del instrumento, fig. 
15-21b, De este modo el campo 00 esta siempre en el piano del circuito y en la 
ec. (15.20) 0 es tc/2 o sea sen 6 = 1. El torąue es entonces r — IS1 3, ya que M — 1S . 
En el eąuilibrio, cuando el torąue debido al campo magnetico es compensado por 
el torąue debido al resorte, se tiene 1SH5 — ket, de donde 1 = ka/Slft. Si se conocen 
k t S y 13, esta ecuación da el valor de la corriente en función del angulo a. Normal- 
mente la escala se calibra de modo que pueda leerse I en alguna unidad conveniente. 

EJEMPLO 15.6 . Moinento magnetico correspondiente al movimiento orbital de una 
particula ćargada, tal como un electrón girando alrededor de un nucleo atómico. 

Solución: Consideremos una carga q que describe una órbita cerrada la cual, para 
simpliflear, podemos suponer circular. Si v = o>/2 tt es la frecuencia de su movi- 
miento, la corriente en cada punto de su trayectoria es I — qv, puesto que siendo 
v el numero de veces por segundo que la carga q pasa por el mismo punto, es la 
carga total que pasa por el punto en la unidad de tiempo. La corriente tiene el 
mismo sentido de la velocidad o el opuesto, segun q sea positiva o negativa, Apli- 
cando entonces la ec. (15.19), encontramos quc el momento magnetico orbital de 
la carga es 

M = (ffv)(irr*) = (-g-) (Trr*) - ię U r«. 


( 15 . 23 ) 
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De acuerdo eon la regla dada anteriormente, su dirección, que depende del signo 
de q 9 es la que se indica en la fig. 15*22. Por otro lado, si m es la masa de la par- 
Ucula, su momentum angular orbital es, segun la ec. (7.33), 

L mvr ™ mur 2 . (15,24) 

Comparando las ecs. (15.23) y (15.24), encontrainos que 


M 


2 m 

O, en forma vectorial, 


L. 


(15.25) 


M = 



(15.26) 


En consecuencia My L tienen el mismo sentido o sentidos opuestos, segun que la 
carga q sea positiva o negativa. Un electrón tiene q = — e y m = mc, resultando 


Mc 


2m e 


(15.27) 


Un protón tiene q — + eym = m P , por lo que 


Mn 


2/np 


L. 


(15.28) 




Si suponemos que la carga elćctrica estó gi- 
rando sobre sl misma alrededor de un diśmetro 
del mismo modo que la tierra gira alrededor 
de su eje, tiene, ademas de su momentum 
angular orbital L, un momentum angular in¬ 
terno S 9 llamado espln . Debe haber un mo- 
mento magnćtico asociado eon el espln S 9 ya 
que cada elemento de volumen de la carga 
que gira se comporta de la misma manera 
que la carga q en la fig, 15-22, Sin embargo, 
la relación entre el momento magnćtico y el 
espin no es la misma que la relación (15.26), 

porque el coeficiente por el que hay que multiplicar el momentum angular de 
espin S para obtener el momento magnćtico correspondiente depende de la estruc- 
tura interna de la particula. Es util escribir el momento magnćtico debido al es¬ 
pin en la forma 


q posltiva 


Fig. 15-22. Relación vectorial en¬ 
tre el momento dipolar magnótico 
y el momentum angular de una 
carga describlendo una órbita ce- 
rrada. 


M s 



(15.29) 


donde el coeficiente y, llamado factor giromagnćtico , depende de la estructura de la 
particula y del signo de su carga. Combinando las ecs. (15.26) y (15.29), obtenemos 
el momento magnetico total de una particula de carga ± e que recorre una órbita 
y gira sobre sl misma, 


M =* 


€ 

2m 


( i 1* + yS)* 


(15.30) 


El signo mas (menos) delante de L corresponde a una particula cargada positiva- 
mente (negativamente). Aunque el neutrón no tiene carga elóctrica y por lo tanto 
no origina un momento magnetico orbital de acuerdo eon la ec. (15.26), tiene un 



536 Interacción magnelica 


(15.6 


momento magruHico de espin que es npiwto fd S En Is. tabia que sigue se 

da ei valor de y para el edectróre <9 pr.»ror. y e! ncotrón. 


Parli cu i a 


e * ? ci r 6 o • *2.. 0 O 2 4 

pr *tói : 5,5851 

r rat r-;—. • 53255 

U n. orner.tr> magnetteo to tai do! necie* o ;/» e* ( ul dado -to. Sh ec. (1.5 30) sino por 
ia 115.29) El * ł alor uulo de- crpeu uoo 3 •aeutróu i?a v ó u na estru ciura interna 
co ropieją. Anólogamente, cl heeho co la o del proton sea diferenle a la del 
electrÓTi indica aue la estructura interna dci orotón eo di terenie a la dcl electron. 



Fig*. 15«2tL E3 torąue magnetico r so* 
bre una particula eargada en. movi- 
micnto es perpendienUr al morrenturo 
angular t de la par licu la y a i ca ni po 
magnet i co 7i. 



(a) 9 positiva 



(b.) 9 negativa 


Fig* 15-24' Prccesión del moment um 
angol ar de una particula eargada alre- 
dedor del campo magnetico. 


EJ EM PLO 15.7. Torąue y energia de una particula eargada que se mueve en una 
región donde hay un carnpo magnetico. 

Soiución: Supongamos que se colona l‘\ particula del ejernplo anterior en im eampo 
magnćtico unlforme (lig. 15-23). Emplermdo las ecs. (15.21) y (15.26) encontramos 
que el torąue ejercido sobre la partie uh es 

z = -i- Ł X n =- i- - W X /, (15.31) 

2m 2 ni 

en dirección perpendicular a E y e ii Es po torąue tiende a cambiar el momentum 
angular orbita! h de la particula de a cercie eon la ec. (7.38), dLjdt ~ Dellu len do 
fi — (ql2m)'fi, quc es la mit ad ffc 3 Irccuer cia dclotróiiica da da por la ee, (*5,7), 
tenemos para el torąue dado por .3 cc, (15.3-), 


T ^ Q x L. 


(15.32) 
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Esta ecuación es similar a la ee. (10.29) correspondient.e al movimiento del giros- 
copio, por lo que en este caso se tiene el mismo tipo de precesión alll estudiado. 
En el capitulo 10 la precesión se debia a 1 torąue producido por la interacción gra- 
yitacionai; aqui se debe al torąue produciao por la interacción magnćtica. La pre¬ 
cesión de L alrededor de 1) prcduce ur.a rotación de la órbita de la particula. En 
la fig. 15-24 se ha indicado la dirección de Q y el sentido de precesión para una 
carga positiva y para una negatiya. 

La expresión (15.32) es valida solamente para una particula sin espin. Si la par- 
ticula tiene espin, el analisis es algo mas complicado, por lo que lo omitiremos. 

Podemos obtener la energia de una particula que se mueve en una órbita dentro 
de un campo magnćtico combinando las ecs. (15.22) y (15.26); resulta 

Ep =- L • B = 12 • L. (15.33) 

2m 

Si la particula tiene espln, usamos paia el momentc magnetico la ec. (15.30), ob- 
teniendo 


Ep = — ~~ ( + yS) • ». (15.34) 

Estos resultados son muy importantes para ayudar a comprender el comporta- 
miento de un atomo o de una molecula en un campo magnetico externo, tema 
de interes tanto desde el punto de vista teórico como del experimental. Por ejem- 
plo, cuando se coloca un atomo en un campo magnetico externo, se perturba el 
movimiento de los clectrones y la energia varia de acuerdo eon la ec. (15.34). 
Cuando se compara este va!or teórico de E p eon los resultados experimentales, se 
eneuentra que las componentes Z de los momenta angulares orbital y de espln 
estan cuantizados; es decir, L z y Sz pueden tomar sólo ciertos yalores que se 
expresan en la forma 

L & — mih , Sz = rrufr, 

donde la constante h = hj2n = 1,05 x 1C~ 54 J s. Esta constante fue introducida 
en la sección 14.9 al discutir el movimiento orbital de los electrones, y h es la cons¬ 
tante de Planck. Los yalores posibles de rru son 0, ± 1 , 4 2, ± 3, . . ., mientras 
que ma puede tomar solamente dos yalores, 4- i ó —- i. El numero mt se denomina 
mimero cudntico magnćtico del electrón, mientras que mi es el numero cudntico de 
espln. Para los neutrones y los protones se obtiene un resultado analogo. Por esa 
razón se dice que el electrón, el protón y el neutron tienen espin 

Por otro lado, el momentum angular orbital L tambićn esta cuantizado f pudiendo 
tomar solamente los yalores dados por 

L = V 1(1 + 1) h, 

donde / = 0, 1, 2, 3, ... es un numero natural que se denomina numero cudntico 
del momentum angular. Como Lz no puede ser mayor que L, concluimos que los 
yalores de mi no pueden pasar de /, es decir 

mi — 0 , 4 1 , 4 2 ,..., 4 (l -— 1 )» 4 

Por lo tanto, para / = 0 sólo es posible mi = 0. Para / — 1, podemos tener mi — 0, 
± 1, y asl sucesivamente. Por otrą parte, como el numero cuantico de espln tiene 
solam ente un valor, hay un unico valor para el momentum angular de espln 
S = V *(* + 1 ) fi = Of 3/2) h. 

El hccho de que para un valor dado de L sólo ciertos yalores de L z son posibles 
implica que L puede tener solamente ciertas direcciones en el espacio (fig. 15-25a). 
En la sección 14,7 esto se denominó cuantización espacial. En el caso del espin, 
como m» tiene sólo dos yalores posibles ( ± i), concluimos que S puede unicamente 
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Fig. 15-25. Postbles orientaciones (a) del momentum angular correspondiente a 
i — 1, L =s v y (b) del espin 5 = ±, S = <f3/2)/t. 


estar en dos direcciones respecto al eje Z, que generalmente se denominan hacia 
arriba (f) y hacia abajo (|). En la fig. 15-25b se muestran las orientaciones per- 
mitidas del espin. 


15.7 Campo magnćtico producido por una corriente cerrada 

Hasta ahora hemos dicho que nos damos cuenta de la presencia de un campo 
magnetico por la fuerza que produce en una carga en movimiento. Tambien 
hemos nombrado ciertas sustancias que en su estado natura!, producen un campo 
magnetico. Examinemos ahora eon mayor detalle cómo se produce un campo mag¬ 
netico, En 1820, el lisico danes Hans C, Oersted (1777-1851), notando la des- 
viación de la aguja de una brujula colocada cerca de un conductor por el que 
pasaba una corriente, fue el primero en observar que una corriente eledrica pro¬ 
duce un campo magnetico eń el espacio que la rodea. 

Despues de muchos experimentos que varios fisicos hicieron a traves de los 
ahos usando circuitos de formas diferentes, se ha obtenido una eapresión generał 
para calcular el campo magnetico producido por una corriente cerrada de cual- 
quier forma. Esta expresión, llamada ley de Ampbre-Laplace , es 

Ki = K m I j Ut * Mr - dl, (15.35) 

donde el significado de todos los simbolos esta indicado en la fig. 15-26, y la 
integral se extiende a todo el circuito cerrado (es por eso que se usa el simbolo (£). 
En la expresión anterior, K m es una constante que depende de las unidades que 
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se elijan. En el sistema MKSC se ha acordado (ver nota despues de la sección 15,9) 
que K m = 10~ 7 T m/A ó m kg C“ 2 . Debemcs notar que la integral de la cc. (15.35) 
se expresa en m* 1 cuando r y l estan en metros. En consecuencia 

93 = 10-»/ i — - dl. (15.36) 

J r 2 

Es costumbre escribir K m = 1^/4 tc, donde es una nueva constante llamada 
permeabilidad magnetica del vado . La expre- 
sión (15.35) de la ley de Ampere-Laplace se 
escribe entonces 

93 = -^ / UT - -- Ur dl, (15.37) 

4« J r 2 

y en el sistema MKSC de unidades Flg . 15 _ 26 . Campo magnćtico 

producido en un punto P por 

[x o =4ttx 10“ mkg C~ 2 = una corriente elćctrica. 

= 1,3566 x 10~ 6 m kg C’ 2 , (15.38) 

Como una corriente electrica es simplemente un chorro de particulas cargadas 
que se mueven en la misma dirección, llegamos a la siguiente importante conclu- 
sión que sigue: 

el campo magnelico , y por lo tanio la inleracción magnćtica, es pro¬ 
ducido por cargas electricas en mouimiento. 

Para ilustrar el empleo de la ec. (15,37), la aplicaremos al calculo del campo 
magnetico producido por corrientes de formas simples. 



15.8 Campo magnetico de una corriente rectilinea 


Consideremos una corriente rectilinea muy larga y delgada, como en la fig. 15-27. 
Para cualquier punto P y cualąuier elemento de corriente dl r el vector Ur x Ur 
es perpendicular al piano determinado por P y la corriente, por lo que es para¬ 
lelo al versor u d . El campo magnetico producido por dl en P es entonces tangente 
a la circunferencia de radio R que pasa por P, tiene su centro en la corriente y 
estó en un piano perpendicular a la corriente. Por lo tanto, cuando realizamos 
la Integración indicada en la ec. (15.37), todas las contribuciones del integral 
tienen la misma dirección que u* y el campo magnetico resultante es tambien 
tangente a la circunferencia. Se necesita entonces solamente calcular el módulo 
de 93. El módulo de ut x u r es sen 0 por ser Wryttp versores. En resumen, para 
una corriente rectilinea podemos escribir el módulo de la ec. (15.37) en la forma 
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Fig. 15-27. Campo magnetico produ- 
cido en un punto P por una cornente 
rectilinea. 





Fig. 15-28. Lineas de fuerza magneti- 
cas alrededor de una corriente rectilinea. 



El campo magnetico es inversamente proporcional a la distancia R y las lineas 
de fuerza son circunferencias eon centro en la corriente y perpendicułares a la 
misma, como se muestra en la fig. 15.28. En esta figura se indica tambien la 
regla de la mano derecha para determinar el sentido del campo magnetico eon 
respecto a la corriente. El resultado (15.41) se denomina formula de Biot-SavarL 
En el caso de una cornente rectilinea circulando por un alambre observamos 
el campo magnetico pero ningun campo electrico; esto se debe a que, ademas 
de los electrones en movimiento que producen el campo magnetico, estan los 
iones positivos del metal, que no contribuyen al campo magnetico porque estan 
en reposo eon respecto al observador, pero que producen un campo electrico 
igual y opuesto al de los electrones. Es por ełlo que el campo electrico total es 
nulo. Por el contrario, para iones moviendose segun el eje de un acelerador lineal, 
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Fig* 15-29. Relación entre los campos electrico y magnśtico producidos por una 
corriente de iones positivos (negativos) que se mueven en linea recta. 


tenemos un campo magnetico y un campo electrico, El campo electrico corres- 
ponde ał valor dado en el ejemplo 14.7 para el campo electrico de un filamento 
cargado, ć = u r j2TZ€ęR> Comparando este valor eon la ec. (15.41), vemos que 
los dos campos est&n relacionados por 


93 = jW u T x £. 
\ 


(15.42) 


15.9 Fuerzas entre corrientes 

Apliąuemos ahora las ecs. (15.41) y (15.16) conjuntamente para obtener la inter- 
acción entre dos corrientes electricas. Para simplificar, consideremos en primer 
lugar dos corrientes paralelas I e I' (fig. 15-30), en el mismo sentido y separadas 
una distancia R . En cualąuier punto de V el campo magnetico TS debido a I estś. 
dado por la ec. (15.41) y tiene la dirección indicada. La fuerza F T sobre /' es, 



Fig. 15-30, Interacción magnćtica entre dos corrientes rectilineas. 
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usando la ec. (15.17), 

F' ~ 1' j u’ T x ?j dl. 


Ahora bien, u r T x = — Mk 7J, donde Ur es el versor de I a Por lo tanto 
usando la expresión (15.41) para /j> tenemos 





Hir 

2 r.R 


L\ 


(15.43) 


Este resultado indica que la corriente l atrae a la corriente Un calculo analogo 
de la fuerza que /' ej erce sobre 1 da el mismo resultado pero eon signo mas, de 
modo que esta dirigida segun Kr y tambien representa una atracción. En resu- 
menr dos corrientes paralelas en el mismo sentido se atraen eon fuerzas iguales como 
resultado de su interacción magnetica. Dejamos al estudiante la tarea de verificar 
que si corrientes paralelas tienen sentidos opuestoSy se repelen. 



Fig-. 15-31. Atracción y repulsión entre dos corrientes. 


Este resultado puede extenderse a corrientes de cualquier forma. Ei estudjante 
puede verificar que las corrientes de la fig. 15-31 (a) se atraen, mientras que las 
de la fig. 15~31(b) se repelen. Estas interacciones entre corrientes son de gran 
importancia practica en los motores electricos y otras aplicaciones tecnológicas. 

Nota sobre unidades : Al discutir las unidades fundamentales en la sección 2.3, 
indicamos que el sistema de unidades aprobado internacionalmente es el slstema 
MKSA y no el sistema MKSC, aunquc en la practica no hay diferencia entre ambos. 
Tenemos dos leyes para elegir la cuarta unidad basica a incorporar ademas de las 
de longitud, masa y tiempo, Elias son: la łcy de Coulomb para la interacción elec- 
trostatica entre dos cargas, da da por ia ec. (14,2), 
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y la tey de interacción entre dos corrientes rectillneas, dada por la ec. ( 15 . 43 ) eon 
In constante magnet i ca Km en vez de 

r ,, 2f/' r 

/’ ~ = /*.«» -■ \- i 


Aunquc tenemos dot constantes, K e y K ?i , : correspondbntcs a las fuerzas el&ctrica 
y nuigrjeticu. hay só ! o im grado de Ifbertad porque hay solamente una nueva cari- 
lidad lisica, iu carga «>ieetrica, est&ndo la corrlenie reladonada a dla por la ecuación 



Fig, 15-32. Aparato para definir el Fig. 15-33. Balanza de corrientes para 
ampere experimentalmente. medir una corriente en función de la 

fuerza magnetlca entre dos conductores 
paralelos. 


En la fig. 15-33 se muestra una disposición experimental para medir la fuerza 
entre dos conductores paralelos, Constituye una balanza de corrientes . La misrria 
corriente pasa por los dos conductores, de modo que F = 2 x 10 ^I 2 L'fR. Primero 
se equilibra la balanza cuando no hay corrientes en el cireuito, Cuando por este 
circula corriente, es necesario agregar pesas en el platillo izquierdo para eąuilibrar 
nuevamente la balanza. Usando los valores couocldos de F, L' y R, podemos en- 
contrar el valor de 1. En la practica se usan dos bobinas circulares paralelas. 
La expresión de la fuerza entre bobinas es diferente. 
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Como en función de las constantes auxiliares * it y jx 0? tenemos K * = 1 j4nt 0 y 
K m — p 0 /4:r ? se deduce que el cociente entre estas des constantes es 


K< ^ 
Km 


donde c — 1/K € oPo- Esta conslante es igual a la velocidari de la luz (o de eualąuier 
serial electromagnetica) en e) vacio f como se deniostrara en eł capitulo 19. La cons- 
tante c ha sido medida experimentaiment.e eon gran precisión. En función de ella 
tenemos que K* = K m c 2 — iQ 7 ~r 2 , qoe es el va!or de K* dado en la sección 14.3. 
Esto explica nuestra elección anterior para elecoión qne entonces pudo parecer 
algo a rh itr aria. 

U na de las razones por 'as ouaPs i u Undecima C-m r ncia recomendó el uso 
del ampen: como la cuarta unio ad fomLrncnfal es es rnós facil preparar un 
patrón de corriente y roedir to Lif :zo entre dos eorrientesj que construir un patrón 
de ctirga y medtr la fu er z a entre des cargas. Sir- embargo, de 3 de. e! punto de yista 
ffsico, e ■ couccpfo de carga es rnń* fur*.'hi merda? que el be corriente De todos modos, 
f anto a) el aspecto próetico como er* ej i.oórkm los si sten es MKSC y MKSA son 
cquivaleirt£S, 


15,10 Campo magnetica de una corriente circular 

Consideremos ahora una corriente circular de radio a (fig, 15-34). El calculo del 
campo magnetico en un punto arbitrario es un problema matematico algo com- 
plicado; pero en puntos sobre el eje de la corriente, dicho cólculo es una tarea 
bastante facil. Yeamos primero que la ec. (15.37) puede interpretarse matemati- 


Fig, 15-34* Calculo del campo magne¬ 
tico a lo largo del eje de una corriente 
circular. 



camente diciendo que el campo magnetico resultante Ji producido por la corriente 
en P es la suma de un gran numero de contribuciunes eiementales (FB de cada 
uno de los elementos de longitud dl que componen eLcircuito. Cada contribución 
elemental es 



Ut * 
r 2 


dl. 


Sin embargo, esta ecuación debe considerarse solo en relación eon la ee. (15.37) 
y no como un enuneiado independiente. 

En el caso de una corriente circular, el producfco vectorial Ut X u r de la fig, 15-34 
es perpendicular al piano PA A' y iiene módulo iinidad porque los dos versores 
son perpendiculares. Por lo tanto. el campo d t5 producido por el elemento de 
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longitud dl en P tiene el módulo 


«F)j 


47 : 


I 


dl 

T 2 ’ 


y es perpendicular al piano PA A', siendo entonces oblicuo respecto al eje Z • 
Descomponiendo d!3 en una componente dl3\\ paralela al eje y otrą d}3 ± perpen¬ 
dicular a el, vexnos que, cuando integramos a lo largo de la circunferencia, para 
cada d)3± hay otro en sentido contrario proveniente del elemento de longitud 
directamente opuesto a dl; la resultante de todos los vectores d L J3 x es entonces 
nula. La resultante 93 sera la suma de todos los siendo en consecuencia para¬ 
lela al eje. Ahora bien, como cos a = a/r , 

d %I = ((fB) COS a = — dlj = dl. 

r 4 Kr 3 


La distancia r permanece constante cuando integTamos a lo largo de la circun- 
ferencia. Luego, siendo $ dl = 2:ra, obtenemos para el módulo del campo mag¬ 
netico resultante 


Teniendo en cuenta que r = (a 2 + i? 2 ) 1 ' 2 , podemos escribir el campo magnetico 
en los puntos que estan sobre el eje de una corriente circular en la forma 


c)Ą — 

2 ( a 2 + fl 2 ) 3 ' 2 * 


(15.44) 


El momento dipolar magnetico del circuito es, usando la definición (15-19), 




Fig. Uneas de fuerza magneti- Fig. 15-36. Campo magnetico produ- 

cas debidas a una corriente circular. cidd en el punto P por una corriente 

dipolar magnetica. 
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M = I(na 2 ); luego 

li = 


Ho M 

2 tt( a 2 + i? 2 ) 3 ' 2 ‘ 


(15.45) 


En la fig, 15-35 se ha representado el campo magnetico de una corriente circular. 

Ocurre un caso muy interesante cuando el circuito es tan pequeno que el radio a 
puede despreciarse frente a la distancia R. La ec. (15,45) se reduce entonces a 


cw — _ Hq(2M) 

° 2 *R 3 ~ 4r.R 3 


(15.46) 


Cuando comparamos la ec. (15.46) eon la ec. (14.46) eon 9=0, es decir, <f r = 
(l/ 47 ce 0 )( 2 p/r 3 ), vemos que el módulo del campo magnetico a lo largo del eje de la 
peąueńa corriente es identico al campo electrico a lo largo del eje de un dipolo 
electrico si haeemos corresponder (^ 0 /4n)M a pj4ne 0 . Por esa razón el circuito 
se denomina dipolo magnetico . En consecuencia* podemos aplicar a un dipolo 
magnetico las ecs. (14.46) y (14„47) correspondientes a un dipolo electrico, resui- 
tando para el campo magnetico fuera del eje (fig. 15-36), 



2M cos G 
Ji 


4tc 


M sen 0 
Ji ' 


(15.47) 


En el capitulo 14 vimos que las lineas de fuerza de un campo electrico van de 
las cargas negativas a las positivas o, en algunos casos, desde o hacia el infinito. 
Por el contrario, podemos ver en las figs. 15-28 y 15-35 que las lineas de fuerza 
de un campo magnetico son cerradas enlazando la corriente. La razón de esto 
es que el campo magnetico no se origina en polos magneticos. Un campo de este 
tipo, que no tiene fuentes puntuales, se denomina solenoidal. 


EJEMPLO 15.8 . Estudiar el galvanómetro de tangertłes . 

Soiudón; Un galvanómetro de tangentes consiste en una bobina circular (fig. 15-37) 
que tiene N vueltas y por la cuaLcircula una corriente L Se coloca en una región 

donde hay un campo magnetico 7) de manera 
que un diametro de la bobina sea paralelo a 
Z )). La corriente I produce en el centro de la 

bobina, un campo magnetico dado por la ec. 
(15.44> eon R — 0; es decir, \i 0 l/2a. Y por tener 
N vueltas. el campo magnetico total producido 
en el centro es r )J c = \i 0 IN/2a . Por consiguiente 
ei campo magnetico resultante 7V en el centro 
de la bobina forma eon el eje de la bobina un 
angulo 6 dado por 

tg 9 li/Uc « 2a'i3/(i 0 IN. 

Si se coloca una peąuena aguja rnagnćtiea en. 
el centro dc la bobina, girara y ąuedara en equi- 
librio formando un angulo 0 eon ei eje. Esto nos 
peronie me.dir el campo externo c l) si conocemos 
Fig, 15-S' Galvanómetro de tan- !a errriente 1 o, irwersamente, medir la corrien- 
gentes. te I si conocemos el campo Normaimente, 
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'd es eł campo magnetico terrestre. Fara mediciones de precisión debe corregirse la 
fórmula para tener en cuenta ia longitud finita de la aguja, ya que el campo que 
actua sobre ella no es exactamente d campo en el centro. Eł nombre “galyanómetro 
de tangentes” se deriva de la función trigonometrica que aparece arriba. 

EJEMPŁO t5.9 . Estudiar el campo magnetico de una corriente solenoidal, 

Solución: Una corriente solenoidal, o simplemente un solenoide, es una corriente 
cornpuesta de yarias espiras circulares coaxiales y del mismo radio, todas eon la 


Fig. 15-3$. 


Łtneas de fuerza magnótlcas debidas a una corriente solenoidal. 



misma corriente (fig. 15-38). Obtenemos su campo magnetico sumando los de cada 
una de las corrientes circulares correspondientes. En la figura se ha indicado el 
campo por medio de lineas de fuerza, suprimiendo algunas fluctuaciones en el espa- 
cio entre espiras, Galcularemos el campo del solenoide unicamente en puntos que 
estan sobre su eje. 

En la fig, 15-39 tenemos un corte longitudinal del solenoide. Si L es la longitud 
y N ei numero de espiras, el numero de espiras por unidad de longitud es NjL y 
el numero de espiras en una sección de longitud dR es ( N/L)dR. Podemos całcular el 
campo de cada espira en un punto P del eje usando la ec. (15.44); el campo debido 



Fig, 15-30, Galculo del campo magnetico en un punto P situado sobre el eje de 
una corriente solenoidal. 
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a las espiras contenidas en la sección d.R puede euLularse vn la sigujenŁc forma: 


d-8 ^ ! 


Po l a 1 

2(a 2 +W' 2 j 


N 


a 2 dR 


— dR ---- 1 - 

L 2 L (/j* f «*)»'* 


(15.43) 


De la ftgura inferimos gue R m a clg 3, dr ~ a cosec 2 ,3 (i£, y a' 2 -f i? 2 = a 2 
cosec 2 3. Suslituyendo en la cc. (15.48)* teneraos 

<TB r- (— sen 3 dp). 

2L ' 


Para obtener el campo resultante, dcbemos integrar des de un ex tremo del sole- 
noide hasta el Giro, Es decir, calculamos el campo resuHante como sigue: 


2 L 



sen 3 d$ 


Po JN 
2 L 


(COS - 


COS 3i)» 


(15.49) 


Si el solenoide es muy largo eon respecto al radio, tenemos para puntos cerca del 
centro que ta tz y % » 0, de donde 


h - 


Po™; 

L 


(15.50) 


Para un punto en ano de sus extremos, = tc/ 2 y (3 2 « 0, ó » rc y p a = tt/ 2. 
En cualąuiera de los dos casos 

« = (15.51) 

o sea la mitad del valor en el centro. Los solenoides largos se usan para producir 
canipos magnćticos bastante uniformes en regiones limitadas cerca del centro. 


EJEMPLO 15.10 . Estudiar el campo magnetico del sistema cuadrupolar de co- 
rrientes ilustrado cn la fig. 15-40. 

Solución : El sistema de corrientes de la fig. 15-40 esta compuesto por dos pe- 
ąuehos circuitos iguales separados una distancia 2a, por los que circulan corrientes 

iguales I pero de sentidos opuestos. Gada cir- 
cuito es entonces un dipolo magnetico; pero 
como las corrientes circulan en sentidos opues¬ 
tos, los momentos dipoiares son opuestos, dan- 
do un momentu dipolar magnetico total nulo. 
Sin embargo, el campo magnetico resultante 
no es cero debido a la separación de los circui¬ 
tos y el sistema constituye por lo tanto un cua- 
drupolo magnetico. Debe notarse que la situación 
es matematieamente muy similar a la del ejem- 
plo 14.13. 

Teniendo en cuenta la analogia entre la ec. 
(15.47) para un dipolo magnetico y las ecs. (14.46) 
y (14,47) para un dipolo electrico, podemos de- 
fmir un potcncial “magnetico” Vm asociado eon 
el campo magnetico de un dipolo magnćtico 
dado por la ec, (14.45) eon u 0 /V//4rr en vez de 
n/-trr« c . Se Uene 



Fię. 45-40 
tico. 


Guadrupolo magne- 




\j. 0 M c os 6 
4rcr 3 


jVV/’r 

47tr 3 
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Luego, el potencial “magnćtico" resultante en P es, teniendo en cuenta que 

M i = — — M, 

V _ * r i . 1^2: r z = ^qM _ r*\ 

47rr® 47rr| 47: \ rJ rj / 

En la fig. 15-40 ob$ervamos que o 4 -ryr, = a 4 -r, por lo que 

r\ = r 8 4- a 2 — 2ar cos 0, 

= r 2 4 - a 2 4 - 2 ar cos 0 . 

Usando el desarrollo binomial hasta el primer orden en ajr> tenemos 


— = — (l — 
r? r 3 \ 

y analogamente, 

-1 „JLh- 

r| r 3 l 


2a cos 0 


3a cos 0 


Por lo tanto 


^1_ 

-3 -3 

r l r 2 

__ o 4 ~ r 

r 3 


4- r 


(*- 


...) 


4- 


3a cos 0 


4- 




i , 3 a cos 0 t 

1 4-~ 4~ 


3a cos 0 


4- 


Sustituyendo este valor en la expresión de V m , obtenemos 

3 M • ra cos 0 ' 


_ ( 

~ 4 izr* V 


-M • a 4 ~ 


•••) ■ -• 
ten 

)■ 


2 a 

3 


6ra cos 0 


V m = 


Pero M*a = Ma y M*r =s Mr cos 0; luego 
p. 0 M(2a)(3 cos 8 0 — 1) 

47rr 3 

cuya dependencia angular y radial es similar a la de la ec. (14.58), confirmando 
el hecho de que estamos tratando eon un cuadrupolo magnćtico, El momento cua- 
drupolar magnetico es M(2a), El campo magnetico del cuadrupolo magnetico tiene 
las siguientes componentes radial y tangencial 


( br — 

■'Bo = — ■ 


dr 

L dVm 

r 


ae 


3p 0 M(2a)(3 cos 8 0 — 1 ) 

47T/* 4 

6(jL 0 A/(2a) sen 0 cos 6 

47ir 4 


Advertimos al estudiante que el potencial “magnetico” que hemos introducido 
es simplemente un artificio matematico para calcular el campo magnetico, y que 
no esta relacionado eon una energia potencial en la misma forma que lo esta el 
potencial elćctrico. 


15.11 Campo magnetico de una carga en movimiento 
(no relativista) 

El hecho de que una corriente electrica (es decir, un chorro de cargas en movi- 
miento produce un campo magnetico, sugiere que una sola carga en movimiento 
debe producir tambien un campo magnetico, Trataremos de determinar este 
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airnpo tn ag o et ko pąKn-ndo ky r^^ui■ aó > 'Oakko ? . ora *■) nnnpo magneHco de 
una c< TUr.\\\y deerncin fu Liii.*-;po t -u^aHie** profanie noa eonie nie es, 
segiin la cc. (15.37), 


73 



r r Mr X Mr 
/ <(, — Ta — 


£1 _ iAc_; -J dl U ‘T) * Uf 

1 ~ T- /.> ' 


Pero recordando las ecs. (15.12) y (15.13) y el hecho de quc dV r ^ S di, tenemos 
j ” juj y j ~-nqv i lo cual da 

I dl ur = (J5) d/ ur = j d V — nqv d V. 


Por lo tanto 


M „ JŁ i „ tfv . 


4?r J 


r A 


(15.52) 


C o n; o ; t dV e $ e ł n urn ero de p a r1 1 c u I a s e n e ! vo 1 u men d V * p odemos i n ter p ret ar 

cl resultado anterior diciendo que rada parlicula 
cargada produce en el punto A (fig. 15*41) im 
rampo rnagnetico da do per 



n 


Fi mddulo de Jj 


(jl 0 ar x u r 


(15.53) 


magnetieo pro duci do.s por una 
e it.ru a e n nm v i mi e n t o. 


P 0 gysen 0 
4 t r 


y su JireedOa es perpendirular a t y a t\ I.as 
Imras msgnctkas dr tmrza son o ni on ces circm- 
;erc-:.-cuu.. ^ rnucotra ć.o !*?. *kpH';r. kve rv ^ om: n de* ^arepo 

o.:o; kinu. i-s -wi* ca. >a ! Aimńrnto y es skere »-j piano per-* 

V.* ' o>'-v * :i ;o t:Mc f prnnrwk ••;/• /j >>rr : . 3 • o * ko que ro lo 

. O' . f '■ ‘ p; 5 v i ni i ę r? r o fi a ’! a ■- ^ ni r: 



■ l TT. ;■ ,/* 


En coriscr-ueruda podernos eacrrbru iri ee. (j 5.53^ co. Is Dornia. 



,54) 


la ruk esi&bkce u o a ?st rr-rao 'vk;ión '"kre lor o a huk * clectrieo y rnnęrneueo 
prodc’"53-'H por u nr ■' fli-pa ro nr .y ■ v t-^ e (.Koresinn a‘ oo r -x hernos co^to 
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que, como seńalamos anteriormente y demostraremos mas adelante, es la velo- 
cidad de la luz o de cualąuier serial ełectromagnetica en el vacio. En numeros 
redondos, c = 3,0 X 10 3 rn s“ l * 

En concłusión: aunque una carga en reposo produce unicamente un campo 
electrico, una carga en movimiento produce tan to un campo electrico como uno 
magnetico, relacionados por la ec. (15.54). Los campos electrico y magnetico 
son entonces simplemente dos aspectos de una propiedad fundamenta! de la 
materia, siendo mas apropiado emplear el terrnino campo electromagnełico para 
describir la situación lisica que involucra cargas en movimiento. 

Debemos seńalar aqui que el pasaje de la ec. (15.52) a la ec. (15.53) no cons- 
tituye un procedimiento matematico unico ya que, si agregamos por ejemplo 
a la ec. (15.53) un termin o cuya integral a lo largo de un ca min o cerrado sea 
cero, la cc. (15.52) no cambia. En reaiidad, la ec. (15.53) no cs eompletamente 
correcta. Se ha encontrado experimenta]mente que da resultados accptables 
solo cuando la velocidad de la particula es peąueńa eon respecto a c. En la sec- 
ción 15.13 deduciremos la expresión correcta de 73 que sera valida para todas 
las ve!ocidades. Por otrą parte la ec. (15.52) es vahda para todas las velocidades. 

EJEMPLO 15.11 . Verificar que el resultado (15.42) para el campo magnetico de 
una corriente rectilinea es compatible eon la ec. (15.54). 

Solución: El campo magnetico producido por una corriente rcctilinea es el resultante 
de los campos individuales producidos por todas las cargas que se mueven a lo largo 
del conductor. De aeuerdo eon !a ec. (15.13), si S cs la sección transverśal del con- 
ductor, / — rtqSv , donde u es la yelocidad de las cargas. Pero nq es la carga por 
unidad de yolumen y por lo tanto la carga por unidad de longitud en un conductor 
de sección S es nqS — X; de donde / = Xa. Haciendo sustituciones en la ec. (15.42) 
y teniendo en cuenta que v = uur, tenemos 

li = «r*f = (*„€„« x f, 

X 

que es precisamente la ec. (15.54). 


15.12 Electromagnetismo y el principio de relatiridad 

En el capitulo 11 establecimos como principio generał el reąuisito de que todas 
las leyes de la naturaleza deben ser identicas para todos los observadores iner- 
ciales. En consecuencia, debemos ahora obtener la relación entre los campos 
electricos y magneticos medidos por dos observadores en movimiento relativo 
uniforme, de modo que se satisfaga el principio de relatividad. 

Supongamos que tenemos dos observadores O y O' (fig, 15-42) en movimiento 
relativo eon yelocidad v> y que hay dos cargas q y Q en reposo respecto a O'; 
las dos cargas estan por lo tanto en movimiento eon respecto a O. Los valores 
de arribas cargas son los mismos para los dos obseryadores O y 0\ como ya se 
seńałó en la sección 15.4. Para el observador O' hay solamente una interacción 
electrica entre Q y q y la fuerza que mide sobre q es F' ~ qC\ donde f' es el campo 
electrico producido por Q en q de aeuerdo eon lo que mide O'. 




552 Inkracción nragneika 


(15.12 


Por otro lado. O ve In cnrgn Q en 
eiectrico ć y un oampo magadioo >i; 
inovimiento eon veioeidad t, In tu er/a 

F = y((‘‘ 4“ r x 73). 



"wnto. y ->hserv& noc produce un campo 
emnn O oUSf*rva o u o tambien <7 esta en 
ej er ciao pur Q que O nudę sobre q es 


Fig. 15-42. Comparación de Jas me- 
didas eleetromagneticas hechas por 
dos observadores en movimicnto re- 
iativo. 


Ełigiendo d sistema de coordenadns tal n;:e los e j es X y X' coinc-idan eon la 
(lirección de la \ eIocidad reiativa de los obsemtdorcs, t enem os que r ~~ u x i> y 
que v x B = — u y v : ł3 z + u z v r jjg ; por lo tanto las componentes de F en el sis- 
tema XYZ son 


F x = ę<f* - q(ć y — d%), F s = j(<f. + n%). (15.56) 

Las componentes de F' en el sistema X / Y'Z / son 

e; = qć' x , Fy = ęf'-. F’ z = (15.57) 

Como q esta en reposo respecto a 0\ la relación entre las componentes de F y 
de F r esta dada por las ecs. (11.32), (11.33) y (11.34): es decir, 

P' x =— P Xt P[ r:r ( Fi ~ _ , 

C 3 —r 2 /r 2 y 1 — v 2 1c 2 


Reemplazando los valores de las componentes por los dados en las ecs. (15.56) 
y (15.57), y canc.elando cl lactor comun q s obtenemos 


<?g — W* (C / __ <* * f if fty 

\ r \ “'“ii 2 /? ' “ Ł ]/T— n 2 /? 


(15.58) 


Esfcas expresiones relacionon, de aeuerdo cor la teoria de la relatividad esoeeial, 
el ca nipo electrico medido por el obscrvndor ;P eon los eampos dcc tri co y mag¬ 
net kro r -1 -ni; dos * .-or *3 obserYador (1 ! .. is i v .- m : ; -r macie n es in ^crsas de las ecs. (\ 5.38) 
se obiieof r intcrcainbiando los ^ o i;, •••rmodo d signo de i ya que el 

sistema a. YZ so nrmeoe eon ^4 mim. o — o msptoto o X'Y f Z'. Asi, s* c3 o be er- 
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vador O ' mide un campo electrico ( ' y un campo magnetico }]', el campo electrico 
que mide O esta dado por 


yY—itji*' . 1 y i — «2/c 2 ’ 


(15.59) 


Si la carga Q , en vez de estar en reposo eon respecto a 0\ esta tambien en 
movimiento respecto a el, el observador 0 ; observa un campo magnetico 73' ade- 
mas del campo electrico <T'. Un calculo similar pero m&s trabajoso* da en ese caso 


: ! f x - V) x , 


)J y ~r y fzje 2 

V T— 


iJz — vć 'y l<? 
j/l _„a/ c F' 


(15.60) 


Aqui tambien, como lo hicimos en la ec, (15.58), podemos obtener la transforma- 
ción inversa de la (15.60) intercambiando los campos y reemplazando u por — v; 
resulta 


& — 73*, 


fi — 


7 % + ućyjc^ 


(15.61) 


Las ecs. (15.58) y (15.60), o sus inversas, las ecs. (15.59) y (15.61), constituyen 
la transformación de Lorentz para el campo ełectromagnetico. Estas ecuaciones 
demuestran una vez mas que los campos electrico y magnetico no son entes se- 
parados, sino que forman un unico ente fisico llamado el campo eledromagnelico. 
La separación de un campo ełectromagnetico en sus componentes electrico y 
magnetico no es un procedimiento absoluto sino que depende del movimiento 
de las cargas respecto al observador. En consecuencia repetimos que no debemos 
hablar de las interacciones electrica y magnetica como procesos separados, sino 
como de dos aspectos de la interacción eledromagnelico . 


EJEMPLO 15.12. Reconsiderar la situación discutida en el ejemplo 15.4 usando 
la transformación de Lorentz para el campo ełectromagnetico, para relacionar los 
campos medidos por ambos observadores. 


Solución: Recordemos que en el ejemplo 15*4 babia un campo electrico segun el 
eje V y un campo magnetico segun el eje Z, Haciendo una transformación cine- 
matica a un sistema de ejes A r 'Y'Z' moviendose en la direccióri X eon velocidad 
v <f/0d, redujimos el movimiento al de una particula en un campo magnetico 
solo. Vayamos un paso mas adelante en este analisis y veamos las impłicaciones 
de este ejemplo dentro del marco de la teoria de la relatividad. En el sistema XYZ 
tenemos £% ™ 0, ć y = C y 0 para el campo electrico, y d* =» dy ~ 0, d* = d 
para el campo magnetico. Luego, usando las ecs. (15.58) y (15.60), encontramos 
que los campos que se observan en el sistema de referenda X'Y'Ź' son 


Ci - 0, 
K = 0, 


_ f — v U 

)% = 0. >K = 


« = 0, 

n — m'/c 2 

fi — P*/C* 


* Por ejemplo, si el estudiante desea obtener la segunda y tercera ecuaciones en ec. (15.60), 
sugerimos que use la ec. (15.58) para eliminar Cy y de la transformación inversa (15.59), 
y luego despeje f h* y y hf 
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Poniendo v — Ci b, concluimos que C' y -■= 0 por !o quo c* - ' = 0, mientras que 

■>>' := if 6 « ' > 3 . 

Por lo tanto la teoria de ia relatividad predice que un observador O' moviendose 
eon yelocidad = <5/ & eon respeeto a otro observado.r 0, no medira campo electrico 
alguno y medira un campo magnelico menor que el que mide O, aunąue en la misma 
dirección. 

EJ EM PLO 15,13. Obtener ei campo magnetico de ima corriente rcetilinea u san do 
ja ŁransformaciÓR relativista del campo eiectromagnetieo. 

SofectriK.* Consideremos una fila infinita de cargas iguahnentc espaciadas que se 
mueven segun. ei eje X eon yelocidad v respeeto al observador O (fig. 15-43) y que 
constituyen por i o tanio u na corsie nte eieetnea rectiiinea. Si X es i a carga eiectrica 
por unidad de longitud, la cornente electriea qne mide O es I — Xł>. Consideremos 
ahora. un cbservador O' que se mueve segun cl eje X eon yelocidad o. Las cargas 
es tan en. rep oso respeeto a O’ \ ć>lv rui de solarrenle un campo dectrico. Por el 
contrario, O registra un c aro po electrico y un campo magnetico. 

K 

i 



Fig* 15-43* Campo electromagnetico produeido por un chorro de cargas que se 
mueyen segun ei eje A” tal como lo observan dos observadores en movimiento relativo. 


La carga rnedida por O en un segrnento dr es dq -■ X dx. El observador O' mide 
la misma carga pero dębi do a la conlracción de Lorent z, el segrnento parece terier 
ona longitud dx f tal que dx = \* 1 — v % jc 2 d.x . Por lo tanio O mide una carga por 
unidad de longitud X' diferente, dada por 


r *= 


dg 

dx' 


X — - 1 —w*/c* X. 


El campo electrico medido por O’ es transyersai. En un punto P esta dado por 
el resultado del ejemplo 14.7, es decir, por C' ^ y/2rre 0 R'. Colocando el ejc Y para¬ 
lelo a la Hnea PQ y teniendo en cuenta que R «=. R' porque es una longitud trans- 
yersal, podemos escribir 


di = 0 , 


X' 


2t:€ 0 R 9 


C' z = 0. 


Luego, usando las ecs. (15.59) eon IV = 0, podemos escribir las componentes del 
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campo electrico eon respecto a O en la forma 


ć x — £ Ł ^ 0 , 


V 1 — o 2 /c 2 


2 ne„R yT^D*jc* 


X 

2n€ 0 R 


An&logarncnte, las ecs. (15.61) dan las siguientes componentes del campo magnetico 
respecto a O: 

=- )!„ = o, )iz = ~^=, - -= -e*L , 

K 1 — « 2 /e 2 2r:€gi? K 1 — i> 2 /c J 

donde hemos usado la relación e 0 p 0 = l/c 2 . En consecuencia, no sólo obtenemos 
correctamente el campo elćctrico en el sistema X YZ de una distribución rectilinea 
de carga, sino que tambien, usando la ec. (15.37) como punto de partida, hemos 
encontrado la expresión correcta para el campo magnetico producido por una co- 
rriente rectilinea. que habia sido obtenido previamente (ec. (15.41)). Podemos 
confiar entonces en que la ley de Amp&re-Laplace (15.37) es compatible eon los 
reąuisitos del principio de relatividad y que da por lo tanto el campo magnetico 
correcto asociado eon una corriente electrica cerrada . 


15.13 Campo electromagnetico de una carga en movimienło 


En el capitulo 14 vimos que una carga en reposo produce un campo electrico 
£ = (^/4ne 0 r 2 )tt r , y en la sección 15.11 seńalamos que cuando una carga esta 
en movimiento, produce, ademas, un campo magnetico cuya expresión sugerimos 
que seria x u r /r 2 . Sin embargo, de aeuerdo eon la sección prece- 

dente, los campos £ y deben estar relacionados por las ecs. (15.58) y (15.60). 
En consecuencia debemos empezar, desde el principio, eon un calculo relativista 
para obtener las expresiones correctas de £ y }} para una carga en movimiento. 

Consideremos una carga q en reposo eon respecto al sistema de referenda 
X'Y'Z\ y que se esta moviendo eon respecto a XVZ eon velocidad v paralela 
al eje X comun. El observador O' no mide campo magnetico alguno, sino sim- 
piemente un campo electrico, como se seńaló anteriormente; por lo tanto 
<: łj' x = ( 13y = { )3' z = 0, o sea }j' —0. Luego, las transformaciones (15.59) para 
el campo electrico dan 


ć« - <f i, £\ 




f 1 — v*/c 2 


Ćz = 




y i — v 2 /c 2 


(15.62) 


Las ecs. (15.62) indican que cuando los observadores O, que ve moverse la carga, y 
O', que la ve en reposo, comparan sus medidas del campo electrico de la carga, 
obtienen la misma componente del campo paralela a la dirección dei movimiento, 
pero O obtiene una mayor componente perpendicular a la dirección del movi- 
miento, Analogamente, las transformaciones (15.61) para el campo magnetico 
dan, si usamos las ecs. (15.62) para escribir las componentes del campo electrico 
respecto a O, 




)3x = 0 , 73 g 


)3 Z - 


(15.63) 
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(15.13 


las cuales son equivalentes a 73 = v x £jc 2 . Esta relación esidentica a la ec. (15.54) 
que» como se seńaló anteriormente, es la relación entre los campos electrico y 
magnetico de una carga moviendose eon ve!ocidad constante v f relación que es 
valida para todas las velociriades. 



(b) 


Fig. 15-44. Transformación relativista de las componentes del campo electrico 
producido por una carga q en reposo respecto a O' y situada en O'. 


Las observaciones de O y*de O' se comparan en la fig. 15-44. Si la carga esta 
en 0\ el observador O' mide en P r (sobre el piano X'Y') un campo electrico 
dado por 

£' = — u r = —r\ 

47r€ 0 r /2 4 7C€ 0 r' 3 

El observador 0 ve el mismo punto en el piano X Y pero, debido a la contracción 
de Lorentz, la coordenada X del punto parece aeortada en el factor ]/ 1 — i^/c 2 , 
mientras que la coordenada Y permanece igual. Es decir, x = x r ]/ 1 —- i> 2 /c 2 , 
y — y\ Lu ego, el angulo 0 que OP forma eon OX es diferente del angulo 6' que 
Q’P f forma eon OX ' (fig. 1544). Empleando las ecs. (15.62), vemos que el campo 
£ que O mide en P tiene una componente X igual a la medida por O', pero la 
componente Y es mayor en un factor 1 /]/ 1 — t^/c 2 . El resultado es que £ forma 
eon el eje X el mismo angulo 0 que r. Por lo tanto, respecto al observador O, 
el campo electrico yace tam hien en la dirección radial. Sin embargo, el campo 
ya no es esfericamente simetrico eon respecto a O. Un calculo simple y directo 
(ver el ejemplo 15.14) muestra que 


q 1 — i> 2 /c 2 

= 4 ™i- I(l'_"j, 2 / C 2 )" se “n* O] 3 ' 2 “ r ‘ 


(15.64) 


El factor que eon tiene sen en 0 hace que el campo electrico dependa de la dirección 
del vector de posición r. Asi, a distancias iguales de la carga, el campo electrico 
es mós fuerte en el piano ecuatorial (0 — tc/ 2), perpendicular a la dirección del 





15 AS) 


Campo eledromagnelico de una carga en mouimienło 557 


movimiento, que segun la dirección debmismo (8 =0). Esto contrasta eon el cam¬ 
po electrico producido por una carga en reposo, el cual es esfericamente simetrico. 
Esta situación se ha ilustrado en la fig. 15-45(a) y (b), donde el espaciamiento 
de las Hneas indica la intensidad del campo. 

Usando la relación 15 = v x <f/c 2 que, segun hemos demostrado, tiene validez 
generał, y empleando la ec. (15.64) para ć\ encontramos que el campo magnetico 
de una carga en movimiento es 


75 - 


4 t vr 2 


1 — iPjc 2 

- I -a- V x Uj 

[1 — (t^/c 2 ) sen 2 0] 3 / 2 


(15.65) 


Esta expresión se reduce a la no relativista, ec. (15.53), cuando v es muy pequeńa 
eon respecto a c. Se debe tener en cuenta que las ecs. (15.64) y (15.65) son validas 
solamente para una carga en movimiento uniforme. Si la carga esta acelerada, 
el campo electrico tiene una forma similar a la mostrada en la fig, 15-45(c) y las 
expresiones matematicas son mas complejas. 



(a) Carga en reposo 
o eon yelocidad 
muy baja 



v 


(b) Carga en movimiento 
eon yelocidad alta 



Fig, to-45. Lineas de fuerza electricas de una carga en reposo y en movimiento. 


El hecho de que la ec. (15.65) sea diferente de la ec. (15.53), que se derivó de 
la ley de Ampere-Laplace (15.37), puede hacer pensar al estudiante que la ec. (15.37) 
es a su vez una aproximación no relativista a una ley mas generał. Sin embargo, 
esta impresión es errónea ya que, como se seńaló en la seeción 15.11, la ec. (15.37) 
tiene validez generał. La dificultad aparente se debe a que el camino seguido 
para ir de la ec. (15.37) a la ec. (15.55) usando la ec. (15.52), no es unico. Esto 
se debe al hecho de que una sola carga en movimiento no constituye una corriente 
cerrada, mientras que la ec. (15.37) es aplicable solo a corrientes cerradas. Por 
ejemplo, si usamos la expresión (15.65) en la ec. (15.52) correspondiente a un 
chorro de particulas cargadas moviendose en linea recta, obtenemos la expresión 
(15,41) para el campo de una corriente rectilinea. Este calculo, que omitimos, 
muestra la compatibilidad de la teoria. 

EJEMPLO 15.14. Deducir la ec. (15.64) para el campo electrico de una carga en 
movimiento uniforme. 
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Solución: Notando en la fig. 15.44(a) que ć' forma un angulo 6' eon 0'X* y que 
cos 0' = x'jr\ sen 0' — y'/c% leneinos que las componentes <1 e <f' son 


~ d' cos 6' —-. 

4ze 0 r'* ' 


cj == ć v sen 0' 


g J/l 

4Tte 0 r /s * 


(15.66) 


Teniendo e n cu enta la ec. (15.62) y que, segun la transformación de Lorentz, 
x — x ł K 1 — y 2 /c 2 e i/ = y\ podemos cscribir łas componentes del campo ć obser- 
vado por O en la forma 


4tt* 0 y\ — v l lc 2 r' 3 * 

t r ^ = _2__ R _ 

fl — v f /c* 4?TC 0 ^ 1 — y*/7 a r' 3 

Es decir, en forma vectorial, 


ć «= 


ęr 


i?*/c* r' 3 


(15.67) 


4we 0 K 1 

la cual muestra que el campo <f es radial en el sistema de referenda X YZ , Ahora bien 

_ , Q% _ r2 — (^ 8 /g a )y a 

- i>«/c* ^ 1 — ya/c 2 


1 


y ademas p 2 — r 2 sen 2 0. Por lo tanto 

, r[l — (i> a /c 2 ) sen 2 0j l/2 _ 

Yi — ut/c 1 

Usando esta relación para eliminar r' en la ec. (15.67), obtenemos fmalmente 
_ q (1 — l> 2 /e a )r _ q _1 — l> fl /c 2 


4Tc€ fi r 3 [1—(y a /c a ) sen 2 0] 3 2 4tz€^t 2 [1 — (i> a c 2 ) sen 2 8] 8 ' 1 

que es precisamente el resultado obtenido anteriormente. 




FJEMPLO 15Jo. Discutir la posiblc inleracción magnetica entre un electrón 
orbital y ei nu cle o de un atom o. 

Solueion: Consideremos (fig. 15-46; un electrón. cuya carga es — c girando eon 


• eiodood v airededor de un fu;-' -o 



Fig* 15-46. Interacción espin-órbila 
de un electrón que se mueve alre- 
dedor de un nucleo posili vo. 


d e c Z e . S u t r a y e e t o i: ■ * co n rcs p f eto a! 
r.ćeieo h la curva Pena qiu\ para simplmear, 
po nena.^ que es u na eircunferencia. Pero*si 
ref-erirnos los łnovimientos a un sistema de 
coordenadas fi jo a i electrón, este es. tara en 
reposu y el nuclec parę cer a es tar describien- 
do ia trayectoria de trazos, tam bien u na cir- 
cunferencia, eon veIocidad — v. Despreciando 
la aceleración. del electrón (el estudiante de- 
berła ser capaz de calcularla y juzgar lo 
razonable que es esta suposición), podemos 
considerar que este nuevo sistema es inerciaL 
E] nuclec produce, pues, eon respecto al elec- 
tron, un campo electrico cuya expresión no 
relativista es = (ZelArz^^ur y un campo 
magnetico relacionado eon C por la ec. (15.54) 
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eon — v m vez de v , Es decir, 


H 


c z 


X u = 


Ze 


47T€ 0 c 8 r a 


tt r * 


Pero el momentum angular del electrón respecto al nucleo es L = mr x v *= mru, x t\ 
Despejando ^ ® y reemplazando en la expresión de 15 y i, obtenemos 




Ze 


Z/. 


En consecuencia el campo magnćtico producido por el movimiento relativo del 
nticleo es proporcional y paralelo al momentum angular del electrón, como se indica 
en la figura. 

Como li es un campo magnćtico referido a un sistema en el cual el electrón estó 
en reposo, no da origen a ninguna interacción eon el movimiento orbital del elec¬ 
trón. Pero el electrón tiene un momento magnetico Ms debido a su espln, de modo 
que la interacción magnótica del electrón eon el campo magnetico nuclear es, em- 
pieando las ecs. (15.22) y (15.29), 

E P = — Ms-ts = — (r~—s) ( - A = — 

\ 2m ) \ 4t ce 0 c a /nr 3 / 


8n€ 0 c*m 2 r* 

El aspecto mas importante de este resultado es que la interacción magnćtica depende 
de la orientación relativa del espin S y el momentum angular orbital L del electrón. 
Es por esa razón que se denomina interacción esptn-órbita y se deslgna a menudo 
por E v ,sl. Un calculo relativista mas detallado indica que el valor de E v ,sl es la 
mitad del valor obtenido mós arriba. 

Estimaremos a continuación su orden de magnitud. Recordemos que segun la 
tabla del ejemplo 15.6 se tiene que para el electrón, y es aproximadamente — 2. 
Ademas, segun la ec. (14.40), la energia del electrón en una órbita circular es, en 
la aproximación de orden cero, E — — Ze*/4n€ 0 (2r). Por lo tanto, despućs de corre- 
gir Ej>,sl eon el factor un medio mencionado antes, podemos escribir 


Ep t SL 


E 

c s m 2 r* 


S'L. 


Pero el módulo de L es mrv y podemos suponer que el de S es del mlsmo orden de 
magnitud. Luego, S*L es aproximadamente ( mrv ) 2 . Haciendo la sustitución, obte¬ 
nemos 


E Vt sL « | Ej. 

c % 

Comparado este valor eon el resultado del ejemplo 14.10, concluimos que la inter¬ 
acción espln-órbita de un electrón orbital es del mismo orden de magnitud que la 
corrección relativista a su energia. Sin embargo, la interacción espln-órbita tiene la 
particularidad de que presenta un efecto direccional nitido a causa del factor S • L, 
que depende de la orientación relativa de l y S, 

Un analisis cuidadoso de los nive!es de energia de un electrón en un atomo muestra 
que S puede tener sólo dos orientaciones respecto a L, paralelo o antiparalelo, lo 
cual esta de aeuerdo eon la discusión que bicimos al finał del ejemplo 15.7. En eon- 
sccuencia, la interacción espln-órbita desdobla cada nivel de energia de un electrón 
en pares (o dofcłetes) de niveles muy cercanos. 
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15.14 Interacción electromagnetica entre dos cargas en rnovi- 
miento 

Podemos notar a esta altura que en nuestro estudio de las interacciones magne- 
ticas nos hemos apartado del procedimiento seguido en los capitulos 13 y 14 para 
las interacciones grayitacional y electrica. En aąuellos capitulos comenzamos 
estudiando la interacción entre dos particulas, introduciendo luego el concepto 
de campo. En este capitulo, en cambio, introdujimos primero el concepto de campo 
magnetico en forma operacional, hablando de la fuerza (15.1) que se ejerce sobre 
una carga en movimiento. Luego calculamos los campos magneticos producidos 
por corńenies cerradas . Hicimos esto por medio de la ec. (15.37), de la cual [si 
usamos tambien la ec. (15.1)] podemos obtener la fuerza magnetica que una 
corriente electrica produce sobre otrą o sobre una carga en movimiento. Pero 
hasta ahora no hemos dado ninguna expresión para la interacción electromag¬ 
netica entre dos cargas en movimiento. Una de las razones de esta diferencia 
de procedimiento es la siguiente: las interacciones gravitacional y electrica estu- 
diadas en los capitulos 13 y 14, respcetivamente, dependen exclusivamente de 
la distancia entre las dos particulas que interactuan; es decir, son fuerzas estaticas . 
La interacción puede existir entre particulas en reposo y la situación fisica se 
puede entonces discutir en condiciones estacionarias o independientes del tiernpo . 
Por el contrario, la interacción magnetica depende del movimiento de las par¬ 
ticulas en interacción, o sea que es una fuerza dependiente de la uelocidad. En 
un punto dado, el campo magnetico de una carga que se mueve respecto al obser- 
vador depende de la velocidad de la carga adem&s de depender de la distancia 
entre la misma y el observador. Pero la distancia est& cambiando, puesto que 
la carga se mueve, y en consecuencia el campo magnetico (asi como el campo 
electrico) en un punto dado esta variando en el tiempo; es decir, respecto al 
observador, el campo magnetico de la carga en movimiento es dependiente del 
tiempo. 

Un nuevo elemento entra entonces en la imagen fisica: la oelocidad de propa - 
gación de una interacción . Un modo posible de encarar el problema es suponer 




Fig*. 15-47. Efecto de retardo debido Fig. 15-48. Interacción electromagnć- 
a la velocidad flnita de propagación tica entre dos cargas en movimiento. 
de los campos electromagneticos. 
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que las particulas inleraciuan a distanda; es decir, si la carga q (fig. 15.47) se 
mueve eon ve!ocidad v , el campo ekctromagnetico que q produce en A al liempo t 
<>s el resultado de la situación filier* en d espacio circundante debida a la pre- 
sencia de la carga en la posición P al tiempo i, simullaneamenie eon la observa~ 
cion en A. En otras palabras, podemos supouer que la interacción electrornagne- 
tica se propaga instantaneamente o eon velocidad infinita. 

Otrą suposición razonable es que la interacción electromagnetiea es el resultado 
de ciertas “seńales” intercambiadas por las particulas interactuantes, y que la 
“senal” se prGpaga eon uelocidad finita c, lo cual reąuiere un cierto tiempo para 
alcanzar un punto dado en el espacio. Si la carga esta en reposo, la velocidad 
Finita de propagación de la “serial” no tiene importancia ya que las circunstancias 
fisicas no estan variando en el tiempo. Pero para una carga en movimiento la 
situación es diferente y el campo que se observa en el punto A al tiempo ( no 
corresponde a la posición simultanea de la carga en P, sino a una posición ante- 
rior, o refardada , P f al tiempo i\ tal que / — /' es el tiempo que tarda la senal 
en ir de P* a A eon velocidad e . Evidentemente P’P = v(i — / '). 

Como veremos en el capitulo 19 y lo mencionamos ya en varias ocasiones, 
las interacciones electromagneticas se propagan eon la velocidad finita c aada 
por la ec. (15.55). Esto elimina la acción a distanda, por lo que el analisis del 
campo electromagnetico producido por una carga en movimiento reąuiere el 
segundo de los enfoąues dados mas arriba. Como c tiene un valor tan grandę, 
el efecto de retardo es despreciable a no ser que la particula se mueva muy rapi- 
damente. Es por esta razón que no se consideró el retardo cuando en el capitulo 14 
estudiamos el movimiento de particulas cargadas. Se supuso que las cargas se 
movian muy lentamente, de modo que PP' fuera muy pequeno comparado eon 
PA. Un efecto similar de retardo debiera existir para la interacción gravitacional 
entre masas en movimiento relativo; sin embargo, aun no se ha determinado la 
velocidad de propagación de seńales gravitacionales. 

Al escribir la ec. (15.35) no tuvimos en cuenta los efectos de retardo porąue 
una corriente electrica cerrada produce un campo inagnetico estacionario o inde~ 
pendiente del tiempo. La razón de esto es que una corriente constante y cerrada 
es un chorro de particulas cargadas, y si estas estan espaciadas uniformemente 
y se mueven eon la misma velocidad, la situación fisica que se observa es im 
dependiente del tiempo. Por otro lado, se puede verificar que las expresiones 
relativistas (15.58) y (15.60) para los campos electrico y magnetico de una carga 
en movimiento, ya incluyen el efecto de retardo. 

Consideremos ahora dos cargas q 1 y q 2 que se mueven eon yelocidades v x y v 2 
respecto a un observador inercial O (fig. 15.48). La fuerza quc la carga q 1 ejerce 
sobre q 2 es, de aeuerdo eon lo que O mide, F 2 ~ ^ 2 (^*i + x Wj), donde y 13 1 
son los campos electrico y magnetico debidos a q l que O mide en la posición ocu- 
pada por q 2 . Por otrą parte, la fuerza que la carga q 2 ejerce sobre q x es, segun 
las medidas de O, F x = qf 1 (ć‘ 2 + v x x 73^). Comparemos primeramente las partes 
rnagneticas de F x y F 2 . El termino v 2 x )j 1 es perpendicular al piano determinado 
por v 2 y }3 V mientras que V x x 13 2 es perpendicular al piano de v x y 13^ E n con ~ 
sccuencia, estos terminos tienen en generał dirección y módulo diferentes. En 
visia de la ec. (15.64), las partes electricas de F x y de F 2 tienen tambien diferente 
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módulo y, si las cargas estan acełeradas, direcciones diferentes. Concluimos por 
lo tanto que 


las fuerzas entre dos cargas en movimienlo no son iguales en módulo 
ni acluan en direcciones opuestas. 

En otras palabras: la ley de acción y reacción no es vólida en presencia de 
interacciones magneticas. Esto implica a su vez la conservación dej momentum, 
del momentum angular y de la energia no serian validos para un sistema de dos 
particulas en movimiento. Este fracaso aparente de leyes tan importantes se debe 
al hecho siguienter cuando en el capitulo 7 escribimos la ley de conservación del 
momentum en la forma p x + p 2 = const., estabamos consideraudo que O media 
simullaneamenle p x y p 2 ; sin embargo, en presencia de una interacción que se 
propaga eon velocidad finita, el efecto de retardo reąuiere que la rapidez eon 
que cambia el momentum de una particula en un instante dado no este relacio- 
nada eon la del momentum de la otrą particula en el mismo instante, sino eon 
la correspondienle a un instante anterior , e inversamente. No podemos esperar, 
entonces, que p x + p 2 sea constante si los momenta se determinan al mismo 
tiempo. 

El estudiante recordara que, segun la sección 7.4, podemos describir el resul- 
tado de una interacción como un intercambio de momentum entre las dos par¬ 
ticulas. Para restaurar la ley de conservación del momentum, 
debemos incluir el momentum que se esta intercambiando 
entre las dos particulas y que, en un instante dado, esta via- 
jando entre ellas eon una velocidad finita. Esto es, tenemos que 
tener en cuenta el momentum “en vuelo'\ Decimos que el cam- 
po electromagnetico transporta este momentum y lo designa- 
mos eon pcampo (fig* 15-49). Por lo tanto la ley de conserva- 
ción del momentum requiere que 

Pl + P 2 + Pcampo — const. (15.68) 

Analogamente, debemos atribuir un cierto momentum angular 
y una cierta energia al campo electromagnetico a fin de res¬ 
taurar los dos principios de conservación correspondientes. Pospondremos hasta 
el capitulo 19 la discusión de como se obtienen el momentum, el momentpm 
angular y la energia asociados eon el campo electromagnetico. 

El estudiante recordara que en la sección 7.7, cuando presentamos una apre- 
ciación critica del concepto de fuerza, seńalamos que la ec. (7.5) se debia consi- 
derar sólo como preliminar, sujeta a una consideración ulterior de la mecanica 
de la interacción. Esta revisión se ha incorporado ahora en la ec. (15.68). Es por 
esto que el concepto de fuerza adąuiere importancia secundaria y es necesario 
desarrollar tecnicas especiales para analizar el movimiento de dos particulas en 
interacción. 

EJEMPLO ta. 16 . Comparar la interacción magnetica entre dos cargas eon la 
interacción elćctriea entre las mismas. 


?2 



9 1 

Figura 15-49 
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Solución ; Como ąueremos solo órdencs de magnitud, simplificaremos la escritura 
de las fórmulas. Luego, dadas las cargas q y q\ podemos decir que la fuerza electrica 
ejercida por q' sobre q es qC. El canipo magnetico producido por q' en q es, si em- 
pleamos la ec. (15.54), de! orden de magnitud de v'ć jc z . La fuerza magnetica sobre 
la carga q es, usando la ec. (15,1), del orden de magnitud de qv(v'ć/c 2 ) « ( vv'lc 2 )qć . 
Por lo tanto 


fuerza magnćtica ^ w' 
fuerza elśctrica ~ c z 

Asi, si las velocidades son peąuenas respecto a la ve!ocidad c de la luz, la fuerza 
magnetica es despreciable frente a la fuerza electrica y se puede ignorar en muchos 
casos. En cierto modo, podemos decir que el magnetismo es una consecuencia de 
la velocidad finita de propagación de las interacciones electromagneticas. Por ejem- 
plo, si las cargas tienen una velocidad del orden de 10 8 m s -1 , que corresponde a 
la velocidad orbital de los electrones en los atomos, tenemos que 

fuerza magnetica _ A 
fuerza electrica ~ 

A pesar de su valor peąueno respecto al de la fuerza electrica, la fuerza magnetica 
es la que se usa en los motores electricos y otras aplicaciones tecnológicas, por la 
siguiente razón. La materia es normalmente neutra electricamente por lo que la fuerza 
electrica neta entre dos cuerpos es cero. Por ejemplo, cuando se ponen dos alambres 
juntos la fuerza electrica resultante entre ellos es nula. Si se mueven los alambres, 
las cargas positivas y negativas se mueven en el mismo sentido, por lo que la co- 
rriente total en cada uno es cero, siendo entonces cero la fuerza magnetica resultante 
tambien. No hay por lo tanto ninguna fuerza entre los alambres. Pero si se aplica 
una diferencia de potencial a los alambres, lo cual origina un movimiento de las 
cargas negativas respecto a las positivas, se produce una corriente neta en cada 
alambre que da como resultado un carnpo magnćtico. Como el numero de electrones 
libres en un conductor es muy grandę, su efecto acumulado produce, aunąue sus 
velocidades sean pequenas, un gran campo magnetico que da como resultado una 
fuerza magnetica apreciable entre los alambres. 

Aunque la fuerza magnćtica es debil comparada eon la electrica, es todavia muy 
fuerte comparada eon la gravitacional. Recordando la discusión que hicimos en la 
sección 14,6, podemos decir que 

interacción magnćtica _ ^ 39 w' 
interacción gravitacional ~ c a 

Para velocidades comparables a las de los electrones orbitales, este cociente es del 
orden de 10 32 . 
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Problemas 

15.1 Un electrón eon una velocidad de 
10 6 m s^ 1 entra a una región donde hay 
un campo magnćtico. Encontrar la in- 
tensidad del campo magnćtico si el elec¬ 
trón describe una trayectoria de radio 
0,1 m. Encontrar tambićn la velocidad 
angular del electrón. 

15.2 Se aceieran protones a travćs de 
una diferencia de potencial de 10* V 
partiendo del reposo. Luego se los in- 
yecta en una región donde hay un 
campo magnćtico uniforme de 2 T, eon 
ia trayectoria perpendicular al campo. 
^Cual sera el radio de la trayectoria y la 
velocidad angular de los protones? 

15.3 Un protón se mueve en un campo 
magnetico a un angulo de 30° respecto 
al campo. La velocidad es 10 7 m s“ A y 
la intensidad del campo es 1,5 T. Calcu- 
lar (a) el radio de la hćiice descrita, 
(b) la distancia que avanza por revolu- 
ción, o paso de la helice, y (c) la fre- 
cuencia de rotación en el campo. 

15.4 Un deuterón (isótopo del hidró- 
geno de masa muy cercana a 2 uma) 
describe una órbita circular de 40 cm de 


radio en un campo magnótico de 1,5 T. 

(a) Calcular )a velocidad del deuterón. 

(b) Determinar el tlempo que tarda en 
dar media revolución. (c) <,A travćs de 
que diferencia de potencial se deberia 
acelerar el deuterón para que adąuiera 
la velocidad de la parte (a)? 

15.5 Un protón quc tiene una energia 
cinetica de (a) 30 MeV, (b) 30 GeV se 
mueve perpendicularmente a un campo 
magnetico de 1,5 T. Determinar en cada 
caso el radio de la trayectoria y el pe- 
riodo de revolución. Notar que en (a) el 
protón se puede tratar clósicamente y 
en (b) se debe tratar en forma relati- 
vista. 

15.6 iCuól es el campo magnetico que 
se reąuiere para que un protón de 
30 GeV describa una trayectoria de 
100 m de radio? Encontrar tambićn la 
velocidad angular. Notar que el calculo 
debe ser relativista. 

15.7 Un ion de 7 Li eon carga H-e tiene 
una masa de 1,2 x 10“** kg. Se lo ace- 
lera a traves de una diferencia de poten- 
ciał de 500 V y entra luego en un campo 
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Figura 15-50 Figura 15-51 Figura 15-52 


magnetico de 0,40 T movićndose per- 
pendicularmente al mismo, ^Cual es el 
radio de su trayectoria en el campo 
magnetico? 

15.8 Un electrón en el panto A de la 
fig. 15-50 tiene una velocidad i> 0 de 
10 7 m s _1 . Calcular (a) el módulo y la 
dirección del campo magnetico que hara 
que el electrón siga el camino semi- 
circular de A a B, (b) el tiempo que tarda 
el electrón en moverse de A a B. 

15.9 Uno de los procesos para separar 
los isótopos ł3Ł U y 888 U se basa en la 
diferencia en el radio de sus trayectorias 
en un campo magnetico. Suponer que 
atomos de U simplemente ionizados par- 
ten de una fuente comun y se mueven 
perpendicularmente a un campo mag¬ 
netico uniforme. Encontrar la maxima 
scparación de los haces cuando el radio 
de curvatura del haz de es 0,50 m 
en un campo de 1,5 T, (a) si las energias 
son las mismas, (b) s* las vclocidades son 
las mismas. El superlndicc a la Iząuierda 
del slmbolo ąuimico es el numero masico 
que a los fmes de este problema, se puede 
identificar cori la masa del atomo en 
u ma. 

15.10 Una tira del gad a de cobre de 
1,50 cm de ancho y 1,25 mm de espesor 
se coloca perpendicularmente a un campo 
magnetico de 1,75 T. A lo largo de la 
tira hay una corrieute de 100 A. Encon¬ 
trar (a) el campo eiectrico transversal 
debido al cfecto Hall, (b) la velocidad de 
arrastre de los electrones, (c) la fuerza 
transversal sobre los electrones. Suponer 
que cada atomo de cobre contribuye 
eon un electrón. 


15.11 Un campo magnćtico uniforme 
li esta en la dirección OY, como se 
muestra en la fig. 15-51. Encontrar el 
módulo y la dirección de la fuerza que 
experimenta una carga q ? cuya velocidad 
instantanea es t>, para cada una de las 
direcciones que se muestran en la figura. 
(La figura es un cubo). 

15.12 Una particula de masa m y 
carga q se mueve eon velocidad i> 0 per¬ 
pendicularmente a un campo magnetico 
uniforme. Expresar, en función del 
tiempo, las componentes de la velocidad 
y las coordenadas de la particula refe- 
ridas al centro de la trayectoria. Repetir 
el problema para una particula cuya 
velocidad forma un angulo a eon el 
campo magnetico. 

15.13 Una particula tiene una carga de 
4 x 10 -8 C. Cuando se mueve eon una 
yelocidad v 1 de 3 x 10 4 m s -1 a 45° por 
encima del eje Y en el piano YZ, un 
campo magnetico uniforme ejerce una 
fuerza segun el eje X. Cuando la 
particula se mueve eon una velocidad 
r> 2 de 2 x 10 4 m s” 1 segun el eje X, se 
ejerce sobre ella una fuerza F t de 
4 x 10" 5 N segun el eje Y. ^Cuales son 
el módulo y la dirección del campo 
magnetico? (Ver fig. 15-52.) 

15.14 Se disparan particulas cargadas 
dentro de una región donde hay un 
campo eiectrico y uno magnetico cru- 
zados. La velocidad de las particulas 
incidentes es normal al piano de los dos 
campos y estos son perpendiculares en- 
tre si. La intensidad del campo magne¬ 
tico es 0,1 T. El campo elćctrico estó 
generado por un par de placas paralelas 
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iguales y de carga opuesta, colocadas a 
2 cm una de otrą. Cuando la diferencia 
de potencial entre las placas es 300 V, 
no hay desviación de las particulas. ^Cual 
es la yelocidad de las particulas? 

15.15 (a) <,Cual es la velocidad de un 
haz de electrones cuando la influencia 
simultanea de un campo electrieo de 
intensldad 3,4 x 10“ V rrT 1 y de nn 
campo magnetico de 2,0 T pecpendicu- 
lar a el y a i haz, no p rodu co d<*sviae'ión 
ai.gn.na de los eiectron.es? fh) Mostrar 
en un diagratua la oricntación relativa 
de los vectores v, £ y 71. (c) &CuaI es e! 
radio de i a orbita electrónlca cuando se 
tuprimc cl campo electrieo? 

15.16 Una particula de masa 5.0-x 10'- 
kg to?no una carga de 2..5 >: 10" s C Se 
lc imprirnc una yelocidad inioial hcri- 
zontal de 6,0 x 10 4 m s" 1 . ^Cuales son 
el módulo y la dirección del campo mag- 
netico minimo que mantendra la par- 
tlcula moviendose en una dirección ho- 
nzontal, eąuilibrando la fuerza gravita- 
cional de la tierra? 

15.17 En un espectrómetro de masas 
tal como el que se ilustra en la fig. 15-12. 
una diferencia de potencial de 1000 V 
hace que iones de 24 Mg eon carga 4 - e 
describan una trayectoria de radio R. 

(a) ^Cual sera el radio de la trayectoria 
descrita por los iones de 25 Mg si se les 
acelera a travćs del mismo potencial? 

(b) diferencia de potencial haria 
que los iones de 25 Mg deseribieran una 
trayectoria del mismo radio R*7 (Supo- 
ner que las masas son, en urna, iguales 
al numero rnasico indicado como super- 
indice a la iząuierda del simbolo qui- 
mico.) 

15.18 Un espectrómetro de masas tiene 
un yoltaje acelerador de 5 kV y un 
campo magnetico de 10~ 2 T. Encontrar 
la distancia entre los dos isótopos 66 Zn 
y 70 Zn del zinc. Por distancia entende- 
mos la separación de las dos inanchas 
que aparecen en la einulsión de la płaca 
fotografica despues que los iones de 
ea Zn y 70 Zn eon carga f e son acelerados 
primero y luego obligados a describir 
una semlcircunferencia. Ver fig. 15-12. 
[Sugerencici: no caicular cada uno de 
los radios*sino obtener una ecuación que 
de directamente la separación. (c) Calcu- 
lar la velocidad de los iones para ver si 


sera necesario hacer una corrección re- 
lativista.] 

15.19 El espectrómetro de masas de 
Dempster, iiustrado en la fig. 15*12, 
empleg un campo magnetico para sepa- 
rar iones que tienen masas diferentes 
pe.ro la misma energia. El espectrómetro 
de masas de Bainbridge (fig. 15-53) es 
olro dispositivo posible que separa iones 
quc tienen la mi sina uelocidad . Despues 
de ;d.ravesar las renuijas, los iones pasan 
por un selector de yelocidades com- 
p u es to de un campo electrieo C produ- 
cido por Jas placas cargadas P y P\ y 
de un campo magnetico )) perpeiuticular 
ai campo electrieo. Los iones que pasan. 
a t.ravts dc los campos cruzados sin des- 
yiarse, entran en una region don de hay 
un segundo campo magnetico W dcscri- 
blendo órbitas sernicirculares. Una płaca 
fotografica F registra su llegacla. Dtv 
ruostrar que g/m =* ćjrUH'. 

15.20 El campo electrieo entre las pla¬ 
cas del selector de velocidades de un 
espectrómetro de masas de Bainbridge 
es 1,2 x 10 5 V m~ ł y ambos campos 
magneticos son de 0,60 T. Un haz de 
iones de neón eon carga +e se mueve 



en una trayectoria circular de 7,4 cm de 
radio en el campo magnetico. Determi- 
nar la masa del isótopo de neón. 

15,21 Suponer que la intensidad elec- 
trica entre las placas P y P' de la 
fig. 15-53 es 1,5 x 10 4 V m" 1 y que 
arnbos campos magneticos son de 0,50 T. 
Si la fuente contiene los tres isótopos 
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t4 Mg, w Mg y 2 ®Mg del magnesio y los 
iones llenen carga -f e, encontrsr la dis- 
lancia entre las lineas forma d as por los 
tres isótopos sobre la płaca foTOgróflca, 
Suponer que las masas atómicas de los 
isótopos son, en unia, iguales a sus nu- 
meros m&sicos indicados a la iząuierda 
de] slmbolo ąuimico. 


Campo <K 



15.22 En un espectrómetro de masas 
tal como el que se muestra en la fig. 
15-54, es dificil asegurar que todas las 
partlculas Uegan perpendicularmente a 
la rendija. Si R es eł radio de la trayec- 
toria, demostrar que las partlculas que 
Uegan a la rendija formando un pequeno 
óngulo 0 eon la normal llegaran a la 
płaca fotografica a una distancia p (apro- 
ximadamente igual a RQ 2 ) de las que 
inciden perpendicularmente. ^Cual es el 
valor de 6 para el cual esta separación 
es menor que 0,1% de 2 R*ł (La situación 
descrita en este problema se denomina 
enfoque magnetico.) 

15.23 En el espectrómetro de masas de 
la fig. 15-55, los iones acelerados por una 
diferencia de potencial entre S y A en- 
tran en el campo magnetico que cubre 
un scctor de 60° y son enviados a una 
emulsión fotografica. Demostrar que 
qjm -= 32Vy"8*D*. Estudiar los cambios 
de posición de C para pequeńas de$via- 
ciones de la dirección de incidencia. 

15.24 En determfnado ciclotrón, los 
protones describen una circunferencia 
de 0,40 m de radio poco antes de emer- 
ger. La frecucncia del potencial alterno 
entre las des es 10 7 Hz. Despreciando 
efectos relativ‘stas, calcular (a) el campo 
magnetico, (b) la velocidad de los pro¬ 



tones, (c) la energia de los protones en 
J y en MeV, (d) el numero mlnimo de 
vue!Łas completas de los protones si el 
valor maximo del potencial entre las 
des es 20 000 V. 

15.25 Repetir el problema precedente 
para un deuterón y para una particula 
alfa (nticleo de helio). Sus masas son 
2 ? 014 uma y 4,003 uma, respectiyamente, 

15.26 El campo magnćtico de un ciclo- 
trón que acelera protones es 1,5 T. (a) 
^Cuanlas veces por segundo se debe 
invertir el potencial entre las des? (b) 
El radio maximo del ciclotrón es 0,35 m. 
^Cual es la velocidad maxima del pro¬ 
ton? (c) ^A travós de que diferencia de 
potencial se tendria que acelerar el pro- 
tón para imprimirle la velocidad ma* 
xima que da el ciclotrón? 

15.27 En un ciclotrón, los deuterones 
describen una circunferencia de 32,0 cm 
de radio inmediatamente antes de emer- 
ger de las des. La frecuencia del voltaje 
alterno aplicado es 10 7 Hz. Hallar, (a) el 
campo magnćtico, (b) la energia y velo- 
cidaa de los deuterones al emerger. La 
masa de un deuterón es 2,014 uma. 

15.28 Un tubo de rayos catódicos se 
coloca en un campo magnetico uniforme 
15 de modo que el eje del tubo sea para¬ 
lelo a las lineas de fuerza. Si los electro- 
nes que emergen del canónt eon una ve- 
locidad v forman un angulo 6 eon el eje 
cuando pasan por el origen O, de modo 
que su trayectoria sea una hólice, de¬ 
mostrar (a) que tocaran nuevamente el 
eje al tiempo i * 2*777/75$, (b) que la 
coordenada del punto de intersección es 
x = 2izmv cos 0 1 Hq> y (c) que para pe- 
quenos valore* de 0 la coordenada del 
punto de intersección eon el eje es inde- 
pendiente de 6. (d) El dispositiyo de este 
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problema se denomina knte magnilica : 
l por que? (e‘ ^En que difteren las traycc- 
torias de los electrones qne pa.an por el 
origen formando un anguio 0 por endrrta 
del eje y las de los que pasan formando 
el mismo anguio por debaio del eje? 

15.29 Se inyoctan protones de 3 Mev 
de energia a un cierto anguio eon rts- 
pecto a un campo magnćtieo unifornie 
de 1 T. 4 A qne distancia volveran las 
particulas a un pimlo co nań n de inter- 
sección eon el eje? 

15.30 IJna particula de carga q y veio- 
cidad (segun el eje X') entra en una 
región don dc hay un campo magnetieo 
(segun el eje Y)> Mo-drar que, si la veio- 
cidad es sufi cień temente grandę como 
para que el carnbio de dirección sea 
despreciable y la fuer?,a magnetica se 
pueda considerar constartte y paralela 
al eje Z , la ecuación de la trayecloria de 
la particula es z = ( 7 15/2u Q m)x*. 

15.31 Una particula de carga q y ve- 
locidad v 0 (segón el eje X) entra en una 
región (fig. 15-56) donde hay un campo 
electrico y uno magnćtico uniformes en 
la misma dirección (segun el eje Y). De- 
mostrar que si la veloddad v d es suficien- 
temente grandę como para que el cam- 
bio en su dirección sea despreciable y la 



fuerza magnetica se pueda considerar 
constante y paralela al eje Z, (a) las 
coordenadas al tiempo t sen x — v 0 t y 

U = Im)t 2 y Z « ł(qv 0 13lm)t*. (b) Eii- 

minando t y t > 0 de estas eeuaciones. obte- 
ner la relación z 2 /y = \0?*K){qjm) 2 x 2 . 
Eł resultado tiene aplicación en uno de 
los primeros espectrógrafos de rnasas 
que fueron disenados, porque si pone- 


mos ima pan tali a perpendicular al eje X, 
todas las particulas que tengan el mismo 
eoeiente qim incidiraa a lo largo de una 
parabola dacia, independientemente de 
su velocidad i nic lal. Por lo tanto habra 
una parabola para cada lsótopo presente 
en ei haz incidente. 

15 32 Una particula de carga q y masa 
rn se rnueve eutre dos plac as paraielas 
cargadas y separadas a una distancia h* 
Se aplica un campo magnetieo uniforme 
paralelo a las placas y dirigido como se 
indica en i a fig. 15-57. Inicialmente la 
particula esta en reposo sobre la płaca 
interior. ( 2 ) Escribir las ecuación es de 


Figura la-57 
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movimiento de la particula. (b) Demos- 
trar que a una distancia y de la płaca 
interior, Ox — (q/m)^ 3y. (c) Demostrar 
quc el módulo de la velocidad estd dado 
por v 2 = 2 (q!rri)ćy. (d) Con los dos re- 
sultados precedentes mostrar que 
v u *= (qlmy**[2fy — (g/myiPy*] 1 **, y que 
la particula pasara rasando la płaca su¬ 
perior si ć = \(qjm)ld 2 h. 

15.33 En una región donde hay un 
campo elćctrico y uno magnćtico uni¬ 
formes y en la misma dirección, se in- 
yeeta una particula de carga q y masa m 
con una velocidad v Q en dirección per¬ 
pendicular a la dirección comun de los 
dos campos. (a) Escribir la ecuación de 
movimiento en coordenadas cartesianas, 
(b) Mostrar por sustitución directa en la 
ecuación de movimiento que las com- 
ponentes de la velocidad al tiempo t 
son v z — u„ cos v u = (qćjm)t y 

v t •= sen (c) Del resultado pre- 

cedente, ohtener las coordenadas de la 
particula al tiempo t. (d) Hacer un gró- 
fico dc la trayectoria. (e) iCuól seria el 
rnovimiento de la particula si la veloci- 
dad inicial de la misma fuera paralela a 
los campos? j Sugerencia: Para las res- 
p u.estas dadas, el eje X es ta en la direc- 
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ción de v 0 y el eje Y esta en la dirección 
cornun a los dos campos (fig. 15-58).] 

15,34 En una cierta región hay un 
campo electrico y uno magnetico uni- 
formes y perpendiculares enire si. Se 
inyecta una particula eon veloeidad v 0 
paralela al campo magnetico. (a) Es- 
cribir la ecuación de Tnovimiento de la 
particula en coordenadas cartesianas. 



y 


— — (c r /})) -f (ł‘7 U -f n 0 ) cos (q h/m)t . 

Demostrar que para que la particula se 
mueva a traves del campo sin desviarse, 
es necesario que v 0 *= ~ć'fh. Gomparar 
el resultado eon lo dicho en la sección 15.4 

15.37 Gon referenda a! problcma 15.34, 
verificar que cuando la velocidad tiene 
una dirección inicial arbitraria, las com- 
ponentes de la veiocidad al tiempo t 
son v T = 

v y — (<fjh -}- v&) sen {q li/m)t 

+ v w cos (q h/m)t, 

y 


v t = —<?.'/ 15 + (Cfli -f i^o*) cos (qlijm)t 
— v 0V sen (qiym)L 


(b) Mostrar, por sustitución directa, que 
las componentes de la velocidad al 
tiempo t son v x — v Q 

v y = (c r / b) sen ( ą )i/m)t , 

y 

v f = — (cf/b)[l — cos (qli/m)t}. 

(c) Del resultado precedente, obtener las 
coordenadas de la particula al tiempo L 

(d) Hacer un grafico de la trayectoria 
[Sugerencia: El campo magnetico esta 
en la dirección del eje X y el electrico en 
la del eje V.] 

15.35 Resolver el problema 15.34 para 
una particula cuya velocidad inicial es 
paralela al campo elśctrico. Verificar que 
las componentes de la veIocidad son 

Vx = 0 , 


v y *== v Q cos (qhjm)t 


y 


-h (<7 M ) sen (q h/m)t, 


Vz — — (<7 b)(l — cos ( q ):)/m)t] 

— v 0 sen ( q 

15,36 Re$oIver el problema 15.34 para 
una particula cuya velocidad inicial es 
perpendicular a ambos campos. Verificar 
que las componentes de la velocidad son 
v x = 0, 

v v = (ć/h -f ł>q) sen 


Obtener (por integración) las coordena¬ 
das de la particula y discutir la trayec¬ 
toria. Comparar eon los resultados de los 
problemas 15.35 y 15.36. 

15.38 Con referenda al problema 15.33, 
(a) demostrar que cuando ( qh/m)t 1, 
las coordenadas de la particula se pueden 
expresar en ia forma x = y~(qć/2m)t * 
y z = (v 0 q h/2m)t 2 , lo cual coincide con el 
resultado del problema 15.31. 


Z 



Figura 15-59 


15.39 Encontrar la densidad de co- 
rriente (supuesta uniforme) que se re- 
ąuiere en un alambre horizontal de alu- 
minio para hacerlo "flotar” en el campo 
magnetico terrestre en el ecuador. La 
densidad del Al es 2,7 x 10 3 kg m“ 3 . 
Suponer que el campo magnćtico terres¬ 
tre es de alrededor de 7 x lO" 6 T y que 
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el alambre esta orientado en la dirección 
este-oeste. 

15.40 Encontrar la fuerza sobre cada 
u no de los segment os de alambre que se 
muestran en la fig. 15-59 si el campo 
'V ~= 1,5 T es paralelo a OZ e I 2.0 A. 
La arista ciel cubo mi de 0,10 m 

15.41 Et piano de ana espira reetan 
gular de alambre cle 5,0 cm x 8 s 0 c ni e s 
paralelo a im campo magnetico de 0,15 T. 

(a) Si u na corriente de 10 A eircula por 
la espira, *,que torąue actua sobre ella? 

(b) &Cuai es el moment o magnet i co de la 
espira? (c) £ Cu cii es el torąue maxime 
que se puede obtener eon esa corriente 
circulando por la mis ma longitud de 
alambre en este campo magnetico? 


Y 



15.42 La espira rec tangu lar de la fig. 
15.60 puede girar alredcdor dei eje Y y 
i!eva una corriente de 10 A en el sen lido 
indicado. (u.) Si la espira es*a en nr. 
campo magnetico u ni formę dc 9.2 T pa¬ 
ralelo al eje X, calcu lar la fuerza en N 
sobre cada lado de la espira \ el torąue 
en N m reąuerido para mani en er la .i s 
pira en la posición que se muestra. 
(b) Lo misrno que en (a), exeepto que 
la espira esta en un campo paralelo al 
eje Z, (c) £,Qiie torąue se reąueriria si la 
espira pudiera girar alrededor de un eje 
paralelo al eje Y que pasę por su centro ? 

15.43 La espira rectangular de alam¬ 
bre mostrada en la fig. 15-61 tiene una 
masa de 0,1 g por centimetro de longitud 
y puede girar sin roce alrededor del lado 
AB, Por el alambre circula una corriente 
de 10 A en el sentido indicado. (a) Calcu- 
lar el módulo y el sentido del campo 
magnetico paralelo al eje Y, que hara 
que la espira girę hasta que su piano 



Figura 15-61 

formę un angulo de 30° eon el piano YZ . 
(b) Hacer el estudio para el caso en que 
ei campo es paralelo al eje X , 

15.44 < ; Cual es el torąue rnaximo sobre 
una bobina de 5 cm x 12 cm compuesta 
de 600 vueltas cuando lleva una co¬ 
rriente de 10" 5 A en un campo uniforme 
de 0,1 T? 

15.45 La bobina de un galvanómetro 
de bobina móvil tiene 50 vueltas y en- 
cierra un &rea de 6 cm 2 . El campo mag¬ 
netico en la región en la cual se mueve 
la bobina es de 0,01 T y es radial. La 
constantc de torsión de la suspensión es 
k = 10' 6 N m/grado. Encontrar la des- 
viación angalar de la bobina para una 
corriente de 1 mA, 



Figura 15-62 

15.46 Una espira de alambre en forma 
de cuadrado de 0,1 m de lado, yace sobre 
el piano XY, como se muestra en la 
fig. 15-62, En la espira hay una corriente 
de 10 A en el sentido indicado. Si se 
aplica un campo magnetico paralelo al 
eje Z y de intensidad V = 0,lx T (donde 
x esta en m), calcular (a) la fuerza re- 
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sułtanie sobre la espira y (b) el torąue 
resultante respecto a O , 

15.47 Repetir el problema precedente 
cuando se aplica el campo magnet i co 
segun el eje X , 

15.48 Una espira clrcular de radio a y 
corriente I esta centrada en el eje Z 
y es perpendicular a śl, Se .produce un 
campo magnśtico eon simetria axial al- 
rededor del eje Z que forma un angulo 0 
eon el eje Z en puntos sobre la espira 
(fig. 15-63). (a) Encontrar, para cada 
uno de los sentidos posibles de la co 
rriente, el móduJo y la dirección de la 
latTza, (b) Suponer que el eircuito es 
tan peąueno que se puede considerar 
como un dipolo magnśtico y que el 
campo magnśtico sigue la ley de la 
iiwersa de i cuadrado dc la di stanc i a 
{ii ~ kjr*), Demostrar que la fuerza so¬ 
bre el eircuito es F -- ć M(d7ytdr), 
rionde M es su memento dipolar mag¬ 
netico que esta orłentado segun el eje Z. 
Es te resultado es generał y muestra que 
u u dipolo se rnovera en la dirección en 
que el campo crece cuando esta orien- 
tado segun el campo y en sentido con¬ 
tra rio cuando esta orłentado en sentido 
opuesto al del campo. (Comparar eon el 
resultado similar encontrado para un 
dipolo electrico, sección 14.11.) 



15.49 (a) Calcular la velocidad angular 
de precesión del espin de un electrón en 
un campo magnetico de 0,5 T. (b) Calcu¬ 
lar la misma cantidad para un proton 
en el mismo campo, suponiendo que el 
espin de un proton es igual al de un 
electrón. [Sugereneia: Usar los valores 
de y que se dan en la pagina 536.) 

15.50 Calcular el momento dipolar 


magnetico de un electrón en un atomo 
de hidrógeno, suponiendo que describe 
una órbita circular a una distancia de 
0.53 x 10“ 10 m del protón. Calcular la 
yelocidad angular de precesión del elec¬ 
trón id esta en un campo Tnagnćtico de 
1<T 6 T que lorma un óngulo de 30° eon 
el momentum angular orbital. 

15.51 Calcular el factor giromagnetico 
Y para un disco rotante de radio R que 
tiene una carga q distribuida uniforme- 
mente sobre su superficie. 

15.52 Repetir el problema 15.51 para 
una esfera cargada uniformemente en 
todo su volumen. [Sugereneia: Dividir 
la esfera en discos perpendiculares al eje 
de rotación.] Del resultado de este pro¬ 
blema, ^que puede Ud. concluir acerca 
de la estruetura del electrón? 

15.53 El gauss es una unidad freeuente- 
mente usada hasta hace poco para medir 
el campo magnśtico. La reiación entre el 
gauss y el tesla es 1 T = 10* gauss. 
Mostrar que cuando se mide la fuerza 
en dinas, la carga en stC, el campo mag- 
nśtico en gauss y la Yelocidad en cm s~\ 
la fuerza magnetica esta dada por 
F = i X 10~ 10 <7* X 

15.54 Encontrar la fuerza sobre la por- 
ción circular del conductor de la fig. 15-64 
si la corriente es 7 y el campo magnetico 
uniforme V esta dirigido hacia arriba. 
Demostrar que es la misma que si el 
conductor fuera recto entre P y Q. 

15.55 Demostrar que la fuerza sobre 
una porción PQ de im alambre conduc¬ 
tor (fig. 15-65) que ileva una corriente I 
y estś colocado en un campo magnetico 

uniforme 01, es I(PQ) * siendo por lo 
tanto independiente de la forma del 
conductor* Aplicar al problema prece- 
dente. Concluir de esto que la fuerza 
sobre una corriente cerrada colocada en 
un campo magnetico uniforme es nula. 

15.56 Considerar una espira cuadrada 
de alambre, de 6 cm de lado, cuando 
por ella circula una corriente constante 
de 0,1 A y esta en un campo magnśtico 
uniforme de 10~ 4 T. (a) Si el piano de la 
espira estś inicialmente paralelo al campo 
magnetico, £se ejerce algun torąue sobre 
la espira? (b) Contestar (a) cuando la es¬ 
pira esta inicialmente perpendicular al 
campo magnśtico. (c) Expresar el torąue 
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t ii v \ o de i a o o i ■ i ie nie, •, ą u e o c u r r e ? i C 6': i i o 
■j •;\ m b i a ri a Ud. e I sc o U d o <i e Ia cor:ie n:: e 
en i a forma que se mendo na en la nr i 
n:eni parte, de o sto próbie ma? ,;,De que 
ut.il Id ad seria cste cambio? 


ó. 5 c por u n aiambre i n i m i i e n •. e 
largo cżrcidn ona corriente ciecfrica dt 
1 A: cc leni ar la mtensklad del ram no 
magntHico pro du ci do a ona dl sta no la do 
0,53 x 10~ 10 m y a ! m. Cal cni a: tam- 
hien ei campo elćctnco en estos puntos. 
15.59 Por un a)ambrę recto y largo 
circula ura comen.e de 1,5 A. Un dcc- 
trón viaja eon rna velocida<l de 5 / 10* 
m s" 1 paralel ameni o al a 1 ambrę y eon el 
nmmo seutiuo de la corriente, u 0,1 m 
del alambre. Q u e fuersa e i er cc el rampo 
magnetico de Ja corriente sobie ei d$c- 
15 ó n en ; ii o v} i n i ent o V 


15.50 Demost rar, 1 i san d o la c. (i 5. o 5), 
que d campo magnetico de ima e oni en te 
rectiHnea es ta dacio por la ec. (15.41;. 
15.61 Demostrar que el campo magnć- 
tico p rod u ci do por ima corriente recti- 
linea I de longitud finita es (u 0 Jj2nR) 
(sen aj — sen a 2 >, donde R es la distancia 
(perpendicular) del punto ai alambre, y 
aj y a 2 son los angulos entre la perpen¬ 
dicular a la corriente y los segmentos que 
uneu el punto eon los extremos de la 
misma (ver fig. 15-66). Aplicar este re- 
sultado para obtener el campo magnetico 
en el centro de un circuito cuadrado de 


lado L. jFijarse en los signos de los 
angulos.] 

15.62 Por un alarnbre recto y largo 
ci roni a uno corriente de 19 A en el sen 
tul o dc? eje V. Ha y un rampo magnetico 
unnorine )> Je inieiuidad 10~* T y diri* 
gid. 1 -.-- seguu ! eje X. /.Cua! es el campo 
Tuogneticc resultante en los siguientes 
i-untos: (a) x =» Oj z — 2; (b) x s» 2 m, 
: 0; (c) x ~ 0, z — —- 0,5 rn ? 

lb.ód Dos largos alambres rectos y pa~ 
raieios esińn separados por u na dis t and a 
2a. Si por i os alambres circulan corrientes 
igual.es en sentidos opuestos, /.cuat es el 
campo magnetico del piano de los alam¬ 
bres en un punto (a) cquidistanle de 
aiiibos y (b) a una distancia a de uno 
y 3*:; del otro? (c) Contestar (a) y (b) 
cu ar* do por los alambres circulan co- 
rrientes iguales en el rnismo sentido. 

15.64 Dos largos alarnbres rectos y pa¬ 
ralel os estan a 100 cm uno de otro, como 
se muestra en la fig. 15-67. Por el alam- 
bre superior circula una corriente /, de 
6 A hącia el piano dcl papę], (a) /,Cual 
fi:be ser la intensidad y el sentido de la 
c >n i t- u lo L para q u e e 1 ca m p o re s u 11 an te 
(••t P sca unio ? (b) ^Ouai es entonees 
ei campo resultante en Q? (c) iY en 5? 
!5u>5 Lo fig. 15.63 es una vista frontai 
de dos largos a! ambr es par ale los perpen- 
diculares al piano X Y, por los que 
circula Ja misma corriente / pero en 
sen t i dos opuestos. (a) Most rar eon vec- 
tores. el campo magnetico de cada alarn- 
bre y el campo resultante en el punto P. 

(b) Obtener la expresión del módulo de 
■)) en cualątiier punto del eje X en fun- 
ción de la coordenada x del punto. 

(c) Ha cer un grafico del módulo de 7J 
en cualąuier punto del eje X. (d) 

quó valor de x es el valor de 7) maximo? 
Repetir para los puntos del eje Y. 
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Figura 15-69 


15.66 Repetir el problema 15.65 cuando 
las corrientes estan en el mismo sentido. 

15.67 Una corriente de 2,5 A circula 
por una bobina de vueitas muy juntas 
que tiene un diametro de 0,4 m. ^Cuantas 
vueltas debe tener para que el campo 
magnćtico en su centro sea 1,272 xlO” 4 T? 

15.68 Un solenoide de 0,3 m de Iongi- 
tud esta constituido por dos capas de 
alambre. La capa interna tiene 300 vuel- 
tas y la externa 250 vueltas. Por ambas 
capas circula una corriente de 3 A en el 
mismo sentido. ^Cual es el campo mag- 
nćtico en un punto cercano al centro del 
solenoide ? 

15.69 Una lśmina conductora de gran 
longitud y ancho w tiene una densidad 
uniforme de corriente j por unidad de 
ancho; es decir, Jtotai = jw (fig. 15-69). 
(a) Calcular el campo magnetico en un 
punto P a una distancia (perpendicular) 
d por encima del centro de la tira, como 
se muestra. [Sugerencia: La expresión 
del campo debido a una tira recta y larga 
de ancho dw es la misma que la de un 
alambre recto y largo.] (b) ^Cual es el 
campo si d w , es decir, si la tira se 
hace un piano infinito? 

15.70 Dos corrientes circulares de la 
misma intensidad 1 y el mismo radio a 
est&n separadas por una distancia 2 b, 
como se muestra en la fig. 15.70. (a) Pro- 
bar que el campo magnetico sobre el 
eje estó dado por 

* _ fj . I (4t» ~ « 2 ) .. 

(a 2 + ft 3 ) 3 ' 3 [ 2 (a 3 + «> 2 ) 2 

, 15 (8fe 4 — 12a^ 3 + a«) _ , 1 

O X ' * * * » 


donde x se mide a partir del punto medio 
entre las dos corrientes. (b) Verificar que 
para a -■ 2b, el campo en el centro es 
independiente de x hasta la tercera po- 
tencia. (Esta disposición se denomina 
bobinas de Helmholiz y se usa mucho en 
el laboratorio para producir un campo 
magnetico uniforme en peąuenas regio- 
nes del espacio.) (c) Suponiendo que se 
satisface la condición senalada en (b), 
encontrar el valor de x (en función de a) 
para el cual el campo difiere en 1 % del 
campo en el punto medio. 

15.71 Un alambre largo horizontal AB 
(fig. 15-71) reposa sobre la superftcie de 
una mesa. Otro alambre CD, situado 
directamente encima del primero, tiene 
1,0 m de longitud y se puede deslizar 
hacia arriba y hacia abajo por las guias 
metalicas verticales Cyl). Los dos alam~ 
bres estan conectados mediante los dos 
contactos corredizos y por ellos circula 
una corriente de 50 A. La densidad lineal 
del alambre CD es 5,0 x 10 -3 kg m -1 . 
£A que altura quedara en eąuilibrio el 
alambre CD a causa de la fuerza mag- 
netica debida a la corriente que circula 
por el alambre AB1 

15.72 Un largo alambre recto y una 
espira rectangular de alambre yacen 
sobre una mesa (fig. 15-72). El lado de 
la espira paralelo al alambre tiene 30 cm 
de longitud y el lado perpendicular 
50 cm. Las corrientes son I x « 10 A e 
I z — 20 A, (a) ^Cual es la fuerza sobre 
la espira? (b) ^Cual es el torque sobre la 
espira eon respecto al alambre recto? 
^Y eon respecto a la linea de trazos? 
(c) Encontrar el torąue despućs que la 
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espka ba rot^do 45° alredfcbu de h 
Sine a Ue trasos. 


15.7 5 i) o ^ a 1 a ? ab r e s l s. r g o n p r. r e 1 * ■ - o■■ $*■ 
i:k: • U un rjc eoniun n*- r ?n«'dio 



< do > o p i j csp: > - i. C u u 1 c s 1 a c o a U • a l r i; 
los ukos cuUgan formalino nn ,kigvdo 
de r* i,on. ‘.a v er Ural ? 


i,5.?4 Bu ’a fig. 15-68. un Ictoct atem- 

a- .-eto v i nr go, paralek* a km o dos dom 
oor tri punlo f. Por ca u a al/untme 
;jd. * o na corruuite I ••-- 20 A, Sb" a a 

i * O,■•;•} n: V X '••■••• 0,40 TO HaC-O.tfar i' ; 

hJ*' y ?-? dircin**óu dc k* e ;. 

;oń- : .v; dt> U-gitud sobre i:i tereer aU:a- 
Lu* : ■ r si ]:t rorrlHde que cucuK p<v •'•! 
/o*c de! piano -dei papei, i‘M ?•! B. s. orcie; 3 m 
^rdr;. en e! piano de! papek 
1 5.77 Ei observador O y sc mu<v~ n ci: 
; jccb> a! ob*v.;rvador O eon veb-Ddad *• 
•a:* .raić-a a! ej o a c(»mun. Dos cargas p 
•- c* eu retmo respor.Ło a L>k ester* sobr- 


gik pa;-a por la carga perpendicular a. Ja 
dircec.on U^i mo\:m)pnto. Conskierar 
vujg?os de e/e upiak s 0; 0,1; 0.5 y 0,9. 

Cukmar c) c^rienle entre k-s v&- 
U v - > r»* reDk • Uta dr! carnpo 

; -mgoeUcc* producHo pc* una carga m 
konto en en p;:He ».ud planu per- 
po miku Br o la dinercl^n </M mc v Im i en to 
cno pnsa -por la carga, Comirtcrar va!ores 
no ar igucdeu a 0; 0,1 ; 0,5 y 0,9. 

15.70 Dos clecUcnes se mueven en tra- 
yn-*- ndas reciHlneas parał cl as separadas 
Oki nur. (a; >0 se ji>uevrn u no trenie id 
:d.r:.- a ano veiocidad dc (O 6 m s"‘b en- 
contr ar las tuerias ekctrica y magnćtit-a 
:;n*re mlos que micie un observador li jo 
al iai3oratorio ;sśuponien*.Ui que 10 s m s"' 1 
sc pueae considerar u na veIoci(lad no 
rdeklisia), (b) ^Cuai es la fuerza segun 
nn ■Hy^ i s' adoT qv:e se nn:eve eon los 
elcctrcmes? (c) Rcpetir io anterior para 
el caso de una Ytlocidad de 2,4 x 10 ? 
ii\ s**k ąut es relaMyista. 

17.85 Un prolón do 30 GeV dc energia 



pasa a u na dUtaucia de iO*" 7 m de un Ion, 
C i-rut el pi-oidn se dobę corssidcrar en 

f.‘TTna rkack : isty oneontrar cl ón- 


r pci.s o- **na! ci campo eieetneo en 


i 5k. -i ••• U. ••!-$> 

^ :•• ł.vmno » łcdfie > ?s > v *a wu - **.. 

j,.: i • .! • : • ■:. * <V\ j r/i.'- i i or.t'- t'.’ UL. i i , ję ■.•<.- 

d»k e.-r •;;•-■ DcdriCo paru. uns uc?*t.. Ir 
nikr>05. dieta icc.a dst In cm ca pe r n sit,;a* 
des ‘•«:tpcctivamei !o er* un piane s i : e 
pasa. por la carga perpondlcular a !c 
direedón de! moclmiento y sobre d eje 
en la dimeióh del moyardeato, Considit - 
rar v a lorc e de v/c iguales a 0; 0,1; 0 ; 5 


v r ; c i ! e.' tenun coiTesporelseJt*e 

u -::r>*;vk* ci pro iór f sta -a i a dis tu nr? a 
:..:, i \: ę* ,• U]»■ r>»c »»a j ; ón a t i o 31. (1; \ .Tśat i - 
;:..-rnci^r *!;♦ !..< fuerza i\ fpicr r:-.td 
soKi?.-;:-tn e! lor* y la yariarlón ucd mo- 
meuMinr considcrando que es esencial- 
rnonto e) rcsuHado del campo dentro del 
angnio en contr ad o en (a), (c) Repetir 
cuando la particula que pasa es un ciec- 
tron de Ic misma energia, en vez de un 
proton. (Vcr fig. 15-73.) 


y 0,9. 

15.77 Gal cuJar ci cociente entre los va 
lores relalivista y no relatmsta de* 
campo electrico producido por una carga 
en movimiento en un punto dcl piano 


15.8" Usando !a expresión relatWista 
(15.f>7) para el campo magn^tico de una 
carga en rno\imicnto, obtener la expre- 
sión para el campo magnetico de una 
corriente rectilinea. 
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15.82 Usando la regla generał para la 
transformación relativista de ona fuerza 
(problema 11.29), obtener las transforma- 
ciones relativistas del carnpo electro- 
magnćtico, ecs. (15.58) y (15.60). 



15.83 Usando las ecs. (15.58) y (15.60), 
probar que las cantidades Oli y O —-W 
son invariante$ respecto a la transfor¬ 
mación de Lorentz. 

15.84 IJna particula de carga q y masa 


m se mueve en una región don.dc hay un 
campo electrico £ y on campo magne- 
tico Demostrar que si el movimlento 
de la particula se reftere a un sistema de 
eoordenadas que rota eon la frecuencia 
de Larmor de la particula, (OL~—qlij2m 
[ver ec. (15.7)], su ecuación de movi- 
miento sc transforma en ma' = q[£ f(m/ 
q)a) L x (o) L x r)]. Estimar el valor de 
(Ol para un electrón y verificar que el 
ultimo termino es despreciable. En esta 
aproximación, la ecuación de movimien- 
to de la particula en el sistema rotante 
de ejes es ma' ~ q£. La comparación de 
este resultado eon el ejemplo 15.4 nos 
muestra cómo eliminar el efecto de un 
campo magnćtico. [ Sugerencia Emplear 
las fórmulas de la sección 6.4 para ex~ 
presar la velocidad y la aceleración de 
la particula respecto al sistema rotante 
de ejes.] 
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16.2) 

i 6.1 Introducdón 


En los cios capitulos precedenies estudiamos las interacciones electromagneticas 
y d raovimiento de partieułas eurgadas como consecuencia de estas interaeciones. 
Al analizar las inieracciones electromagneticas introdujimos el concepto de campo 
ełectroinagnćtico. Eu este capitulo y en el próximo, estudiaremos en detalle las 
caracieristicas del campo electromagnetieo misrno, considerandolo como una 
entidad independiente. En este capitulo examinare.mos el campo electromagnetieo 
cstaiieo o independiente del tiempo. En ei capitulo 17 consideramos el campo 
electromagnetieo dependiente del tiempo. 


16.2 Flujo de un campo rectorial 


E: prk^e.r o ei flujo de un campo uedoriaL Este es un concepto de gran 

j co mobłemu s fisiccs y aparecera muchas veces en este eappjlo 

■ zif 'óeodes, Of’ sidereri'»s ona superficie S colocada en una region domb* 
v cad V ((tg, Djvidnmos la supartiełe on peąuenEtnuu 

• : ■ -nc ) >i p- '-‘-cies de trteęs d 'E, dS>.. . . Podemes r.acar lo* ver- 

;- ; rr r u Hy. u,., • . . pernendiculares i\ ihs superlkEs tn wio de sus puntos. Los- 
vers->rcs sa oneatan en cl sentido e i que avanza un tcrnlllc de rosca cierecha 
cuando rota en el sentido en que hemos decidido orientar la periferia de la su- 
perfiele segun la eonvención establecida en la sección 3.10. Si la superficie es 

cerrada, los versores Us apuntan hacia afuera. Sean 0 2 , 0 3 , ... los śnguios 

entre los vectores normales u v u 2> M 3 , ... y los vectores de campo F 1# F 2 , F 3 , ,.. 

en cada punto de la superficie. Entonces, por defmición, el flujo O del vector F 

a traves de la superficie es 

= V x dSy cos 0 j + V 2 dS z cos 0 2 + V 3 dS z cos 0 3 -j- ... 

™ i * dS l + F 2 • w* dS 2 4“ E s ’ W 3 + ..., 
ó 

O = J V cos 0 dS = f s V • rfS, (16.1) 

donde la integrai se extiende a toda la superficie, lo cual se indica eon el sub- 
indice S. Por esta raz on una expresión como la ec. (16.1) se Hania integrai de 
superficie. Debido al factor cos 0 en la ec. (16.1), el flujo a traves de la superficie 
elemental dS puede ser positivo o negativo, segun 6 sea menor o mayor que tc/ 2. 
Si el campo F es paralelo o tangente al elemento de dS, el angulo 0 es rc /2 y 
cos 6 -- 0, resultando un flujo nulo a traves de la superficie dS . El flujo total 
puede ser positivo, negativo o nulo. Si es positivo, se denomina “saliente”, y si 
es negativo, “entrante”, Si la superficie es cerrada como una esfera o un elipsoidę, 
se escribe un circulo sobre el signo integrai; de este modo la ec. (16,1) se con- 
yierte en 


$ = o V cos 6 dS = o V* Ujw dS . 


( 16 . 2 ) 
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Fig. 16-1. Flujo de un campo vee- Fi^r. 16-2. Flujo de particulas a traves de 
toriał a traves de una superficie. un area, 

El nombre de flujo dado a la integral de la ec, (16.1) se debe a su aplicación 
al estudio de los tłukłoś, Supongamos que tenemos un chorro dc particulas, todas 
moviendose hacia la derecha eon yelocidad v. Aąuellas particulas que atraviesan 
la superficie dS en el tiempo i estarian contenidas en un cilindro de base dS, 
generatriz paralela a v y longitud uL Este vołumen es vt dS cos 0. Suponiendo 
que haya n particulas por unidad de volumen, el nu mero total de particulas que 
pasa a traves de la superficie dS en el tiempo / es nut dS cos 0 y el numero que 
pasa por unidad de tiempo, o flujo de particulas , es nu dS cos G = nv • Ujm dS. 
El flujo total de particulas a traves de la superficie 5 es 

= J nt?* Ujm dS . 

Esta es una expresión similar a la ec. (16.1), eon el vector de campo Figual a riv. 
Se compreudera, sin embargo, que el nombre de “flujo 11 dado a la ec. (16.1) no 
significa, en generał, movimiento real de algo a traves de la superficie. 

EJEMPLO 16.1. Expresar la corriente elóctrica a traves de una superficie como 
un flujo de densidad de corriente. 

Solución: Hemos visto que nv ■ ux dS expresa el numero de particulas que pasa 
a traves de la superficie dS por unidad de tiempo. Si cada partfeuln lleva una carga q , 
la carga que pasa a traves de la superficie dS por unidad de tiempo es 

qnvu: V dS = j • MA dS , 

donde j = nqv es la densidad de corriente defmida en la ec. (15.12). Por consiguiente, 
la carga total que pasa a traves de la superficie S por unidad de tiempo (esto es, 
la corriente electrica a traves de la superficie) es 

I = J dS. 

En otras palabras, la corriente electrica a traves de una superficie es igual al flujo 
de la densidad de corriente a traves de la superficie. Si la densidad de corriente 
es uniforme y la superficie es piana, la ecuación se reduce a 

I — j ' unS — jS cos O. 
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Fig. 16-3. Flujo electrico de una carga Fig. 16-4* El flujo electrico a travćs 
puntual a traves de una esfera. de esferas concentricas que rodean a la 

misma carga es el mismo. 


I. EL CAMPO ELECTRICO 

16.3 Ley de Gauss para el campo electrico 


Consideremos ahora una carga puntual q (fig. 16-3) y calculemos el flujo de su 
campo electrico f a traves de una superficie esfćrica eon centro en la carga. Si r 
es el radio de la esfera, el campo electrico producido por la carga en un punto 
de la superficie esferica es 


£ - 


l 

47ue 0 r 2 


Wr. 


El versor normal a la esfera coincide eon el versor u r segun la dirección radial, 
Luego el ńngulo 0 entre el campo electrico £ y el versor u r es cero, y cos 6 = 1. 
Observese que el campo electrico tiene la misma magnitud en todos los puntos 
de la superficie esferica y que el area de la esfera es 4:cr 2 ; por lo tanto laec. (16.2) 
da para el flujo electrico 


$S = I ć dS =±= ć I dS = ĆS — - q —— (4w J ) = x. 

1 s 4t ce 0 r 2 e 0 

Entonces, el flujo electrico a traves de la esfera es proporcional a la carga e inde- 
pendiente del radio de la superficie. Por lo tanto si trazamos varias superficies 
concentricas S v S 2 , Ą, ... (fig. 16-4) eon centro en la carga q , el flujo electrico 
a traves de todas ellas es el mismo e igual a ę/e 0 . Este resultado se debe a que 
el campo depende de 1/r 2 , y se aplica tambien al campo gravitacional de una 
masa dado por la ec. (13,15). El flujo del campo gravitacional se eneuentra reem- 
plazando ql^^€ 0 por ym, donde m es la masa encerrada por la superficie. Esta 
sustitución da 


Ogi = 4 ;rym. 
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Consideremos una carga q en el interior de una superficie arbitraria cerrada S 
(fig, 16-5). El flujo total a traves de S del campo electrico producido por ia earga q 
esta dado por 


Os = <j> ć cos 6 dS = cŁ 
J s J 


S 4 ** 01 * 


cos 0 dS 


q r dS cos 6 
4 TC e 0 *JS r 2 


Pero dS cos 6/r 2 es el anguio solid o subtendido por el elemento de superficie dS 
visto desde la carga q [recordar la ec. (2,8).] Como el dngulo sólido total alrededor 
de un punto es 4tt, vemos que 


Os = —-— dCl == —— (47t) = — . 

4 TC 6q J 4tC€q €q 

Este resultado es el mismo que el encontrado previamente para una superficie 
esferica eon centro en la carga, por lo cual es valido para cualąuier superficie 
cerrada, independientemente de la posición de la carga dentro de la superficie. Si 
una carga tal como q f esta fucra de la superficie cerrada, el flujo electrico es cero, 
porque el flujo entrante es igual al saliente; luego, el flujo neto es nulo. Por ejeni- 
plo, el flujo electrico dc q e a traves de dS f es igual en magnitud, pero de signo 
opuesto, al flujo electrico a traves de dS", y por consiguiente su suma es cero. 



•? 


// 



Fig. 16-5. El flujo electrico a traves de una su¬ 
perficie cerrada que encierra una carga es indepen- 
diente de la forma de la superficie. 


Fig. 16-6. El flujo elćctrico 
a traves de cualąuier super¬ 
ficie cerrada es proporcional 
a la carga neta contenida 
dentro de la superficie. 


Si hay varias cargas q v q 2> q 3 , .. . en el interior de la superficie arbitraria S 
(fig. 16-6), el flujo electrico total sera la suma de los flujos producidos por cada 
carga. Podemos pues establecer la ley de Gauss: 

El flujo electrico a traoes de una superficie cerrada que encierra las 
cargas q v q 2 , ę 3 , ... es 

O b — | Ć''Un dS = —, 


(16.3) 
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donde q = q x + q 2 + % + * — es la carga loial en el interior de la 
superficie. 

Si no hay cargas en el interior de la superficie cerrada, o si la carga neta es cero, 
el flujo electrico total a traves de ella es cero. Las cargas que estśn fuera de la 
superficie cerrada no contribuyen al flujo to tal. 

La ley de Gauss es particularmente util cuando ąueremos calcular el campo 
electrico producido por distribuciones de carga que presentan ciertas simetrias, 
como se muestra en los siguientes ejemplos. 


EJEMPLO 16,2. Usando la ley de Gauss, hallar el campo elśctrico producido por 
(a) una carga distribuida uniformemente sobre un piano, (b) dos planos paralełos 
eon cargas iguales y opuestas, 

Solución: (a) Supongamos que el piano de la fig. 16-7 contiene una carga a por 
unidad de area. De la simetrla del problema se deduce que las bneas de fuerza son 
perpendiculares al piano, orientadas como se indica en la figura si la carga es posi- 
tiva. Tomando como superficie cerrada el eilindro ilustrado en la figura, podemos 
separar el flujo elćctrico <X>s en tres terminos: el flujo a travśs de S, que es -f <f S, 


siendo £ el area de la base del eilindro; el 



Fig. 16-7. Campo electrico de una su¬ 
perficie piana cargada uniformemente. 


flujo a traves de S 2 , que es tambićn -j-ćS 


+Q 



Fig. 16-8. Campo electrico en el espacio 
comprendido entre dos superficies pianas 
y paralelas que contienen cargas iguales 
y opuestas. 


ya que, por simetrla, el campo elćctrico debe ser el mismo en módulo y dirección 
pero de sentido opuesto en puntos situados a la misma distancia a ambos lados 
del piano; y el flujo a travćs de la superficie iateral del eilindro, que es nulo porąue 
el campo electrico es paralelo a la superficie. En consecuencia tenemos <i>e = 2ćS. 
La carga en el Interior de la superficie es la correspondiente al area sombreada 
y es igual a q = aS. Por consiguiente, aplicando la ley de Gauss, ec. (16.3), tenemos 
2Ć\S = oS/€ q o sea 


o 


2e 0 


lo cual indica que el campo electrico es independiente de la distancia al piano y 
es por lo tanto uniforme, El potencial electrico es, usando la relación ć — — dV/dx 
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y suponiendo que el potencial en el piano es cero, 


{16.3 



Estos resultados son identicos a los del cjemplo 13.8 para el caso gravitacional 
si se reemplaza y por (4^e 0 )" 1 (ver ademas el problema 14.62). El estudiante apreciara 
que la tecnica usada ahora es mas simple debido a la simctria del problema. 

(b) La fig. 16-8 Timestra dos plan os paralelcs eon cargas iguales y opuestas. Obser- 
vamos que en la region fuera de los dos planos hay campos electricos iguales en 
módulo y dirección pero de direec-ones opuestas* los enales dan im campo resultante 
nule. Pero en la región entre los planos, los campos tienen la misma dirección, y el 
eampo resultante es dos veces mayor que el de un solo piano, o sea ć — a/e 0 . Por 
io tanto, dos planos paralelos eon cargas iguales y opuestas producen un campo 
uniforrne en cl espacio entre ellos. 


EJ EM PLO W.3. Usando el teorema de Gauss, hallar el campo electrico creado por 
una distribución esferica de carga. 

Soludón: Este problema ha sido estudiado en la sección 13.7, aunąue de un modo 
diferente, para el campo gravitactonal producido por un cuerpo esferico. Considere- 
mos una esfera de radio a y carga Q (fig. 16-9). La simctria del problema sugiere 

que el campo en cada punto debe ser radial y 
depender solo de la distancia r del punto al cen¬ 
tro de la esfera. Entonces tracemos una super- 
ficie esferica de radio r concćntrica eon la esfera 
cargada. Encontramos que el flujo electrico a 
traves de ella es 

®e = ds = <? = <.‘(4w l ). 

Supongamos primero r > a; encontramos que 
la carga en el interior de la superficie S es la 
carga total Q de la esfera. Luego, aplicando la 
ley de Gauss, ec. (16.3), obtenemos ć(47rr 2 ) 

- <2/6O 6 

4t:€ 0 t 2 

Este resultado es el mismo que el obtenido para 
una carga puntual. Por consiguiente el campo 
electrico producido por una esfera cargada en 
puntos fuera de ella es igual al que produciria si toda su carga esluoiera concentrada 
en su centro . 

Consideremos a continuación, r < a; tenemos dos posibilidades. Si toda la carga 
esta en la superficie de la esfera, la carga en el interior de la superficie S' es cero, 
y la ley de Gauss da ćX4irr ł ) = O, ó ć = 0. De este modo, cuando la carga esta dis - 
tribuida en la superficie de la esfera el campo electrico en los puntos internos de la esfera 
es nulo. Pero si la carga esta distribuida uniformemente en todo su volumen y es Q ł 
la carga en el interior de la superficie S; tenemos 



Figura 16-9 


Q' = 


Q 

4kci 3 /3 


(4iti*/3) 


Qrl 

a 3 
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El teorema de Gauss da entonces <f(4::r 2 ) = Q'/e 0 — Qr s /€ Q a 3 ó 

f = _J2L._ 

4r:e 0 a 3 

demostrando asi que el campo eUctrico en los puntos internos de una esfera uniforme- 
menie cargada es directamente proporcional a la distancia del punto al centro de la misma. 
Estos resultados estan conforme a los de la sección 13.7 para el caso gravitacional, 
si se reemplaza ym por Q/4ne Q . 


EJEMPLO 16.4 . Usando el teorema de Gauss, hallar el campo electrico creado 
por una distribución cilindrica de carga de longitud inflnita. 

Solución: Consideremos una longitud L del cilindro C, de radio a (fig. 16-10). Si X 
es la carga por unidad de longitud, la carga total en esa porción de cilindro es q = XL. 
La simetrla del problema indica que el campo electrico en un punto depende sola- 
mente de su distancia al eje del cilindro y esta dirigido radialmente. Tomemos como 
superficie cerrada de integración una superficie cilindrica de radio r, coaxial eon 
la distribución de carga. Entonces el fiujo electrico a traves de la superficie tiene 
tres tćrminos. Dos de ellos representan el fiujo a traves de cada base; estos son 
nulos porque el campo electrico es tangente a cada superficie basal. Por lo qual 
sólo queda el fiujo a trave$ de la superficie lateral. Este es £(2nrL). O sea, 

= 2 t xrL£> 

Considerando r > a, la carga total dentro de la superficie cilindrica S es ? = XL, 
y la ley de Gauss, ec. (16.3), da 2nrLć « XL/c 0 ó 


2n€ 0 r * 

El resultado del ejemplo 14.7 para el campo elćctrico de un filamento cargado 
esta de aeuerdo eon ćste. Por consiguiente, el campo electrico en puntos externo$ 
a una distribución cilindrica de carga de longitud infinita es el mismo ąue si Loda 
la carga estuuiera distribuida a lo largo de su eje. 

Para r < a, tenemos de nuevo dos posibilidades. Si la carga esta distribuida 
en la superficie del cilindro, no hay carga en el interior de la superficie S\ y por 




Fig. 16-11. Elemento de volumen para 
establecer la ley de Gauss en forma dife- 
r en ciał. 
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la ley de Gauss se obtiene 2 izrLć = 0, ó ć — 0. En consecuencia* cuando la carga 
estd distribuida sobre la super}icie de un cilindro „ ci campo electrico en sus puntos 
interiores es nu/o. Pero si la carga esta distribuida uniformemente sobre todo el volu- 
men del cilindro C, encontramos que la carga dentro de la superficie S' es q' = ALr 2 /a 2 , 
y la ley de Gauss da 2rcrLĆ == q' 6 

2^€ 0 a 2 

De este modo el campo electrico en un punto interior a un cilindro cargado de longiiud 
infinita es proporcional a la dislancia del punto al e/e. 


16A Ley de Gauss en forma diferencial 

Hemos visto que la ley de Gauss puede aplicarse a superficies de cualąuier forma. 
Vamos a aplicarla a la superficie que rodea a un volumen infmitesimal de aristas 
paralelas a los ejes XYZ , como se ilustra en la fig. 16-11. Los lados del elemento 
de volurnen elemental son dx> dy y dz, El area de la superficie ABCD es dy dz> 
y el flujo electrico a traves de ella es 

( dS cos 6 = (ć cos 0) dy dz = £ x dy dz , 

ya que <f x = ć cos 6. El flujo a traves de la cara A'B'C'D' tiene una expresión 
similar pero es negativo porąue el campo esta dirigido hacia el interior del volu- 
men, o sea — ć' x dy dz . El flujo total a traves de estas dos superficies es la suma 

<?X dy dz + (— (fi dy dz) = (<f* — <fi) dy dz. 

Pero como la distancia A'A = dx entre las dos superficies es muy pequena, 
la cantidad £ x — C x es tambien muy peąueńa y podemos escribir 

ć x — Ą == dć x = 


lo cual permite expresar el flujo total en la dirección X como 

d£ x A ^ j A 

- dx dy dz — - dv . 


La cantidad dv = dx dy dz es el volumen de la caja. Como se obtienen resultados 
anAlogos para el flujo a traves de ias cuatro caras restantes del volumen elemental, 
el flujo total a traves del mismo es 


0 6 =- dv -)- ~du -1- du 

dx dy dz 


x dĆy . d£ z 

dx dy dz 


Si dq es la carga electrica dentro del elemento de volumen, la ley de Gauss da 


ŁU- — 
} € 0 
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Escribiendo dq = p dv en la expresión anterior, donde p es la densidad de carga 
eleetrica (o carga por unidad de volumen), y cancelando el factor comun dv> 
obtenemos 


dx dy dz <r 0 


(16.4) 


Esta es la ley de Gauss expresada en forma diferencial. La expresión en el primer 
miembro de la ec. (16.4) se llama la diuergencia de <T, abreviado div C, de modo 
que la ley de Gauss se puede escribir en la forma compacta 


(16.5) 

€ 0 

El significado fisico de la ley de Gauss en su forma diferencial es que relaciona 
el eampo electrico C en un punto del espacio eon la distribución de carga, expre~ 
sada por p, en el mismo punto; o sea que expresa una relación local entre dos 
cantidades fisicas. De este modo podemos decir que las cargas electricas son las 
fuenfes del eampo electrico, y que su distribución y magnitud determinan el 
campo electrico en cada punto del espacio. 


EJEMPLO 16.5. Expresar la ley de Gauss en función del potencial elćctrico* 

Soludón: Recordando que las componentes del campo electrico £ se expresan en 
función del potencial electrico V por ć x = — dVjdx y eon expresiones similares 
para ć' v y <f* (ver ec. 14.27), podemos escribir 

dć x 8 ( av \ ^ _ d*V 

dx dx \ dx ) dx 2 


eon resultados analogos para y C' e . Haciendo la sustitución en la ec. (16.4) obte* 
nemos otrą expresión para la le> de Gauss: 


d 2 v d*v = p 

dx 2 + dy 2 + dz* ~ € 0 


(16.6) 


expresión llamada ecuación de Poisson. Podemos usar la ec. (16.6) para obtener 
el potencial elćctrico cuando conocemos la distribución de cargas, y reciprocamente, 
siempre que la distribución de cargas sea independiente del tiempo. En el espacio 
librę, donde no hay cargas (p ~ 0), la ec. (16.5) se convierte en div <f = 0 y la ec. (16.6) 
nos da 


d 2 V d*V d 2 V 
dx 2 + dy 2 dz 2 


(16.7) 


Esta ecuación se llama ecuación de Laplace . Es una de las ecuaciones mas importantes 
de la fisica matematica, y aparece en muchos problemas no incłuidos en la teoria 
del campo electromagnetico, tales como en el movimiento de fluidos y en la elas- 
ticidad. 

La expresión que aparece a la izquierda de las ecs. (16.6) y (16.7) recibe el nombre 
de laplaciano de V. 


586 Carnpos eledromagnćticos estaiicos 


EJEMPLO 16,6. Yerificar que el potencial de una carga satisface la ecuación de 
Laplace, ec. (16.7), en todos los puntos excepto en el origen donde la carga esta 
situada. 

Solución; El potencial de una carga puntual es V = q/4 rce,/, segun la ec. (14.32). 
Pero r a = x 2 + y 2 -f z 2 , de modo que derivando respecto a tenemos 

2r dr/dx — 2x ó dr/dz — x/r. 

Por consiguiente 


Entonces 


£)-£(-£)--7 
(7)+£(7)+ £(7) 


_3x J/T 
r 4 t?x 


Multiplicando el resultado anterior por q/ 4rcę 0J obtenemos la ec, (16,7). Nuestro 
mćtodo matematico no es valido para r — 0 porąue la función 1/r tiende a infinito 

cuando r tiende a cero. En consecuencla, 
el origen debe excluirse de los calculos. 
V t Ademas, la ec. (16.7) no es aplicable a pun- 

I >0 tos ocupados por cargas. 


yyą // EJEMPLO 16j. Usando la ecuación de 

rf // / Laplace, obtener el potencial electrico 

J f; yy y el campo elćctrico en la región vacia 

comprendida entre dos planos paralelos, 
cargados a los potenciales V x y V t . 

| •••' Solución: La simetria del problema sugie- 

/P ^/ re que el campo debe depender sólo de 

/ la coordenada x (fig. 16-12). Por consiguien- 

| y te, como no hay cargas en el espacio entre 

y los planos, debemos aplicar la ecuación de 

y\ Laplace, ec. (16.7), la cual da d 2 Vjdx~ = 0. 

Z Observese que no usamos los simbolos de 

derivación parciał porąue sólo hay una 
variable independiente, x . Integrando, 
Figura 16-12 tenemos dV/dx — const. Pero el campo 

electrico es c c — — dV/dx . Concluimos 
entonces que el campo electrico entre los 
planos es constante. Integrando la expresión Ó—— dV/dx, teniendo presente 
que ć‘ es constante, obtenemos la siguiente ecuación 


rv 

dV 
J Vi 


de la cual resulta V — V t =» — ó (x — 6 V ~ V t — ć'(x — Xj). Esto demuestra 

que el potencial electrico varia linealmente eon la distancia z. Haciendo x ~ x v 
tenemos V = V*. Por lo tanto 


d 
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donde d ~ x 2 —*Zj. Estos resultados estan de acuerdo eon nuestra discusión hecha 
en la seceión 14.8, que eondujo a ia ee. (14.31). 


EJEMPLO 16.8 . Reso!ver el mismo problerna del ejemplo 16.7, suponiendo que haya 
una distribución uniforme de carga entre los planos. Esta situación puede encon- 
trarse, por ejemplo, entre las placas de un tubo electrónico. 

Solución: Ahora debemos aplicar la ecuación de Poisson, ec. (16.6). Debido a la 
simetria del problerna, el potencial depende solamente de la coordenada x, y podemos 
escribir d 2 V/dx 2 = — p/€ 0 , eon p = const. Integrando, tenemos 


X d 2 V 
r x dx 2 


dx 


—— r ?dx 

€ 0 J *1 



dx , 


lo cual da 

-^--(-4^ —-L ( X - Xl ) 

dx \ dx )x~ xj e 0 

o sea 

~~ -— — <* —* 1 ). (16.8) 

dx 

donde = — (d V/dx) x ^x l es el campo 
elćctnco en el punto x = x v Como 
ć = — dV/dx , el campo entre los planos es 


£ == <f x + — (x — *i), 

€ Q 



lo cual demuestra que el campo elćctrico varla linealmente eon x> como se ilustra 
en la fig. 16-13. Integrando de nuevo la ec. 16.8, el potencial elćctrico en función 
de x es 


o sea 


r r p r 

J dV = — J dx — — J (x — x a ) dx 


V - V, — ć x (x - Xj) - 


2e 0 


(x— x x )\ 


(16.9) 


Ahora el potencial electrico varia eon el cuadrado de x, como se muestra en la fi¬ 
gura 16-13. La cantidad puede deterrninarse haciendo z — x 2 ; se tiene 

V 2 == V 1 — (x, — x,) — (p/2« 0 ) (x 2 — Xl ) 2 , 

de donde se despeja 


16.5 Polarización de la materia 

En esta sección vamos a discutir el efecto que un campo electrico produce sobre 
una porción de materia. Recordemos que los atomos no tienen momentos dipo- 
lares electricos permanentes debido a su simetria esferica, pero cuando se colocan 
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en un campo electrieo se polarizan, adquiriendo momentos dipolares electricos 
inducidos en la dirección del campo. Esto es una conseeuenda de la perturbación 
del movimiento de los electrones produelda por d campo electrieo aplicado (ver 
secdón 14.12)* 

Por otrą parte, muchas moleculas presentan momentos dipolares electricos 
permanenies, Cuando una rnolecula tknę un memento dipolar electrieo permanente, 
tiendc a orientarsc paralelamente.al campo aplicado, porąue sobre ella se ejerce 
un t.orque (dado por la ee. 14.50). Como eonseeueneia dc estos dos efectos, una 
porción de materiał colocada en un campo electrieo se polarna . Es decir, sus 



Fig. 16-14. Polarizaeión de la materia por un campo electrieo. 


moleculas o atomos se convicrten en dipolos electricos orientados en la dirección 
del campo electrieo local (fig. 16-14). sea debido a la distorsión del movimiento 
electrónico, sea a la orientación de sus dipoios permanentes. Un rnedio que puede 
polarizarse en un campo electrieo se llama dieledrico, La polarizaeión da lugar 
a una carga neta positiva sobre un lado de la porción de materia y a una carga 
neta negativa sobre el lado opuesto. De este modo la porción de materia se con- 
vierte en un gran dipolo electrieo que tiende a moverse en la dirección en que 
el campo aumenta, como se estudió en la sección 14.11. Esto explica el fenómeno 
descrito en la sección 14.1 por el cual una varilla de vidrio electrizada o un peine 
atraen pecjuenos pedazos de papci o esferitas de corcho. 

La polarizaeión j> de un materia! se define como el momento dipolar electrieo 
del medio por unidad de voIumen. Por lo tanio, si p es ei momento dipolar indu- 
cido en cada atonio o rnolecula y n es el nurnero de atomos o moleculas por uni¬ 
dad de volumen, la polarizaeión es P = np. En generał, r jP es proporcional al 
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campo electrico aplicado Como se mide en (C m) m~ 3 = C m~ 2 , o carga por 
unidad de area, y de la ec. (14.8), e 0 ć se mide tambien en C m~ 2 , es costumbre 
escribir 

P - (16.10) 

La cantidad se llama susceptibilidad elecirica del materiał. Este es un numero 
puro. Para la mayoria de las sustancias, esta cantidad es positiva. 

Consideremos ahora una porción de materiał de espesor l y superficie S colocada 
perpendicularmente a un campo uniforme (fig. 16-15). La polarización r J> 9 siendo 
paralela a £*, es tambien perpendicular a S. El volumen de la rebanada es /S, 
y por consiguiente su momento dipolar electrico es r P(lS) = (7S)/. Pero l es pre- 
cisamente la separación entre las cargas positivas y negativas que aparecen sobre 




Fig. 16-15. Porción de materiał pola- Fig. 16-16. El campo elćctrico dentro 
rizado. de un conductor es nulo. 


las dos superficies. Como por definición el momento dipolar electrico es igual a 
la carga multiplicada por la distancia, concluimos que la carga electrica que apa- 
rece sobre cada superficie es y por consiguiente, la carga por unidad de area 
a <3 sobre las caras del materiał polarizado es 5>, ó a<y = Aunque este resultado 
se ha obtenido para una disposición geometrica particular, tiene validez generał, y 

la carga por unidad de area sobre la superficie de una porción de 
materia polarizada es igual a la componente de la polarización ,P 
en la dirección de la normal a la superficie del cuerpo . 

Asi, en la fig. 16-14, la carga por unidad de area sobre la superficie en A es 

J>s = COS 0. 

Algunos materiales, como la mayoria de los metales, contienen particulas 
cargadas que pueden moverse mas o menos libremente a traves del medio. Estos 
materiales reciben el nombre de conduciores. En presencia de un campo electrico 
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estos tambien se polarizan, pero de un modo que diliere esencialmente de los 
dielectricos. A menos que se saąuen en forma apropiada, las cargas móviles en 
un conductor se acumulan sobre la superficie hasta que el campo que producen 
iguala completamente al campo externo aplicado dentro del conductor, produ- 
ciendo por lo tanio eąuiiibrio (fig. 16-16). Concluimos, entonces, que en el interior 
de un conductor que esta en eguilibrio electrico , d campo electrico es nulo. Por la 
misma razon, el campo electrico en ta superficie debe ser normal , ya que si tuviera 
una componente paralela, las cargas se movenan sobre la superficie del con¬ 
ductor, Ademas, debido a que el campo en el interior del conductor es cero, 
iodos los puntos de un conductor en eguilibrio dectrico deben es tar al mismo potenciaL 



Fig, 16-17. El campo electrico en la 
superficie de un conductor es normai 
a la superficie. 



Fig. 16-18. Variación del campo elec¬ 
trico al cruzar la superficie de un con¬ 
ductor. 


Si el campo electrico en el interior de un conductor es nulo, tenemos tambien 
que div ć 0, y por lo tanto la ley de Gauss en su forma diferencial, ec. (16,5) 
da p = 0; en consecuencia la densidad de carga en el voiumen del conductor es 
cero. Esto signiiica que toda la carga eleclrica de un conductor en equilibrio esta 
sobre su superficie . Con esta proposición ąueremos significar que la carga neta esta 
distribuida sobre una superficie con un espesor de varias capas atómicas, no 
sobre una superficie geometrica. 

EJEMPLO 16.9 . Relacionar el campo electrico en un punto de la superficie de un 
conductor con la carga elśctrica en la superficie. 

Solución ; Consideremos un conductor de forma arbitraria, como el de la fig. 16-17. 
Para hallar el campo electrico en un punto inmediatamente fuera de la superficie 
del conductor, construimos una superficie cilindrica piana semejante a una caja 
de pildoras, con una base inmediatamente fuera de la superficie y la otrą a una pro- 
fundidad tal que toda la carga de la superficie ąuede dentro del cilindro y podamos 
decir que el campo electrico en un punto de esa base es cero. El flujo electrico a 
traves de la superficie consta de tres termirios. El flujo a traves de la base que esta 
dentro del conductor es cero porque el campo es cero. El flujo a traves de la superficie 
lateral es nulo porąue el campo es tangente a esta superficie. En consecuencia resta 
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sólo cl flujo a traves de la base externa. Si S es el area de esa base, tenemos Os = ĆS. 
Por otrą parte, si a es la densidad de carga dei conductor, la carga dentro del cilindro 
es q — oS. Por consiguiente, aplicando la ley de Gauss, £S — cS/e Q o 

C = a/* Q . (16.11) 

Esto da el campo electrico en un punto inmediatamente fuera de la superficie de 
un conductor cargado, mientras que el campo electrico en el interior es nulo. Por 
lo tanto, al atravesar la superficie de un conductor cargado, el campo electrico varia 
del modo ilustrado en la fig. 16-18. 

EJEMPLO 16A0. Hallar la fuerza por unidad de area ejercida sobre las cargas 
de la superficie de un conductor. 

Solución: Las cargas en la superficie de un conductor estan sometidas a una fuerza 
repulsiva debido a las otras cargas. La fuerza por unidad de area o esfuerzo electrico, 
puede calcularse multiplicando el valor promedio del campo electrico por la carga 
por unidad de area. El campo promedio es, segun la fig. 16-18, € = <j/2e 0 . Luego 
el esfuerzo electrico es 

F$ ®= ać ™ o*/2 e 0 

cantidad siempre positiya, ya que depende de a 2 y por lo tanto corresponde a una 
fuerza que impulsa a las cargas fuera del conductor. 


16.6 Desplazamiento electrico 

En la sección precedente vimos que un dielectrico polarizado tiene ciertas cargas 
sobre su superficie (y tambien, a menos que su polarización sea uniforme, en 
todo su yolumen). Estas cargas de polarización, sin embargo, estan “congeladas” 
en el sentido que estan ligadas a ótomos o moleculas determinadas y no son 
libres de moverse a traves del dielectrico. En otros materiales tales como un 
metal o un gas ionizado, puede haber cargas electricas capaces de moverse a 
traves del materiał, por lo cual las llamaremos cargas libres. En muchas circuns- 
tancias, como en esta sección, tendremos que distinguir claramente entre cargas 
libres y cargas de polarización. 


Fig, 16-19. Dielćctrico colocado entre 
placas eon cargas opuestas. Las cargas 
de las placas son cargas libres y las car¬ 
gas de la superficie del dielectrico son 
cargas de polarización. 
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Consideremos dc nuevo una porción de un materiał dielectrico colocado entre 
do$ placas eonductoras paraleias (fig. 16-19), conteniendc cargas libres iguales 
y opuestas. La densidad de carga superficial sobre la płaca izquierda es + aybre y 
sobre la płaca de la derecha es — o^bre* Estas cargas producen un campo electrico 
que polariza el materiał de modo que aparecen cargas de polarización sobre cada 
superficie del mismo. Estas cargas de polarización tienen signos opuestos a ios 
de las cargas sobre las placas. Por consiguiente las cargas de polarización sobre 
las caras del dielectrico eąuilibran parcialmente a las cargas libres de las placas 
eonductoras, Siendo fi el module de la polarización en el materiał, la densidad 
superficial de carga sobre la cara iząuierda del mismo es — fi, mientras que 
sobre la cara de la derecha es + fi* La densidad de carga superficial efectiva o 
neta a la iząuierda es a = ffjibre — fi* eon un resultado igual y opuesto a la de¬ 
recha. Estas cargas superficiales netas dan lugar a un campo electrico uniforme 
que, en conformidad eon la ec. (16.11), esta daao por £ = <r/€ 0 . De este modo, 
usando el vaior efectivo de o, tenemos 

(f ss= - (śTlibre -—fi) Ó <7]ibre ^ *o £ "E fi> 

expresión que da las cargas libres sobre la superficie de un conductor rodeado 
por un dielectrico en función del campo electrico en el dielectrico y de la polari¬ 
zación del mismo. Cuando observamos que, en el caso que estamos estudiando, 
£ y fi son vectores en la misma dirección, los resultados anteriores sugieren la 
conyeniencia de introducir un nuevo vector, Ilamado desplazamienło electrico, 
defmido por 

•7) - e 0 C + fi. (16.12) 

Obviamente, 7) se expresa en C m~ 3 , ya que estas son las unidades de las canti- 
dades que aparecen en el segundo miembro de la ec, (16.12), Para el caso especial 
que estamos considerando, encontramos que <7ubre =='/); o sea que las cargas 
libres por unidad de area en la superficie del conductor son iguales al despla- 
zamiento electrico en el dielectrico, Este resultado tiene validez generał y puede 
extenderse a conductores de cualąuier forma. Por consiguiente la componente de 
C D segun la normal a la superficie de un conductor sumergido en un dielectrico da 
la densidad de carga superficial en el conductor. Esto es 

^Jibre = D w W.V S 

mientras que la componente normal de e 0 <f da la carga efectiva o neta, tomando 
en consideración la compensación debida a las cargas en la superficie del die¬ 
lectrico; o sea: a ~ c 0 ć**Mn. La carga librę total en el conductor es entonces 

ęfjibre 555 j^^libre dS = T) m U 4 y dS == (16.13) 

Un analisis mas detallado, que omitiremos, indica que el flujo de \Z> a traoes de 
cualguier superficie cerrada es igual a la carga total “librę" cn el interior de la su - 
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perfieie , etduyendo todas las cargas debidas a la polarización dd medio. Por lo 
tanio la ec. (16*13) es valida ert generał para cualąuier superficie cerrada. 

Para casos en los cuaies la cc. (16.10) es valida, podemos escribir 

3 = € 0 Ć + € Q Xe£ — (1 + Xe)e 0 Ć = (16.14) 

don de el coeficiente 

<D 

€ =— =(1 + X r)e 0 (16-15) 

c 

se llama permitiuidad del medio, y se expresa en las mistnas unidades que e 0 ; 
es to es, m“ s kg' 1 s 2 C 2 . La permitioidad rdatiaa se define como 

*r = e/€ 0 = 1 + Xe. (16.16) 

y es un numero puro, independiente del sistema de unidades. La permitividad 
relativa se Uama constanle dieteclrica . Para la mayoria de las sustancias es mayor 
que la unidad, 

Cuando la relación r D — eC vale para un medio, podemos escribir la ec. (16.13) 
como ęiibre = §s u n dS y, si el medio es homogeneo de modo que € sea cons- 
tante, 

= <j> £'UwdS = 9libre/f- (16.17) 


Comparando la ec. (16.17) eon la ec. (16.3) vemos que el efecto del dielectrico 
sobre el campo electrico £ es reemplazar e 0 por e si solo se consideran las cargas 
libres. Por consiguiente el campo y el potencial electricos producidos por una 
carga puntual inmersa en un dielectrico son 


£ - 


g 

4 ner 2 


U r 


y 


v = 


g 

4rr er 


(16.18) 


El móduio de la fuerza de interacción entre dos cargas puntuales inmersas 
en un dielectrico es entonces 


<16.19) 

47T€f 2 

Como e es en generał mayor que <? 0 , la presencia del dielectrico produce una 
reducción efectiva de la interacción porąue la polarización de las moleculas del 
dielćctrico hace de pantalla. 


16.7 Cdlculo de la susceptibilidad electrica 

La susceptibilidad electrica x*> que describe la respuesta de un medio a la acción 
de un campo electrico externo, estń evidentemente relacionada eon las propie- 
dades de los atomos y moleculas del medio. En esta sección describiremos bre- 
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vemente como esta cantidad, dc caraeter macroscópico, esta reiacionada eon 
las propiedades atómicas del medio. 

Hemos explicado previamente que un atomo colocado en un cairipo electrico 
se polariza debido al desplazamiento reiativo de las cargas positivas y negativas. 
Si p es el momento dipolar electrico inducido en el atomo por un campo cxterno <f, 
podemos suponer que p es proporciona! a ć‘, resultado conllrmado por expe- 
rimentos, y escribir 

p « (16.20) 

donde « es una constante caracteristiea de cada atomo, llamada polarizabilidad; 
se expresa en m 3 . La constante e 0 se escribe en la ecuación explicitamente por 
conveniencia. Si hay n atomos o moleculas por unidad de volumen, la polariza- 
ción de! medio es fi = np =? Esta ecuación, comparada eon la ec. (16.10), 

da para susceptibilidad electrica del materiał* % e = na. 

De este modo el eakulo de la susceptibilidad electrica se reduce al calculo de 
3a. polarizabilidad de las atomos (o moleculas) de la su sta neta. Esto conduce a 
deterininar el efecto de un campo externo sobre el movimiento de los electrones 
en el atomo. Pe.ro eso a su vez reąuiere que tengamos inlorrnación detallada 
acerca del movimiento electrónico en un atomo. Este movimiento sigue las leyes 
de la mecanica cuóntica y el calculo del efecto perturbador del campo electrico 
externo esta fuera del objęto de este libro. Por ello presentaremos solamente los 
resnltados mas importantes, distinguiendo el efecto sobre las sustancias no polares 
del de las sustancias polares. 


(a) Efecto de distorsión. Cuando las moleculas de una sustancia no tienen mo¬ 
mento dipolar electrico permanenfce, la polarzación proviene enteramente del 
efecto de distorsión producido por et campo electrico sobre las órbitas electró- 
nicas. Podemos describir este efecto como un desplazamiento del centro de la 
distribución de cargas electrónicas eon respecto al nucleo. Esto da como resultado 
un dipolo electrico inducido que, en atomos y en muchas moleculas, es paralelo 
al campo electrico aplicado. 

Cada atomo o molecula tiene una serie de frecuencias caracteristicas w 2 , . .. 

que corresponden a las frecuencias de la radiacion electromagnetica que la suą,- 
tancia puede absorber o emitir. Estas frecuencias constituyen cl espectro electro- 
magnetico de la sustancia. Cuando ci campo electrico es constante, la polariza¬ 
bilidad atómica se llarna polarizabilidad estdlica y esta dada por la expresión 



€ 0 m e 



(16.21) 


* Rigurosamente hablando, cuando se esenbe la ec, (16,20) para un ótomo o molecula que estó 
inmer^o en un medio materia! y no aisl&do, d campo electrico que aparece en el segundo miem- 
bro de la ecuación debe ser cl campo dćeirico resuHazitc en el medio menos el campo electrico 
producido por el mismo Atomo. Cuando se incluye esta corrección, ta relación entre -£ e y a se 
convierte e~ = na/( 1 — na/3). Sin embargo, para la mayoria de los materiale* (principalmenle 
gases), la relación y e « na es una buena aproximación. 
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donde representa cualquięr frecuencia del espectro electromagnetico y ia suma 
se extiende a todas las frecuencias. Las cantidades simbolizadas por fi se Haman 
intensidades de oscilación de la sustancia. Todas ellas son positivas y menores 
que uno, y representan ia proporción relativa eon que cada una de las frecuencias 
del espectro contribuye a la polarizabilidad de) ńtomo. Ellas satisfacen la relación 
Zifi = 1* Las otras cantidades de la ec. (16.21) tienen sus significados usuales. 

Puede constituir un enigma para el estudiante el hecho de que una frecuencia 
wf este asociada eon un efecto producido por un campo estatico. Su presencia 
puede, sin embargo, justificarse usando un modelo fenomenológico muy simple, 
como se indica en el ejemplo 16.11. 

Usando la relación Xe = na, encontramos que la susceptibilidad electriea es- 
tatica es 


Xe 


= J^yl = 3,19xlO»nV 

«0 /n e i ®f T 


( 16 . 22 ) 


Esta expresión relaciona una propiedad macroscópica, Xe> eon las propiedades 
atómicas n y ca* y fi , de la sustancia. Veamos hasta dónde nuestros resultados 
estan de aeuerdo eon los experimentoSc Si la radiación del ótomo estó en la re- 
gión visible, las frecuencias co* son del orden de 5 X 10 15 s" 1 , de modo que la 
sumatoria que aparece en la ec. (16.22) es del orden de 4 x 10“ 32 . Ademós, n 
es del orden de 10 28 ótomos por metro cubico para la mayoria de los sólidos y 
liquidos y cerca de 10 25 atomos/m 3 para gases en condiciones normales. Por con- 
siguiente la ec. (16.22) muestra que la susceptibilidad electriea est&tica xe de 
materiales no polares que radian en la region visible es del orden de 10° (o uno) 
para sólidos y 10" 3 para gases. Como nuestras estimaciones no han sido cuidado- 
sas, no podemos esperar una reproducción precisa de los resultados experimentales. 
Sin embargo, la comparación eon los valores experimentales de la susceptibilidad 
electriea para unos pocos materiales, como los dados en la tabla 16-1, muestra 
conformidad en cuanto al orden de magnitud. 


TABLA 16-1 Susceptibilldades elćctrieas a temperatura ambiente 


Sustancia 

X* 

Sustancia 

X* 

Sólidos 

mica 

5 

Gases* 

hidrógeno 

5,0 X 10“ 4 

porcelana 

6 

helio 

0,6 x 10" 4 

vidrio 

8 

nitrógeno 

5,5 x 10-* 

baąuelita 

4,7 

oxigeno 

5,0 x 10" 4 

Liąuidos 

aceite 


argón 

óxido de carbono 

5.2 x 10~* 

9.2 x 10- 1 

Ul 

vapor de agua 

7,0 x 10~ 3 

trementina 

1,2 

aire 

5,4 x 10~ ł 

benceno 

1,84 

aire (100 atm) 

5,5 x 1(T S 

alcohol (etilico) 
agua 

24 

78 




*A 1 atm y 20°C 
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La discusión previa tiene valor solo para campos estacionarios. Si un campo 
depende del liempo, debem os esperar un resultado di terenie para la polarizabi- 
lidad atónńca, llamada en esle caso polar izabilidad dinamica, porque la distorsión 
del movimicnto eleetrónico bajo un campo dependiente del tiempo sera obvia» 
mente diferente de la producida por campos eslacionarios. Supongamos que el 
campo osciJa eon u aa frecuencia defniida to, Es te campo oscilatorio superpondra 
una perturbación oscilatoria al movimiento na tu rai de los electrones que es ana~ 
loga a la osciiación forzada estudiada en la seccióri 12.13. Cuando no se toma en 
cuenta el amortiguamiento, el resultado del calculo, usando las tecnicas de la 
me ca ni ca cuantica, da. para la susceptibiłldad dinamica 


ne 2 __U _ 

X , 2 V > 

e^He i <*> i — to- 


(16.23) 


donde todas las cantidades tienen el significado ya establecido. Una justificación 
fenomenológica simple de este resultado se da en el ejemplo 16.11. Observese 
que el resultado dinamico (16,23), se reduce al caso estacionario, ec> (16.22), 
sl w — 0. 

La constante dielectrica o permitividad relativa del medio es, usando la ec. (16,23) 
para el caso dinamico, 


€r — 1 + Xe — 1 + 


ne* 


eom e 


2 


fi 


(16.24) 


Si hicieramos el grafico de e r en función de to, hallariamos que e r es infmita para 
to igual a cada una de las frecuencias caracteristicas gu, en contradicción eon lo 
que se observa. Este resultado no es fisico y se origina en el hecho de que hemos 
excluido el amortiguamiento al hacer los calculos de la susceptibilidad dinamica. 


«r 



Fig. 1(5-20. Yariación de la permitividad rclativa en función de la frecuencia 
del campo electrico. 
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Este amortiguamiento no se debe a I movimienŁo del electrón en un fluido viscoso, 
sino que tiene an origen diferente. Corresponde a la energia que el electrón pierde 
por radiación como consecueneła de las osciiaciones forzadas. (Esto se explicara 
en la sección 19.4), 

La variación observada de t> en función de « se ilustra en la fig, 16-20, El dia- 
grama se repite para las frecuencias caracteristicas co 1( o> 2 , ca 3 , ... de cada sus- 
tancia. Esta yariación tiene gran infiuencia en el comportamiento óptico y electrico 
de la sustancia, 

(b) Moleculas eon momento dipolar permanente . Las polarizabilidades obtenidas 
eon las ecs. (16.22) y (16.23) son “inducidas” porąue resultan de la distorsión 
del movimiento electrónico por un campo externo. Sin embargo, cuando existe 
un dipolo electrico permanente, entra en juego otro efecto. Consideremos un gas 
polar cuyas moleculas tienen un momento dipolar permanente p 0 . En ausencia 



(a) Campo nulo (°) Campo electrico (c) Campo electrico 

sin interacciones con interacciones 

moleculares moleculares 

Fig. 16-21. Orientación de los dipolos electrieos en un campo electrico. 


de un campo electrico externo, estos momentos dipolares se orientan al azar y 
no se observa un momento dipolar colectivo o macroscópico (fig. 16-21). Pero 
cuando se aplica un campo electrico estacionario, este tiende a orientar todos los 
dipolos electrieos en la dirección del campo. Este alineamiento seria perfecto en 
ausencia de las interacciones moleculares (fig. 16.21b); pero las colisiones entre 
las moleculas tienden a desordenar los dipolos electrieos. El desorden no es com- 
pleto porąue el campo electrico aplicado hace que los dipolos tiendan a orientarse 
predominantemente en la dirección del campo (fig. 16.21c). Como resultado, el 
valor medio de la componente paralela al campo electrico del momento dipolar 
de una molecula esta dado por 

(,6 ' 25) 

donde k es la constante de Boltzmann, definida por la ec. (9.60), y T es la tempe¬ 
ratura absoluta del gas. Observese que p disminuye cuando la temperatura 
aumenta. Esta dependencia de la temperatura se debe a que la agitación mo- 
lecular aumenta eon la temperatura; cuanto mas rapido se mueven las moleculas 
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mśs efectivamente vencen el efecto dealineamiento del campo electrico aplicado. 
Esto ocasiona una disminución en el promedio del momento dipolar segun la 
dirección del campo. 

Comparando la ec. (16.25) eon la ec. (16.20), obtenemos el promedio o pola- 
rizabilidad efectiva de una molecula como pJ/3f 0 AT y, si hay n moleculas 
por unidad de volumen, la susceptibilidad efectiva xe = n* es 


Xe — 


"Pi 

3cJcT 9 


(16.26) 


resultado conocido como formula de Langenin, Los momentos dipolares electricos 
de las moleculas son del orden de magnitud de la carga eiectrónica (1,6 X l(r 19 C) 
multiplicada por la dimensióu de la molecula HO' 10 m) o cer ca de IG' 30 C m (re~ 
cordar la tabla 14-1). Introducmrdo los valores de las ot ras constantes en la 
cc. (16.26). tenemos que, a temperatura smbiente (T ==■ 298 C K), la susceptibi- 
Iklad eleetnea de una sustanm rompuesta de moieculas polares es tambien del 
orden de 10° (o uno) para los sólidos y I0~ 3 para los gases, lo cual esta en con- 
forinidad eon los vaiorcs de muchos gs*?:* polares. 

Debcmos observar que la susceptibDidad electrlea defcida a la orientación de 
mo!eouUs eon moment os dipolares peimartentes es iaversamente proporcional a 
!h temperatura absoluta, mientras que 1 h susceptibilidad dectrica inducida debida 
a 3a distorsión del movimiento elecirónico en atomos o moieculas, ec. (16.22), 
es fu uda men t a 1 m en te independenta de hx temperatura, exceptuando que n varia 
t on la misma debido a la expansión termica. Esto ofrece un medio de separar 
los dos efectos experimentalmente. Midiendo xe a temperaturas diferentes obten- 
dremos una dependencia de la temperatura de la forma 



Un resultado mas complejo se obtiene cuando el campo electrico depende del 
tiempo. 

Una clase especial de sustancias łłamadas ferroclectricas presenta una polari- 
zaeión permanente en ausencla de un campo electrico extcrno; esto sugiere que 
los dipolos permanentes de sus moieculas tienen uria tendencia natura! a alinearse. 
Este alineamlento probablemente resulta de las inieracciones mutuas de las mo- 
leculas, las cuales producen intensos campos locales que lo favorecen. Entre estas 
sustancias mencionaremos BaTi0 3> KNhO a y LiTaQ 3 . Una de las sustancias ferro- 
electricas mas antiguamente conocida es la sal dę Rochelie: NaK(C 4 H 4 0 6 ) *4H 2 0. 

EJEMPLO ioji . Discutir la polarización de un atomo en un campo electrico 
externo. 

Solución: En este ejemplo intentaremos, usando un modelo muy simplificado y 
fenomenológico, determinar el efecto que un campo electrico externo produce 
sobre el movimiento de los electrones en los atomos. 

Supongamos que, cuando el centro del movimiento electrónico se desplaza una 
distancia x eon respecto al nucleo, una fuerza media —kx actua sobre el electrón, 
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16 7) Cafculo de li smciptibiiidad eUdrica 

hi cua* tiende a restaurario a su posidón norma); tl eąuilibrio reąuiere que esta 
futrza sc a igual ? 3a i uerza —e* dębi da a! campo electrico apiicado. Lu ego — kx — 

(9 m 0 6 x =».cc/*. El signa menos inćica que la órbita del electrón se desplaza 

cn scnlido opuesto al del campo dectneo, El memento electrico indneido en el atom o 
por !a perturbación del movimiento electrónico es p — ex = <e a //c)( c , y de esta 
manera tiene la misma dirección que el campo elóctrico. Podemos expresar esta re~ 
lación de una manera łigeramente diferente asociando una frecuencia w 0 eon la 
constante k 9 tal como aparece en la ec. (12.8); esto es k - Entonces en forma 

yectorial 


p 



Comparando este resultado eon la deflnición dada en la ec. (16.20), tenemos que 
la polan/abilidad atómica para este modelo simple es 


e z 

a =* . 

Coi7Ze6>J 

Usando la relación encontramos que la polarizabilidad elćctrica estatica es 


Xc — 


ne 2 


= (3,19 X 10 3 )—. 

^0 


(16.27) 


Para que nuestro modelo tenga signifleado fisico, debemos identiflear la frecuencia co 0 
eon alguna propiedad atómica. Si el campo C se elimina, podemos decir que, usando 
las ider,s expuestas en el capitulo 12, la fuerza restauradora — kx superpone sobre 
el movimiento natural del electrón, una oscilación de frecuencia <o 0 . Mas adelante, 
en el capitulo 19, probaremos que una carga oscilante radia energia. Asi, podemos 
identificar o> 0 eon la frecuencia de la radiación emitida por el atomo. Por lo tanto, 
si el espectro de la sustancia contiene sólo una frecuencia co 0 , nuestro modelo coincide 
basicamente eon la ec. (16.21). 

Consideremos ahora el caso en el cual el campo elćctrico apiicado varia eon el 
tiempo segun 5 = <f 0 cosuf. Entonces es razonabłe suponer que hay una perturbación 
oscilatoria superpuesta al movimiento natural del electrón, resultando la siguiente 
ecuación de movimiento: 

d 2 x 

m c —— ?= —kx — eć 0 cos wf, (16.28) 

dt 2 


donde el ultimo termino corresponde a la fuerza debida a! campo oscilante. Haciendo 
k = m c coJ podemos escribir la ecuación anterior en la forma 

+ 0>“x =-— cos co/. (16.29) 

dt 2 2 


Esta ecuación es similar a la ec. (12.56) para las oscilaciones forzadas de un oscilador 
amortiguado. La principal diferencia esta, sin embargo, en que en la ec. (16.29) no 
hay termino de amortiguación. Debemos suponer una solución de la forma x = A 
cós oof, la cual, cuando se sustituye en la ec. (16.29), da A = —e<V(^o — w ł )* Por 
consiguiente 


m e (wo — co 4 ) 


<*0 COS co t 


me(w 0 


GO 2 ) 




ya que ć = ć. Q cos cof. El dipolo electrico inducido es 


/n e (oo 0 2 — co 2 ) 


p = —ex 



(16.8 
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de donde obtenemos la polarizabilidad dinamica del atomo como 


e 2 _ 

€(/n e (wo — w 2 ) 


(IG. 30) 


Para obtener la susceptibilidad dinamica, usamos de nuevo la relación 
y encontramos que 


ftefdtnómica} — , <. “ » (16,31) 

— 0>U 

que es esencialmente identica a la ec. (16,23) si hay sólo la frecuencia en el espectro 
electromagnetico de la sustancia. Una vez mas observamos que nuestro burdo 
modelo fenomenológieo no puede dar resultados precisos. Una de las razones es 
que, como en el caso estatieo, estamos suponiendo una frecuencia unica oi c , Otrą 
razón es que estamos ignorando el hecho de que el movimiento del electrón sigue 
las leyes de la mecanica cuantica y no las de la mecanica newtoniana. 


16.8 Capacitancia; eapacitores 


Hemos probado (sección 14.8) que el potencial electrico en la superficie de una 
esfera de radio R y carga Q es V = Q/Atz€ 0 R. Si la esfera esta rodeada por un 
dielectrico, tendremos en su lugar, reemplazando € 0 por e, 


v = 


La relación QjV para la esfera es entonces 4 ke]?, que es una cantidad constante 
independiente de la carga Q. Esto es comprensible porque si el potencial es pro- 
porcional a la carga que lo produce, la razón de las dos debe ser una constante. 
Esta ultima proposición es valida para todo conductor cargado cualąuiera que 
sea su forma geometrica. En consecnencia, la capacitancia de un conductor ais- 
lado se define como el cociente entre su carga y su potencial, 

C = -~. (16.32) 


La capacitancia de un conductor esferico es, como hemos indicado, 

c = = 4n(R. 

Si la esfera esta rodeada por el vacio en lugar de un dielectrico, tenemos para 
su capacitancia C — Por consiguiente, rodear una esfera, y en generał 

cualąuier conductor, eon un dielectrico, aumenta su capacitancia en el factor 
e/e 0 . Esto se debe al efecto de pantalla que hacen las cargas opuestas que se 
han inducido sobre la superficie del dielectrico adyacente al conductor. Estas 
cargas reducen la carga efectiva del conductor disminuyendo su potencial en el 
mismo factor. 



60 i 


C u- meilancw.; ca pac ner* $ 


La capacitancia de im comluetor se expresa en C V’ 1 , unidad Jlamada /drarf 
(abrcviado F) en honor de Miehael Faraday. El farad se define como la capa- 
citancia de un conductor aisl&do cuyo potencial clectrico, despues de recibir una 
carga de un coulomb, es de im volt. En funeión de las unidades fundamentales, 
te nem os que F = C V -1 = m 2 kg~ x s 2 C 2 . 

El concepto de capacitancia puede extenderse a un sistema de conductores. 
Consideremos el caso de dos conductores eon cargas Q y — Q (fig, 16-22). Si V 1 
y V 2 son sus potenciales respectivos, de modo que V ~ V x — V 2 sea su diferencia 
de potencial, la capacitancia del sistema se define como 


C = 




(16.33) 


Esta disposición constituye lo que se llama un capacitor . Los capacitores tienen 
amplia aplicación en circuitos electricos. Un capacitor tipico esta formado por 
dos conductores planos y paralelos separados por una distancia d, eon el espacio 


Vi 




Fig. 16-22, Sistema de dos conductores Fig. 16-23. Capacitor de placas para- 
con cargas iguales y opuestas. lelas. 


entre ellos ocupado por un dielectrico (fig. 16-23). El campo electrico en el espacio 
entre los conductores es uniforme, y esta dado por c' = (V 1 — V 2 )d conforme a 
la ec. (14,31), Pero si a es la densidad superficial de carga, la intensidad de campó 
electrico en el espacio entre las placas es, segun el ejemplo 16.2, t c = <x/e, donde 
€ q se ha reemplazado por e debido a la presencia de un dielectrico. Por lo tanto 


V 1 — V 2 =* ćd = <xd/Se, 


Por otrą parte, si S es ei area de las placas metalicas, debemos tener Q = <rS. 
Luego, haciendo la sustitución en la ec. (16.33), obtenemos para la capacitancia 


(16.8 
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del sistema, 

C « eSid. (16.34) 

Esto sugiere un medio practico para medir la permitividad o constante dielectrica 
de un materiał. Primero medimos la capaeitancia de un capacitor sin materiał 
entre las placas, resultando 

C 0 ~ € 0 S/d- 

Luego llenamos el espacio entre las placas eon el materiał que se estd investi- 
gando y medimos la nueva capaeitancia, dada por la ec. (16.34). Entonces tenemos 



Por consiguiente el cociente entre las dos capacitancias da la permitividad relativa 
o constante dielectrica del materiał colocado entre las placas. 


EJEMPLO 16.12 . Estudiar la combinación de capacitores. 

Soludón : Los capacitores pueden combinarse en dos formas: en serie y en paralelo . 
En la combinación en serie (ver fig. 16~24a), la płaca negativa de un capacitor 
se conecta a la positiva del próximo, y asi sucesivamente. En consecuencia todos 
los capacitores tienen la misma carga, positiva o negativa, sobre sus placas. 

Ci C 2 C 3 c n 

*+^ Lq VqI Lq%qI bę* *+<jł L 0 - (a) 

Vi V 2 v 3 v n 

------- V ---- 


r w 

*-- 

p- -< 

+O3 

+Q» 

y 

r 

F c *n 


1 -0^ 

-<?7 

i - i 

-O3 

> - 



Fig. 16-24. Combinación de capacitores en serie ,y en paralelo. 


Llamemos V l9 V 2) V 3 , ... V„ a las diferencias de potencial en los capacitores. 
Si C u C 2 , . . . C n son sus respectivas capacitancias tenemos que V x = Q/C x> V, = 
QfC ti . V n — Q/C n . Por lo tanto la diferencia de potencial total es 

V = V,+ V,+ ... -f V. = +jr + ---+ -^)Q- 

El sistema se puede sustituir por un solo capacitor cuya capaeitancia C satisface 
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i a relación V = Q/C. For consiguiente 

1 _ 1 , 1 ,_ 1 

C “ ~C, ■*' ~ć7 ' "* Cn ’ 


(16.35) 


da la capacitancia resultante para u na disposkión de capacitores en serie. 

En la asoeiación en paralelo (fig- 16-24b), tcdas las placas positivas se conectan 
a un punto comun, y las negativas tambien a otro punto comun, de modo que la 
difereneia de potencial es la mis ma para todos los capacitores. En conseeuencia, 
;sl i as cargas son Q u Q 2 , . . Q n , debemos tener Q, * C t V 9 Q 2 — C t V f . . Qn — 
CnV. La carga total del sisterna es 

Q = Oi + 0* + - • ■ + G» = (C x + c 2 4- ... + Cn) v. 

El sistema puede reemplazarse por un capacitor unico cuya capacitancia C satis- 
faga la relación Q = CV. Lu ego 

C = C, 4 C 2 + . . . 4 Ca (16.36) 

da la capacitancia resultante de una disposición de capacitores en paralelo. 


16.9 Energia del campo elćctrico 


Para cargar un conductor es necesario gastar energia porque t para suministrarle 
mds carga, debe realizarse trabajo para vencer ia repulsión de las cargas ya pre- 
sentes. Este trabajo ocasiona un aumento en la energia del conductor. Por ejemplo, 
consideremos un conductor de capacitancia C eon una carga q . Su potencial es 
V sb q)C. Si ańadimos una carga dq al conductor, trayendola desde el infinito, 
el trabajo hecho es, segun la ec. (14.37), dW = V dq , Este trabajo es igual al 
ineremento dE& en la energia del conductor. Por consiguiente, usando el valor 
de V, tenemos 


dE & 


qdq_ 

C 


El aumento total de la energia del conductor cuando su carga se inerementa 
desde cero hasta el valor Q (lo que es igual al trabajo hecho durante el proceso) es 



(16.37) 


Para el caso de un conductor esferico, C =4 7 ztR, y la energia es 



(16.38) 


Esta expresión se puede relacionar de un modo muy interesante eon el campo 
electrico producido por la esfera, El campo electrico creado por un conductor 
esferico a una distancia r mayor que su radio, es 


ć* - 


Q 

4tT tr 2 
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Calculemos la integral de C 1 extendida ai Yohnnen externo a la esfera. Para 
obtener el v o lumen element a 1 de integración. diridamos el espacio exterior en 
capas esferieas delgadas de radio r y espesor dr (fig* 16-25), El area de cada capa 
es 4;:r 2 , y en consecuencia su volumen es do ~ area x espesor = 4?:r 2 dr. Por 
lo tanto tenemos 


Sy d ° - FA^i (4 ° r ‘ d,) 

Q 2 

4 7t e 2 R * 


Q 2 f°°dr 
4:re 2 J r r 2 


Comparando este resultado eon la ec. (16.38), podemos cscribir la energia de un 
conductor esferico cargado en la forma 

Et «ie f°V 2 rft>. 

2 J R 

Un tratamiento matematico mas riguroso indica que este resultado tiene validez 
generał, y la energia rcąuerida para disponer un sistema de cargas puede expre- 
sarse en la forma 


Et = 



todo cl espacio 


C 1 dv. 


(16.39) 


A esta expresión puede darselc u na interpretación fisica importante. Podemos 
decir qtie la energia utilizada en disponer las cargas se ha almacenado en el es- 



Figura 16-25 Figura 16-26 


pacio que las rodea, de modo que al volumen dv corresponde la energia dv. 
Por consiguiente la energia por unidad de Yołumen, o densidad de energia Es 
“almacenada” en el campo electrico es 


Es = ieć 2 . 


(16.40) 
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Esta interpretación ae la energia de un sisterna de particulas cargadas distri- 
buidas en todo el espacio donde existe el campo electrico es muy util en Ja dis- 
cusión de muchos procesos. 


EJEMPLO 16,13 . Galcular la energia necesaria para formar una esfera de cargas 
distribuidas uniformemente en todo su volumen (fig. 16.26). 


Solución: Llamemos R al radio de la esfera y Q a la carga distribuida uniformemente 
en su volumen (fig. 16-26). Dividamos el volumen de la esfera en urra serie de capas 
esfericas delgadas de radios crecientes desde cero hasta R. Podemos imaginar que 
la distribución ha sido construżda superponiendo capas esfćricas hasta alcanzar 
una esfera de radio /?, en forma parecida a como esta formada una cebolla. Para 
calcular la energia de la distribución esferica de cargas, debemos sumar las energias 
empleadas en la superposición de cada capa. 

La densidad de carga en el volumen de la esfera es 


4ttZ? 3 /3 ‘ 

Si el radio de la esfera es r, la carga q contenida en ella es 

q = 9 (W) = (16.41) 


y el potencial electrico en la superficie es 

V = i Qr * . 

4 ^ 6 ^ 4 tt € 0 /? 3 

Al incrementar el radio en la cantidad dr eon la superposición de una nueva capa, 
anadimos una carga dq obtenida diferenciando la ec. (16.41), de donde 


dq 


3Qr 2 
R 3 


dr. 


La energia necesaria para agregar esta carga a la esfera es 


dEe. - V dq 


3Q 2 r x 

4n€ 0 R* 


dr. 


La energia total necesaria para obtener el valor finał de ła carga es entonces 


£e= r° Vd9= r_3Gv dr= 

Jo Jo 4tc€ 0 R 



Efectuando la integración, obtenemos 


(16.42) 


resultado que difiere de la ec. (16.37), La razón esta en que para obtener la ec. (16.37) 
supusimos una esfera de radio constante eon cargas distribuidas sobre su superficie 
mieutras que'para la ec. (16,42) la carga esta distribuida en todo su volumen y se 
ha formado por adición sucesiva de capas hasta obtener el tamańo finał. Dejamos 
al estudiante la tarea de venficar que en este caso la relación (16.39) sigue siendo 
valida siempre que se incluya la energia asociada eon el campo electrico en el interior 
de la esfera. 
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Una aplicación interesante de la ec. (16.42) es estimar la energia eiectrica o coulom- 
biana de un nucleo euya carga es Q ^ Ze. Tenemos 


3 ZV 2 
5 lrre 0 /? 


(16.43) 


Sin embargo, en el caso de un nucleo compuesto de protones y neutrones, no hay 
una distribución uniformc de carga en todo el volumen de la esfera. La carga esta 
concentrada sobre los protones, y un analisis mas cuidadoso da un resultado ligera- 
menie diferente, en el eual Z 2 esta reemplazado por Z(Z — 1). 


EJ KM PLO 7 6.14. Estimar el “radio” del electrón. 


Solución ; Es muy poco lo que conocemos acerca de la forma geometrica del electrón. 
Todo lo que podemos decir eon certeza es que un electrón es una particula cargada 
negativamente eon una carga — e . Estamos interesados en estimar el łamano de 
la region donde esa carga esta concentrada. Para sirnplificar nuestros calculos, 
consideremos que el electrón es una esfera de radio R . Podemos calcular su energia 
eiectrica usando el metodo anterior y despues hacer algunas suposiciones acerca 
de como se distribuye la carga en el vo)umen del electrón. Si suponemos, por ejemplo, 
que el electrón es semejante a una esfera solida de radio R y carga —e, su energia sera 


5 47tc 0 R 


Podemos igualar esta energia eon la energia m^c 2 del electrón en reposo, eon lo 
cual resulta 


rritc 2 


3_fL_ ó fl= 3/_l_\ ^ 

5 4tz€ q R 5 V 47re 0 / m e c 2 


(16.44) 


Esta expresión da el radio del electrón conforme al modelo escogido. Si suponemos 
que el electrón, en lugar de estar cargado uniformemente, lo esta solo en la superficie, 
debemos usar la ec. (16.38) para la energia. La expresión que obtenemos para el 
radio es simiłar a la ec. (16.44), pero eon el factor % en lugar del factor f. Como el 
electrón probablemente no corresponde a ninguno de estos modelos, se acostumbra 
adoptar como definición del radio del electrón la canłidad 

r e = — 1 -—- = 2,8178 x 10' 15 m. (16.45) 

4? z€ 0 meC 2 


Repetimos que este radio no puede considerarse en un sentido estrictamente geo- 
mćtrico, sino principalmente como una estimación del tamano de la region donde 
el electrón esta “concentrado”. 


16.10 Conductiridad eiectrica; ley de Ohm 

En las tres ultimas secciones hemos* discutido ciertos aspectos del comporta- 
miento de una sustancia bajo la influencia de un campo electrico. Este com- 
portamiento se ha representado por la susceptibilidad eiectrica deł materiał* 
Existe otrą propiedad importante relacionada eon el campo electrico externo. 
Esta propiedad se llama condudwidad eiectrica , y se estudiara en esta sección 
en relacióu eon la conducción eiectrica en un metal. 

Cuando se aplica un campo electrico a un dieleclricu, este se polariza. Pero 
si el campo se aplica en una region donde hay cargas iibres, estas se ponen en 
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rnovimiento resultando una corriente electrica en lugar de la polarización del 
medio. El campo acelera las cargas, que de este modo ganan energia. (Esta situa- 
ción se consideró en la sección 14,9). 

Cuando en el interior de un cuerpo existen cargas libres, tales como electrones 
en un metal, sus movimientos son obstaculizados por la interacción eon los iones 
positivos que forman la red cristalina del metal. Consideremos, por ejemplo, un 
metal eon los iones positivos regularmente dispuestos en tres dimensiones, como 
en la fig. 16-27, Los electrones libres se mueven en un campo electrico que muestra 


Fig. 16-27, Movimiento de electrones a 
traves de la red cristalina de un metal. 
En la figura, vt es la velocidad termica 
de los electrones. 



la misma periodicidad que la red, y durante sus movimientos son freeuentemente 
dispersados por el campo. Para describir este tipo de movimiento electrónico 
debemos utilizar los metodos de la mecanica cuantica. Debido a que los elec¬ 
trones se mueven en todas direcciones, no hay un transporte neto de cargas o 
sea no hay corriente electrica. Sin embargo, si se aplica un campo electrico, un 
movimiento de arrastre se superpone al movimiento natural al azar de los elec¬ 
trones, resultando una corriente electrica. Parece natural suponer que la inten- 
sidad de la corriente debe estar relacionada eon la intensidad del campo electrico, 
y que esta relación es una consecuencia directa de la estructura interna del metal. 

Como guia para obtener esta relación, vamos a remitirnos primero a los resul- 
tados experimentales. Una de las leyes fisicas que es quizas mas familiar al estu- 
diante es la ley de Ohm, la cual establece que, en un conductor metalico a tempera¬ 
tura conslante, la razón de la diferenda de potencial V entre dos puntos a la corriente 
electrica I es conslante . Esta constante se llama resistencia electrica R entre los dos 
puntos del conductor. Por lo tanto podemos expresar la ley de Ohm por 

V// = R ó V = RI. (16.46) 

Esta ley, formulada por el fisico alemón Georg Ohm (1787-1854), la siguen eon 
sorprendente precisión muchos conductores en un amplio intervalo de valores 
de V, de / y de temperatura del conductor. Sin embargo, muchas sustancias, 
especialmente los serniconductores, no la obedecen. 

En la ec. (16.46), vemos que R se expresa en volt/ampere ó m 2 kg C~~ 2 , 
unidad llamada ohm , abreviado O. Asi, un ohm es la resistencia de un conductor 
por el cual pasa una corriente dc un ampere cuando se establece entre sus extre- 
rnos una diferenda de potencial igual a un volt. 
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TABLA 16-2 Conducthidades elćctricas a temperatura ambleute 


Sustancia 

<7, H” 1 m- 1 

Sustancia 

a, Cl- 1 nr- 1 

Metales 

cobre 

piata 

aluminio 

hierro 

tungsteno 

. 

5.81 x 10 7 

6,14 x 10 7 

3,54 x 10 7 

1,53 x 10 7 

1.82 x 10 7 

Semiconductores 

carbono 

germanio 

silicio 

2,8 x 10 4 

2,2 x 10- 2 

1,6 x 10- 5 

Aisladores 

vidrio 

lucita 

mica 

cuarzo 

teflon 

parafina 

i 

10- 10 a Kri 14 
< 10- 13 

10- 11 a 10- 15 

1,33 x 10- 18 
< 10- 13 

3,37 x 10- 17 

Aleaciones 

manganina 

constantan 

nicromo 

2,27 x 10* 

2,04 x 10* 

1,0 x 10* 


Consideremos ahora un conductor ciiindrico de Icngitud l y sección transver~ 
sal S (fig. 16-28), La corriente puede expresarse como / — jS , donde j es la 
densidad de corriente. El campo electrico a lo largo del conductor es & ~ VfL 
(Reeordar la ec. 14.30). Por consiguiente podemos escribir la ec. (14.46) en la 
forma ĆZ = RjS ó 

j - i~k)° £ ‘ (im7) 

donde o = IjRS es una nueva constante llamada conducłiuidad electrica del ma¬ 
teriał. Se expresa en m^ 1 ó m -3 kg" 1 s C 2 . La relación entre o y R se escri- 
be mós frecuentemente en la forma 

R - Z/oS. (16.48) 

La tabla 16-2 da la conductividad electrica 
de varios materiales. 

La ecuación (16.47) es una relación entre 
los módulos de los vectores j y <T. Si supo- 
nemos que tienen la misma dirección, situa- 
ción que se da en la mayoria de las sustan- 
cias, podemos reemplazar la ec. (16.47) por 
la ecuación vectorial 

Figura 16 ‘ 28 j = (16.49) 

que es simplemente otro modo de escribir la ley de Ohm. Recordando la ec. (15.12), 
eon ą = — e, j — — enr$, donde n es el numero de electrones por unidad de 
volumen y es la veloridad de arrastre debida al campo electrico aplicado 
tenemos que 
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Esta ecuación muestra que los electrones libres del metal adąuieren una veloci- 
dad de arrastre constante corno eonsecuencia del campo electrico externo aplicado. 
Llegamos aqui a una conclusión algo diferente de la obtenida en nuestra discu- 
sión del movimiento de un ion a lo largo del tubo al vacio de un acelerador (sec- 
ción 14.9). Alli encontramos que la aceleración es a = — (e//n)<T, la cual da lugar 
a una velocidad v = — ( ejm)0 , que aumenta continuamente eon el tiempo. 

Sin embargo, no es la primera vez que encontramos una situación como esta. 
Sabemos que un cuerpo cayendo libremente en el vacio tiene una velocidad 
v —gi que aumenta continuamente eon el tiempo. Pero si el cuerpo cae en un 
medio viscoso su movimiento llega a ser uniforme alcanzando una velocidad 
limite constante, tal como se estudió en la sección 7.10. Por analogia, podemos 
decir que el efecto de la red cristalina se puede representar por una fuerza ”vis- 
cosa”, que actua sobre los electrones de conducción cuando su movimiento na- 
tural se perturba al aplicar un campo electrico. La naturaleza exacta de esta 
fuerza ”visco$a” depende de la dinamica del movimiento electrónico a traves 
de la red cristalina; discutiremos esto eon mas detalle en el ejemplo 16.15. 

Mantener una corriente en un conductor requiere un gasto de energia. Tambien 
se debe gastar energia para acelerarun ion en un acelerador o en un tubo elec¬ 
trónico (sección 14.9), pero hay una diferencia. En el acelerador toda la energia 
se emplea en aumentar la velocidad de los iones. En un conductor, debido a la 
interacción entre los electrones y los iones positivos de la red cristalina, la energia 
de los electrones se transfiere a la red, aumentando su energia vibracional. Esto 
conduce a un aumento en la temperatura del materiał, y constituye el bien co- 
nocido efecto calórico de una corriente, llamada efecto Joule. 

Podemos estimar facilmente la rapidez eon la cual se transfiere energia a la 
red cristalina. El trabajo hecho por unidad de tiempo sobre un electrón es 
F-v& — — e<T* (recordar la ec. 8.10) y el trabajo hecho por unidad de tiempo y 
por unidad de voiumen (o potencia por unidad de volumen) es p = n(—e<f*t>e). 
Usando las ecs. (16.47) y (16,50) para eliminar vs, obtenemos 

p ^ a ć 2 asjć. (16.51) 

Consideremos nuevamente el conductor cilindrico de la fig. (16-28), cuyo vo- 
lumen es SL La potencia necesaria para mantener la corriente en el es 

P = ( Sf)p - (S[)(j6) - (JS)(ćl). 


Pero jS = I y <5Z = V. Por consiguiente la potencia necesaria para mantener la 
corriente en el conductor es 


P = V/. 


(16.52) 


Esta ecuación es identica a la ec. (14.43), la cual se obtuvo de un modo mas 
generał, y es independiente de la naturaleza del proceso de conducción. Para 
aquellos conductores que siguen la ley de Ohm, V = RI , la ec. (16.52) puede 
escribirse tambien en la forma 


P - RI 2 . 


(16.53) 
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Sin embargo, algunos materiales no obedecen la ley de Ohm y para ellos la 
ec. (16.53) no es correcta, aunque la ec. (16.52) sigue siendo valida. Un eon- 
ductor eon resistencia, tambien llamado un resistor, se representa eon el simbolo 
mostrado en la fig. 16-29. 


H 

O-WWv-—O 

Fig. 16-29. Simbolo para representar un resistor. 


EJEMPLG 16,15. Estudiar el movimiento de los electrones de conducción en un 
metal. 

Solución: Hernos indicado que podemos representar fenomcnológicamente el efecto 
de la interacción entre la red cristalma y los electrones de conducción de un metal 
por una fuerza "yiscosa”. Suponiendo que esta fnerza es de la misma forma que 
la considerada en el caso del movimiento de un fluido (sección 7.10), esto es,— kv y 
escribimos la ccuación de moYirniento de un eiectrón en un metal en la forma 

me = — e Ć — kv. (16.54) 

dt 


De este modo la velocidad limite de arrastre, obtenida haciendo dv/dt = 0, es 
r 6 = — eĆ/k. Si comparamos este resultadę eon la ec. (16.50), la conductividad 
elćctrica es a = ne 2 /k . 

Podemos expresar este resultado de un modo diferente introduciendo una cantidad 
Uamada tiempo de relajamiento. Supongamos que el campo electrico se interrumpe 
de pronto despues que se ha alcanzaao la velocidad limite de arrastre. La ecuación 
de moyimiento para el eiectrón es entonces 

dv 

me = — kv, 

dt 


cuya solución cs v = El estudiante puede verificar este resultado bien 

por sustitución directa, bien refiriendose al problema 7.82. Entonces el tiempo nece- 
sario para oue la velocidad de arrastre disminuya en el factor e es t — m/k . Este 
es el tiempo de relajamiento del movimiento del eiectrón, similar al que se introdujo 
en el ejemplo 7.8 para el movimiento de un cuerpo a traves de un fluido viscoso. 
Luego, obtenemos para la conductividad la relación 


ne 8 x 

a = —- 

m e 


(16.55) 


Si se conoce a, se puede calcular t y reclprocamente, ya que n,ey/n« son cantidades 
conocidas. Suponiendo que cada atomo contribuye eon un eiectrón, podemos estimar 
que n es cerca de 10 afl electrones por m -3 en la mayoria de los metales. Usando los 
valores de e y m e , encontramos que, eon a del orden de 10 7 O" 1 nT l , el tiempo de 
relajamiento t es del orden de 10~ i4 s. 

Se debe comprender que todo lo que hemos hecho es idear un modelo fenomeno- 
lógico por medio del cual se obtienen los resultados reąueridos por la ley de Ohm; 
pero esto nos ha conducido a introducir una nueva cantidad t. Para “explicar" la 
ley de Ohm y la conductividad eJectrica en los metales, debemos relacionar t eon 
la dinamica del movimiento clectrónico. Pero, como hemos indicado anteriormente, 
este moyimiento tiene lugar segón las leyes de la mecanica euantica, por lo cual 
una discurlón mas detallada de la ec. (16.55) debe postponerse, (Ver el yolumen III, 
capitulo 4). 
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Po demos, sin embargo, estimar la bondad de nuestro modelo veriflcando los 
ćrdenes de magnitud de las cantidades involucradas. Es razonable suponer que el 
tiernpo de relajamiento es dcl mismo orden de magnitud que el tiempo que tarda 
el electrón en reaiizar dos colisiones sucesivas eon los iones de la red ćristalina. 
Pcro si / es la separaeión media entre iones y v es la velocidad media de los electrones, 
el tiempo de colisión puede estimarse por el cociente l/v. Para la mayoria de los sóli- 
dos l es del orden de 5 x 10 -9 m. Para obtener supongamos que podemos usar 
la relación (9.59) propuesta para las moleculas de gas, De este modo, a temperatura 
ambiente, u es del orden de 10 5 m s” 1 . Conciuimos entonces que t es cerca de 5 x 10~ l * s. 
Este resultado coneuerda eon la estimación hecha previamente, usando la ec. (16.55) 
y los valores expcrimentales de a. 

EJ EM PLO 16.16, Combinación de resistores. 

Solución: Los resistores pueden combinarse en dos tipos de disposición, similares 
a los discutidos en el ejemplo 16.12 para los capacitores: serie y paralelo. En la eombi- 
naelón en serie {fig; L6~30a), los resistores se conectan de tal modo que la misma 
corriente pasa a lo largo de ellos. La calda de potencial a traves de cada resistor 
es, segun la ley de Ohm, V x — R X I, V 2 »= V n = R n I. Por lo tanto la 

diferencia de potencial total es 

V = V 1 + V a + • - • + V n = (R 1 + jR 2 + • * • + Rn)I. 

El sistema puede redueirse efectivamente a un resistor unico R que satisfaga la 
relaeión V = RL Luego 

R — R x + Rt ~h • • • + Rn (16.56) 

da la resistencia resultante para una disposición de resistores en serie. 

En la combinación en paralelo (fig. 16-30b), los resistores se conectan de tal modo 
que la diferencia de potencial V sea la misma para todos ellos. La corriente a travćs 



(a) 



Fig. 16-30. Combinación de resistores en serie y en paralelo. 


de cada resistor es, segiin la ley de Ohm, I x = V/B l9 1 2 = V//? 2 , = V/R n . 

La corriente total I suministrada al sistema es 


I = Ij 1 2 “ł - * * * In 


(i 


+ 


1 

r 2 


+ 


+ 


1 ) 


y. 
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El sistema puede reducirse efectivamente a un resistor unico que satisface la ecuación 
/ = V/R . Por consiguiente 


1 

R 



+ 




(16.57) 


da la resistencia resultante para una combinación de resistores en paralelo. 


16.11 Fuerza electromotriz 


Supongamos que una particuia se mueve de /I a B segun una trayectoria L bajo 
la acción de una fuerza F. En el capitulo 8 hemos cxplicado que en este caso el 
trabajo hecho por la fuerza es W ~ jt F*dl, donde el subindice L significa que 
la Integra! se efectua a lo largo de la trayectoria y dl es un elernento lineal de la 
misma. Hemos probado ademas que cuando la fuerza es conservativa (esto es, la 
fuerza esta relacionada eon la energia potenelal por F = — grad E p ), el trabajo 
es independiente de la trayectoria; luego f F>dl — E Pi a — Una consecuen- 
cia importante, tambien establecida en el capitulo 8, es que cuando la trayectoria 
es cerrada, el trabajo de una fuerza conservativa es cero, ya que los puntos A 
y B coinciden y por lo tanto E Pt A = E Pt u* 

Estos resuitados se pueden extender a cualąuier campo vectorial, tales como 
los campos elćctrico o magnetico. Designemos el vector de campo por V. La in- 
tegral curvillnea del campo vectorial V desde el punto A hasta el punto B a lo 
largo de la trayectoria L se define como 


Integral curvilinea de 



(16.58) 


En generał la integral curvilinea depende de la trayectoria. Si la trayectoria a lo 
largo de la cual se calcula la integral curvilinea es cerrada, esta se Hama circula- 
ción vectorial, Se indica por medio de una circunferencia colocada sobre el signo 
integral: 

Circulación de V = ^ V-dl. (16.59) 


Un caso importante es aquel en el cual eł campo V se puede expresar como 
el gradiente de una función. Esta es la misma situación encontrada en eł caso 
de fuerzas conservativas y por lo tanto podemos decir que 

cuando un campo vedorial se puede expresar como el gradiente de 
una función , la integral curuilinea del campo entre dos punlos es 
independiente de la trayectoria que une estos puntos y la circulación 
alrededor de una irayedoria arbitraria cerrada es nula . 

A medida que avancemos en este texto, el estudiante deseubrira que los con- 
ceptos de integral curvilinea y de circulación de un campo vectorial son muy 
utiles para formular las leyes del electromagnetismo. Aplicaremos ahora estas 
dos nuevas defmiciones al campo electrico. 
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Como el campo eiectrico es igual a la fuerza por unidad de carga, la Integra! 
curvilinea de! campo eiectrico, }l £'dl, es igual al trabajo hecho ai mover una 
unidad de carga a lo largo de la trayectoria L. Si Ja trayectoria es cerrada (fig. 16-31), 
la integral curvilinea se convierte en la circulación del campo eiectrico y se deno- 
mina fuerza eleciromotriz (fem) aplicada a lą trayectoria cerrada. Designandola 
por Ve, tenemos que 

fem •-= Vc = (16.60) 

Por consiguiente la fuerza eleciromotriz aplicada a una trayectoria cerrada es igual 
al trabajo hecho al mouer una unidad de carga alrededor de la misma . (La palabra 
“fuerza” no esta correctamente usada 
porque nos cstamos refiriendo a “ener¬ 
gia”, no obstante, es aceptada por el uso 
generał). Naturalmente, la fem se ex- 
presa en volts. 

Consideremos ahora el caso especial de 
un campo eiectrico estacionańo. Recor- 
dando que el campo eiectrico estaciona- 
rio se relaciona eon el potencial eiectrico 
por ć* = — grad V, podemos escribir 

f £.dl = V A -V B> 

(16.61) 

donde A y B son puntos unidos por la 
trayectoria L. De este modo la integral 
curvilinea entre dos puntos de un campo eiectrico estacionario es igual a la dife- 
rencia de potencial entre esos dos puntos. Si el camino es cerrado* los puntos 
A y B coinciden, y la ec. (16.61) da 

Vs=jć-dl=0. (16.62) 

£xpres£ndolo en palabras, podemos decir que 

la fem , o circulación , de un campo eiectrico estacionario alrededor 

de un camino cerrado arbitrario es nula. 

Esta proposición significa que el trabajo hecho por un campo eiectrico estaciona- 
no al mover una carga en una trayectoria cerrada es cero. 

Si el campo eiectrico se aplica a un conductor, podemos combinar la ec. (16.61) 
eon la ley de Ohm y escribir la ec. (16.46) en la forma 

j L Ć-dl=RI, (16.63) 

donde L es un camino a lo largo del conductor y R es la resistencia electrica 
entre los puntos del conductor unidos por eł camino L. 




614 Campos electromagneticos estaticos 


( 16.11 


Como hemos dieho previainente, mantener una corriente entre dos puntos 
de un conductor implica que debe suministrarse energia al sistema por medio de 
la fuente de diferencia de potencial, El problema que ahora se presenta es si una 
corriente se puede o no mantener en un conductor cerrado o circuito electrico. 
Cuando se aplica la ec. (16,63), que esencialmente no es otrą cosa que la con- 
servación de la energia en el conductor, a un conductor cerrado, da 

j L C-dl=RI. (16.64) 

El primer nriefnbro de esta ecuación es la fem aplicada al circuito y J? es la resis- 
tencia total del mismo, 

Si el conductor se coloca en un campo electrico estacionario , entonces, segón 
la ec. (16.62), tenemos que la fem es cero (Vs — 0) y la ec. (16,64) da 1 =» 0. 
En otras palabras, 

un campo eUcirico estacionario no puede mantener una corriente en 
un circuito cerrado . 

La razón de esto es que un campo electrico estacionario es conservativo y la 
energia total neta suministrada a una carga que describe un camino cerrado es 
nula. Sin embargo, una carga moviendose en el interior de un conductor trans- 
fiere la energia recibida del campo electrico a la red cristalina y este proceso 



es irreversible; es decir, la red no retorna la energia a los electrones. Por 3o tanto, 
a menos que se suministre una cantidad neta de energia a los electrones, estos 
no se podrón mover uniformemente en un circuito cerrado. 

En consecuencia, para mantener una corriente en un circuito cerrado es nece- 
sario proveer energia al circuito en ciertos puntos A, A\ A", ... (fig. 16-32). 
A los dispositivos que suplen energia los llamamos generadores eledricos G, G', G",..., 
y podemos decir que constituyen las fuentes de fem. Luego el campo electrico 
que aparece en la ec. (16.64) no es estacionario, y a los puntos A, A', A", ..., 
corresponden campos localizados producidos por los generadores G, GG", ... 

Hay muchas maneras de generar una fuerza electromotriz. Un metodo comun 
es por medio de una reacción quimica, tal como en una pila seca o en una bateria, 
en las cuaies la energia interna liberada en la reacción ąuimica se transfiere a 
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los eleetrortes. Giro metodo importer* t.e- es por media ó€ fenomenu de la induc- 
dóa eiectronuignćiiea, ąm eatiudari en el prosiuu? eapitulo. 

Tuta fueate de hsn m esąuemńtic^uent* como se indk^ en la fig* 

3 $-33, doraie el sentśdo d* la c:;v-:knL.- q:-ic - preduce * n el Circuit o crfrmo <2 to 

p • • t* po$itiva. al seg;.n*.nto carte o 


•dc t\ seg&fe-io 


faenk de fsm es 
polo negatryc, 

Cnando aplicamcf, la iey de Ohrr [ec* (16*46)j a un circuito simple como el de 
ta fig, 16-33, dehemos tener en cuenta que 3a resistenda total R es la suma de la 
reslsteneia interna Ri de la fuente de fern y la 
resistencia extema Re del eonductor conectado 
ai generador (o bateria), Asi R « R t + R et y la 
ley de Obm se convierte en 


V 6 - (R e + Ri)L 


(16.65) 


Esta ecuación puede tambićn escribirse en la 
forma V — Rtl ~ R t l. Gada miembro de la 
ecuación da la diferencia de potencial entre 
los polos del generador (o bateria). Podcmos 
observar que esta diferencia de potencial es 
menor que la fem. 



Fig. 16-38. Representación en 
simbolos de un circuito eon una 
fuerza electromotriz. 


EJEMPŁO 16JL7 , Mćtodos para calcular las corrientes que existen en una red 
elćctrica. 

Solueión: Una red elćctrica es una combinación de conductores y fuerzas electro- 
motrices, tal como la ilustrada en la fig. 16-34, Consideraremos por ahora sólo el 
caso en que las fem son constantes y en la red se ha alcanzado un regimen estacio- 
nario, de modo que las corrientes son tambićn constantes. Usualmente el problema 
consiste en encontrar las intensidades de corriente en funcióń de las fem y de las 
resistencias. Las reglas pńra resolver este tipo de problema, reglas conocidas como 
ley es de Kirchhoff f expresan simplemente la conservación de la carga elśctrica y de 
la energia. Las leyes de Kirchhoff se pueden enunciar como sigue: 

(1) En un nudo de una red la suma de las intensidades es cero . 

(2) La suma de las caidas de potencial a lo largo de cualquier camino 
cerrado en una red es nula . 



Fig. 16-84. Red elćctrica. 
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Al escribir 3a primera ley, debemos considerar aąuedas corrientes que salen de un 
nudo como positivas y las que llegan como negativas. La primera ley expresa la 
conservación de la carga porque, como las cargas se acumuian en un nudo, el 
numero de cargas que Ilegan a un nudo en un cierio tiempo debe ser igual al numero 
de cargas que salen en el mismo tiempo. 

Al aplicar la segunda ley debemos tomar en euenta las siguientes reglas. Una 
calda de potencial a traves de una resistenda es poritiva o negativa segun que 
recorramos el circuiio en el sentido dc la corriente o en sentido ópuesto. Guando 
pasamos a trav6s de una fem, tomamos lu diferencia de potencial como negativa 
o positiva dependiendo de que la atravesemos en el sentido en que actua la fem 
(aumento de potencial) o en sentido opuesto (ćisminución de potencial). La segunda 
ley expresa la conservación de la energia, ya que la vaiiacićn neta de energia de 
una carga despues de haber recorrido un camino cerrado debe ser cero. En la 
ec. (16.65) escrita en la forma RI — Vs 0, donde R hemos satisfecho 

ya ese reąuisito. 

Uustraremos ahora el uso de las ley es de Kirchhoff aplicandolas a la red de la 
fig. 16-34. La primera ley aplicada a los nudos A, B y C da; 

Nudo A: —Ii ~r 1 2 Iz — 0> 

Nudo B: — I B r J| + 1, = 0, 

Nudo C : —— J 4 + /, = 0. 

La segunda ley aplicada a los recorridos 1, 2 y 3 da: 

Recorrido 1: —+ R 3 I 3 + R 4 I 4 — Vs a = 0, 

Recorrido 2: R s / s — R t I s — R 4 / 4 = 0, 

Recorrido 3: + R 2 1 2 + — Vs Ł -f V& t — 0. 

Estas seis ecuaciones son suficientes para determinar las seis corrientes en la red. 

Una regla prśctica a seguir para encontrar las corrientes en una red eon n nudos 
es aplicar la primera ley a n — 1 nudos solamente, porque si la ley se satisface 
para n — 1 nudos, se satisface automaticamente para el restante. (El estudiante 
deberś veriflcar esta aserción en la red de la fig. 16-34). La segunda ley se debe 
aplicar a tanlos recorridos cerrados cuantos se requieran a fin de que cada conductor 
sea parte de un recorrido al menos una vez. 


IL EL CAMPO MAGNET ICO 

16.12 Ley de Ampere para el campo magnetico 

Estudiaremos ahora algunas de las prepiedades de los campos magnćticos esta- 
cionarios, o independientes de! tiempo. Consideremos primero una corriente 1 
rectilinea indefinida (fig. 16-35), El campo magnetico 93 en un punto A es per- 
pendicular a O A y esta dado por la ec. (15.41), o sea 

13 = JJsŁti,. 

r 

Calculemos la circulación de 93 alrededor de una trayectoria circular de radio r. 
El campo magnetico 93 es tangente a la trayectoria, de modo que 93 * dl — 93df f 
y de módulo constante. Por lo tanto la circulación magnetica (que designamos 
por Aa?) es 

A* =■- | 9)‘dl | -B dl » 93 j> di -- 93L « (2nr) 
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Fig. 18-35. Gampo magnetico de una 
corriente rectillnea. 



Fig. 16-38. La circuiación magnetica a 
lo largo de todas las trayectorias circu- 
lares coRCĆntrićas alrededor de ona co¬ 
rriente rectilinea es la misma e igual 
a 


porąue L = 2ti 7\ De este modo 

A & = [i Q L (16.66) 

La circuiación magnetica es entonces proporcional a la corriente electrica /, y 
es independiente del radio de la trayectoria. Por consiguiente, si trazamos varias 
circunferencias L v L 2 , L 3 , ..(fig. 16-36) alrededor de la corriente J, la circula- 
ción magnetica en todas ellas es la misma e igual a y. 0 I 9 confórme a la ec. (16.66). 

Consideremos a continuación una camino arbitrario L rodeando la corriente I 
(fig. 16-37). La circuiación magnetica a lo largo de L es 

A a =<£ 

Jl 2 ?x J L r 

Pero u Q • dl es la componente de dl en la dirección del versor Ue, y por lo tanto 
es igual a rd8. Por consiguiente 

= de = ( 2k ) = n 0 /, 

Z7z J l Zn 

ya que el dngulo piano total alrededor de un punto es 2n. Este es nuevamente 
nuestro resultado anterior (16.66), el cual es por lo tanto valido para cualąuier 
camino que encierre a la corriente rectilinea, independientemente de la posición 
de la misma eon respecto al camino. 

Un analisis mas riguroso, que omitiremos, indica que la ec. (16.66) es correcta 
cualquiera sea la forma de la corriente, y no solo para una corriente rectilinea. 
Si tenemos varias corrientes I v / 2 , / 3 , ..enlazadas por una linea L (fig. 16-38), 
cada corriente da una contribución a la circuiación del campo magnetico a lo 
largo de L. Podemos establecer entonces la ley de Ampere en la forma 
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Figura 16-37 Fig. 16-38. La circulación magnć- 

tica a lo largo de euaiąuier camino 
rerrado es proporcional a la corriente 
neta encerrada por el camino. 


la circulación de un campo magnetico a lo largo de una Unea cerrada 
que enlaza las corrieaies I v J 2? / 3 , ..es 

hm = §13-dl = H I, (16.67) 

donde I = Ij + I2 + h _ represenla la corriente total conca- 

tenada por la trayedoria L. 

Guando aplicamos la ec. (16,67) tomamos como positiva la corriente que atra- 
viesa L en el sentido en que avanza un tornillo de rosca derecha al rotarlo en el 
sentido cn que esta orientada L s y negativa si el sentido es opuesto. Asi, en la 
fig. 16-38. las coirientes l x e I 3 se comideran posit.ivas y la J z negativa. 

Cuando recordamos que segńn f! ej cm pic 16.1 la corriente electrica puede 
exprcsarsp como el fiu jo de cknsidad de corriente (esto cs. / -• jy j 8 dS), po- 
demor. exprosar )a ley de Ampere, ec. / 16.67), tarninę « en la forma 
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donde S es euaiąuier superftcie bnuriidu por L . 

El hecho de que la circulación dcl rampo magnetico no sca gencralmente nula 
indica que el campo magnetico no tiene un potencial magnetico en el rnismo 
sentido que el campo elćetrico tiene potencial electrico. La Ley de Ampere es 
particularmente util cuando deseamos calcular el campo magnetico producido 
por distribucion.es de corriente que tienen ciertas simetrias geometricas, como 
se muestra en los siguientes ejemplos* 


EJ KM PLO iG.iS . Usando la ley de Ampere. estudiar ei campo magnetico produ- 
cido por uiia corriente que pasa a lo largo de un eilindro recto de longitud infinita. 
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Soiución; Considereroos la corriente 1 que pa^a a lo largo de un cilindro de radio a 
(ilg. 16-39). La simetrla del problema siigiere claramente que las llneas de fuerza 
dcl campo magnetico son circunfereneias eon sus centros situados a lo largo del eje 
del cilindro, y que e\ módułc- del campo magnetico en un punto depende sólo 
de ia distancia del punto &3 rje. Per consigidente, cuando escogemos una circun- 
ferencia de radio r eon el centro sobre ia corriente como nuestra trayectoria L f 
la circulación magnćtica es 

A93 = f^d/ = 93 j^dl = C BL » 2wQJ. 

Si el radio r es rnayor que el radio del cilindro a, toda la corriente 1 ąueda en el interior 
de la circunferencia. Por lo cual, aplicando la ec. (16,67), tenemos 

2ó = (16.69) 

2rcr 

que es precisamente el resultado encontrado en el capitulo 15 para la corriente 
en un filamento. Por conslguiente, en punlos fuera de una corriente ciltndrica , el 
campo magnćtico es el mismo que si la corriente estuuiera a lo largo del eje . 




Figura 16-39 


Fig. 16-40. Bobina toroidal. 


Pero si r es menor que a, tenemos dos posibilidades. SI la corriente circula sólo 
a lo largo de la superficie del cilindro (como puede ocurrir si el conductor es una 
hoja cillndrica de metal) la corriente encerrada por U es cero y la ley de Ampfere 
da 2-n^ld «= 0 ó c d =0, Luego, el campo magnćlico en los puntos interiores de un cilindro 
que transportu una corriente sobre su superficie es cero . Pero si la corriente estd unl~ 
formemente distribuida a travćs de toda la sección transversal del conductor, la 
corriente eń el interior de U es 


r 


7r ar 


(rcr a ) 


lr x 


En consecuencia, aplicando la ley de Ampere, obtenemos 2rt/^0 

ML 




27rra* 


= ^/rVa* ó 
(16.70) 


Por lo tanto el campo magnćtico en un punto interior de un cilindro ąue transporta 
una corriente uniformemente distribuida a travćs de su sección transoersal es propor- 
cional a la distancia del punto al eje del cilindro . 






620 Campos electromagneticos estaticos (16,12 

EJEMPLO 16,19 , Usando la ley de Ampćre, discutir el campo magnćtico producido 
por una bobina toroidal. 

Solución: Una bobina toroidal consiste en un alambre uniformemente arrollado en 
un toro o superflcie anular, como en la fig, 16*40. Sea N el numero de vueltas, todas 
igualmente espaciadas, e / la intensidad de la corriente que por ellas circula. La 
simetria del problema sugiere que las lineas de fuerza del campo magnćtico son 
circunferencias concentricas eon el toro. Toinemos primero como miestro camino 
de integración una drcunferencia dentro del toro. La circuiación magnetica es 
entonces =» ( 13L, El camino L concatena todas las vueltas alrededor del toro, 
y por io tanto la corriente total que fluye a traves de el es NI, Luego, aplicando 
la ley de Ampóre, obtenemos C EL * y*NI 6 

- u«Nl/L. 

Si el radio de la sección transversal del toro es peąueno comparado eon su radio, 
podemos suponer que L es practicamente la misma para todos los puntos interiores 
del anillo. Dado que n = N/L es el numero de vueltas por unidad de longitud, 
concluimos que el campo magnćtico en el interior del toro es uniforme y tiene el 
va!or constante 


<15 = ponL (16.71) 

Para cualąuier camino fuera del toro, tal como L ' o Z/\ la corriente total conca- 
tenada por ćl es cero, por lo que Q3 — 0. En otras palabras, el campo magnćtico de 
una bobina toroidal esta enteramente confinado en su interior. Esta situación es 
aplicable sólo a bobinas toroidales cuyas espiras estśn muy juntas. 

EJEMPLO 16J20, Usando la ley de Ampćre hallar el campo magnćtico en el centro 
de un solenoide muy largo. 

Solución: Consideremos el solenoide de la fig, 16.41, que tiene n espiras por unidad 
de longitud cada una conduciendo una corriente I. SI las espiras estan muy cerca 
unas de otras y el solenoide es muy largo, podemos considerar que el campo magnćtico 
estó confinado enteramente en su interior y es uniforme, como se indica eon las lineas 
de fuerza en la figura, Escojamos como camino de integración el rectóngulo PQRS. 



Fig. 16-41* Solenoide. 


Y 



Fig. 16-42. Camino elementai para esta- 
blecer la ley de Ampćre en forma diferen- 
ciał. 
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La contribución de los lados QIi y SP a la circulación magnćtica es cero porąue el 
campo es perpendicular a ellos; tambien la contribución del lado RS es cero porąue 
alll no hay campo. Por consiguiente sólo el lado PQ contribuye en la cantidad 
de modo que A95 =s= La corriente totał concatenada por el camino de integración 
es nxl, ya que nx da el numero de espiras. Por consiguiente la ley de Ampere da 
15x = 6 c )3 = conforme a nuestros resultados del ejemplo 15.9 para el 

campo en el centro de un solenoide largo, 

El estudiante habra comprendido eon estos ejemplos la utilidad practica de la 
ley de Ampere para calcular campos magnćtlcos que tienen clertas simetrfas. 


16.13 Ley de Ampere en forma diferencial 


Como sabemos que la ley de Ampere se puede aplicar a trayectorias de cualquier 
forma, apliquemosla a una trayectoria rectangular muy pequeńa o infinitesimal 
PQRS del piano XY, de lados dx y dy y area dx dy (fig. 16-42). El sentido de la 
circulación alrededor de PQRS se indica eon las flechas. La circulación consta 
de cuatro terminos, uno para cada lado; esto es, 


Aa 13'dl^ f + f + f + f • (16.72) 

J PQRS J PQ J QR J RS J SP 

Ahora bien, a lo largo del camino QR, cuya orientación es paralela a la dirección 
positiva del eje Y, dl = u y dy y 



13 *dl = c )3'Uydy = 13ydy. 


Anólogamente, para el lado SP, que estó orientado en la dirección negativa del 
eje Y, dl = — u y dy, y asi 


j^Tg.di = — <73''U„dy = — %dy, 

de modo que 

f + L = 

J QR J SP 

Pero, como PQ = dx, 13y — 93y = = (&13yldx) dx t se tiene 



Por un razonamiento analogo, los restantes dos integrales de la ec. (16.72) son 



Sumando los dos resultados, obtenemos fmalmente 


(> 3 .di = — dxdy. 

* pqrs \ dx dy ) 


(16.73) 
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Dado que dl es la corriente que pasa a traves de PQRS , podemos relacionarla 
eon ia densidad de corriente j escribiendo 


dl = j z dS = j z dx dy. 

(16.74) 

Escribimos j z porąue esta es la unica eomponente de la densidad de corriente j 
que contribuyc a la corriente dl a traves de PQRS. Las componentes j x y j u 
correspontlen a raovimientos parakios a la superficie y no a traves de dla. Sus- 
tituyendo las ecs. (16.73) y (16.74) en la ley de Ampere, ec. (16.67), podemos 
escribir 

() dx dy = (J 0 dl = aj z dx dy. 
\ ćx ćy ! 


Cancelando el factor comun dx dy en ambos miembros, 
Ampere en są forma diferencial, 

obtenemos la ley de 

293 y 09 3 X __ ; 

dx dy 

(16.75) 

Podemos ahora colocar nuestra superficie PQRS en los planos YZ o ZX, resul- 
tando las expre$iones equivalentes 

m* £93y 
dy dz 

(16.76) 

3, 3x 

(16.77) 


Las tres ecs. (16.75), (16.76) y (16.77) pueden combinarse en una sola ecuación 
vectorial. Observese que los segundos miembros son las componentes del vector j, 
la densidad de corriente, multiplicada por ^ 0 . Anślogamente, los primeros miem- 
bros pueden considerarse como las componentes de un vector obtenidas a partir 
de 93 combinando las deriyadas en la forma indicada; ese vector se llama el rota - 
cional de 93 y se escribe rot 93. Entonces las tres ecuaciones se pueden resumir 
en la ecuación vectorial 


rot 93 - (16.78) 

Esta es la expresion de la ley de Ampere en forma diferencial. Podemos usar la 
ec. (16.78) para obtener el campo magnetico cuando conocemos la distribución 
de corriente, y redprocamente. En una region donde no haya corriente electrica, 
rot 93 = 0 . 

La ley de Ampere eri forma diferencial establece una relación local entre el 
campo magnetico 93 en un punto y la densidad j de corriente en el mismo punto 
del espacio. de un modo sirnilar o como la ley de Gauss relaciona el campo elec- 
trfco y cargas en el misrno punto del espacio. Podemos de este modo decir 
que Jas corrientes electricas son las fuentes del campo magnetico. 
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La expresión equivalente a la ec. (16.78) para un campo electrico estacionario es 
rot C » 0, (16.79) 

ya que hemos probado [ec. (16.62)] que para tal campo la circulación es cero 

($u-di= o). 


16.14 Flujo magnetico 

El ilu jo magnetico a traves de cualquier superficie, cerrada o no, colocada en un 
campo magnetico es 

fl>£8 = j' s 7i' m.v dS. (16.80) 

El concepto de flujo magnetico a travę$ de una superficie es de gran impor- 
tancia, especialmentc cuando la superficie no es cerrada, como veremos en el 
capitulo 17. Por elio es conyeniente deflnir una unidad de flujo magnetico. Evi~ 
dentemente, como el flujo magnetico es igual al campo magnetico multiplicado 
por el area, se expresa en T m 2 , unidad llamada weber en honor del fisico aleman 
Wilhelm E. Weber (1804-1891). Se abrevia Wb. Observese que como T = kg s" 1 
C” 1 , Wb = T m 2 = m 2 kg s' 1 C 1 . Muchos textos expresan el campo magnetico 
en Wb m~ 2 en lugar de T. 

Como no hay masas magneticas o polos (o al menos no han sido observados), 
las lineas de fuerza del campo magnetico )i son cerradas, como se indica en el 
ejemplo discutido en el capitulo 15. Concluimos que 

el flujo magnetico a iraoes de una superficie cerrada es siempre nulo. 

Esto es, el flujo entrante a traves de cualquier superficie cerrada es igual al flujo 

saliente. Luego 

| )j • U\ d.S = 0, (16.81) 

J S 

resultado que se puede demos! rar n ta te m a lic a m e n t e partiendo de la expresión 
generał para /j dodo en le ec. (15.d5h La coinprobación sera ornitida. Este resul- 
:.ado conslituye la kg dc Gancs para el campo magnetico. En forma diferencial 
tcnemos, por analogia eon la ec, (16. i) para el campo electrico, 

---- + -‘--L -i- ClC.L __ o ó div li =0. (16.82) 

8x cg cz 


J6J.3 Magnetizacion de la materia 

En la sección 15,10 indicamos que una pequena corriente, tal como la debida 
a los electrones en un atomo, conslituye un dipolo magnetico. Los atomos pueden 
o no presentar un momento dipolai magnetico neto, depeudieudo de la simetria o 
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de la orientación relativa de sus órbitas electrónicas. Como la mayoria de las mo- 
leculas no presentan simetria esferica, pueden tener un memento dipolar magnetico 
permanente debido a orientación especial de las órbitas electrónicas. Por ejemplo, 
las moleculas diatómicas tienen simetria axial, y pueden poseer un momento 
dipolar magnetico paralelo al eje molecular. Una porción de materia, eon la 
excepción de los materiales ferromagneticos, no presenta momento magnetico 
neto, debido a la orientación al azar de las moleculas, situación similar a Ja en- 
contrada en la polarización electrica de la materia. Sin embargo, la presencia 
de un campo magnetico externo distorsiona el movimiento electrónico dando 
lugar a una polarización magnetica neta o magnetización del materiał. Lo que 



Fig. 16-43. Corriente superficial de Fig. 16-44. Corrientes elementales en 

magnetización en un eilindro magneti- un eilindro magnetizado. 

zado. 


sucede esencialmente, es que el campo magnetico produce sobre los electrones 
un movimiento de prccesión o de rotación en torno a la dirección del campo 
magnetico local, como se explicó en la sección 15.6. Gada electrón contribuye 
eon un momento dipolar magnetico dado por la ec. (15.27). 

Consideremos, por simplicidad, una sustancia en forma de eilindro que esta 
magnetizada en dirección paralela al eje del mismo (fig. 16-43). Esto significa 
que los dipolos magneticos moleculares estan orientados paralelamente al eje del 
eilindro, y por lo tanto las corrientes electrónicas moleculares estan orientadas 
perpendicularmente al eje del eilindro. Podemos ver en la fig. 16-43 (y eon mas 
detalle en la vista de frente que se muestra en la fig. 16-44), que las corrientes 
internas tienden a cancelarse debido a los efectos contrarios de las corrientes ad- 
yacentes, de modo que no se observa corriente neta en el interior de la sustancia. 
Sin embargo, la magnetización da lugar a una corriente neta h n sobre la superficie 
del materiał, que actua como un solenoide. 

El uector magnetización 9 łl de un materiał se defme como el momento magnetico 
del medio por unidad de volumen. Si m es el momento dipolar magnetico de cada 
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atomo o molecula y n es el numero de atom js o moleculas por unidad de volumeit, 
la magnetización es Ul — nm . El momento magnetico de una corriente elemental 
se expresa en A m 2 , y por consiguiente la magnetización c )7t se expresa en A m 2 /m 3 = 
A nT 1 ó m" 1 s _1 C, y es equivalente a corriente por unidad de longitud. 

Existe una relación muy importante entre la corriente sobre la superficie del 
cuerpo magnetizado y la magnetización 9/E Observamos en la fig. 16-43 que I^l 
tluye en dirección perpendicular a 7/E El cilindro mismo se comporta como un 
gran dipolo magnetico resultante de la superposición de todos los dipolos indi- 
viduales. Si S es el area de la sección transversal del cilindro y / su longitud, su 
volumen es lS t y por consiguiente su momento dipolar magnetico total es 9/£(/£) — 
(9 1U)S. Pero S es precisamente el area de la sección transversal del circuito for- 
mado por la corriente superficial. Como momento dipolar magnetico = corriente 
rnultiplicada por area, concluimos que la corriente total de magnetización que 
aparece sobre la superficie del cilindro es 9 KI y en consecuencia la corriente por 
unidad de longitud /g* sobre la superficie del cilindro magnetizado es 9/2, ó =9/E 
Aunque este resultado se ha obtenido para una disposición geometrica particular, 
es de validez generał. De este modo podemos decir que 

la corriente por unidad de longitud sobre la superficie de una porción 
de materia magnetizado es igual a la componente del uector magneti¬ 
zación 9 tl paralela al piano tangente a la superficie del cuerpo , y 
tiene dirección perpendicular a 9ff. 


16.16 Campo magnetizante 

En la sección precedente vimos que una sustancia magnetizada tiene ciertas 
corrientes sobre su superficie (y dentro de ella si la magnetización no es uniforme). 
Estas corrientes de magnetización, sin embargo, estan “congeladas” en el sentido 
de que se deben a electrones ligados a ótomos o moleculas determinadas y no 
son libres de moverse a traves de la sustancia. Por otrą parte, en algunas sus- 
tancias tales como los metales, hay cargas electricas capaces de moverse a traves 
de la sustancia. Llamaremos corriente librę a la corriente electrica debida a estas 




Figura 16-45 


Figura 16-46 
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cargas libres. En muchos casos se necesita distinguir explicitamente entre co- 
rrientes lihres y corrientes de magnetización, como harem os en esta sección. 

Consideremos dc nuevo u na porción dlindriea de materia colocada en el inte¬ 
rior de un soleuoide largo por el qae elrcula una corriente / (fig, 16-45). Esta 
corriente produce un campo magnetico que rnagnetiza el rilindro y da lugar a 
una corriente de magnetización sobre la superficie dcl rnisino en igual sentido 
que ■/. La corriente snperficial de nmgnetización por unidad de longitud es igual 
a 9/L Si el soleuoide tiene n espiras por unidad de longitud, ei sistema solenoide 
mas el cilindro magnetizado er eąuhalente a on solo solenoide que transportu 
una corriente por uniclad de longitud igual a ni -f* 9Esta corriente solenoidal 
efectiva da lugar a un campo magnetico resultante ?j paralelo al eje del cilindro, 
campo euyo módulo esta dado por la ec. (16.71), eon ni reemplazado por la 
corriente total por unidad de longitud n 1 +■'■'1/1. Esto es, /;/ — u 0 (n/ + 9/f) ó 

--- 15 — 1K = ni. 

f*o 

lista expresión da Jas corrientes libres o de conducción por unidad de longitud, 
nl> sobre la superficie del cilindro, en fundon dei campo magnetico 15 en el medio 
y la magnetización 1K del mismo rnedio. Si observamos que 75 y Ifl son vectores 
en la misma dirección, el resultado anterior sugiere la iritroducción de un nuevo 
campo yectorial, llamado campo magneiizanle, definido por 

U = -- 73 — Ifl. (16.83) 

l*o 

Se expresa en A rrr 1 o m” 1 s” 1 C, que son las unidades de los dos terminos que 
aparecen en el segundo miembro. 

En nuestro ejemplo particular, tenemos 9 1 ==. ni, que relaciona eon la co¬ 
rriente librę o de conducción por unidad de longitud del solenoide, Cuando con- 
sideramos una longitud PQ = L a lo largo de la superficie, tenemos entonces 

9 IL - Lnl - Librę, (16.84) 

donde In brc = Lnl es la corriente librę total del solenoide correspondiente a la 
longitud />. Calculando la circulación de K alrededor del rectangulo PQRS t tene¬ 
mos que Ajc =■■ dii,, ya que 9? es cero fu era de) soleuoide (/ty 9/T lo son) y los lados 
QR y SP no contribuyen a Ja circulación, porque son perpendiculares al campo 
magnetico. De este modo la ec, (16,48) puede eseribirse en la forma Ax = Jiibre, 
donde Inhre es la corriente librę total a traves del rectangulo PQRS. Este resultado 
tiene validez mas generał de lo que nuestro analisis simplificado puede sugerir. 
En efecto, puede verificarse que la circulación del campo rnagnetizante a lo largo 
de una linea cerrada es igual a la corriente librę total a lraves de la Irayedoria . Esto es, 

Ax = j }(uli = /librę, (16.85) 

donde L;: • • ' :> la corriente total erb-mdo pn l; 9 dehida a las eargas 

libres que liny en en ii medio o en un e.ircuitc eLctrice, pero ex.cluyendo las co- 
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rrientes debidas a ła magnetización dc la materia.‘Por ejemplo, si la trayectoria L 
(fig. 16-46) enlaza a los eircuitos I v / 2 y a un cuerpo eon magnetización 9/£, de- 
bemos incluir en la ec, (16,85) solamcnte las conientes i 3 c l v mientras que en 
la ley de Arnpere, ec, (16.67), para el campo magnetico >}, debenios incluir todas 
las corricntes, esto es, a f } e / 2 , debidas a las eargas que se mueven libremente, 
asi como tam hien las debidas a la magnetización Hi. del cuerpo proveniente de 
los electrones ligados. 

Escribamos la ec. (16.83) en la forma 

93 = P 0 (9Ć + (16.86) 

Como la magnetización IR del cuerpo esta fisicamente relacionada eon la resul- 
tantc dcl campo magnetico )i, podriarnos introducir una relación entre 9Zf y 
similar a Ja relación, en el caso electrico, entre J> y <f, dada en la ec. (16,10). Sin 
embargo* por razones históricas se acostumbra a proceder de manera diferente, 
y relncionar, en su lugar, IR y 9f> escribiendo 

IR - y^R. (16.87) 

La cantidad xm se llama susceptibilidad magnetico del materiał, y es un numero 
puro independiente de las unidades escogidas para c fll y 9f. Sustituyendo la 
ec. (16.87) en la ec. (16,86), podemos escribir 


B = hW + = p 0 (1 + Xm)9ć = pX (16.88) 

donde 

n = 9j/9ć = p 0 ( 1 +xm) (16.89) 

se llama la permeabilidad del medio y se expresa en las mismas unidades que p 0 , 
es decir, en m kg" 2 C. La permeabilidad relativa se define por 


Hr = 1 + Xm» (16.90) 

y es un numero puro independiente del sistema de unidades. 

Cuando vale la relación 93 — p9£ podemos escribir, en lugar de la ec. (16.85), 

- 93 . dl ~ /librę- 

J L P 

Si el medio es homogeneo, de modo que p es constante, la circulación del campo 
magnetico es 


A* = <£ dl = p/nbre* (16.91) 

• L 

Este resultado es similar a la ley de Ampere, ec. (16.67), pero eon la corriente 
total reemplazada por la corriente librę y p en lugar de p 0 . Podemos entonces 
coneluir que el efecto de la materia magnetizada sobre el campo magnetico 93 
< j s reemplazar p 0 por p. Por ejemplo, el campo magnetico de una corriente rec- 
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tilinea 1 dentro de un medio magnetizado es 

li = jŁ. (16.92) 

2 nr 

en lugar deł valor dado por la ec. (15.41). 


16.17 Cdlculo de la suscepłibilidad magnetica 

Como la suscepłibilidad magnetica analogamente a la suscepłibilidad elec- 
trica xe» expresa la respuesta de un medio al campo magnetico externo, esta 
relacionada eon las propiedades de los atomos y moleculas del medio. En el 
fenómeno de la magnetización de la materia por un campo magnetico externo 
entran dos efectos. Uno es una distorsión del movimiento electrónico debida al 
campo magnetico. El otro es un efecło de orienlación cuando el atomo o molecula 
tiene un memento magnetico permanente. Ambos efectos contribuyen al valor 
de xm y seran discutidos separadamente. 

(a) Efecto de distorsión . Sabemos que un campo magnetico ej erce una fuerza 
sobre una carga en movimiento. Por consiguiente, si se aplica un campo magne¬ 
tico a una sustancia, los electrones que se mueven en los atomos o moleculas 
estón sujetos a una fuerza adicional debido al campo magnetico aplicado. Esto 
ocasiona una perturbación del movimiento electrónico. Si fueramos a evaluar 
esta perturbación de un modo preciso, tendriamos que usar los metodos de la 
mecanica cuantica. Por lo tanto nos limitaremos a establecer los principales 
resultados, haciendo una ilustración simplificada en el ejemplo 16.21. 

El efecto de un campo magnetico sobre el movimiento electrónico en un śtomo 
es equivalente a una corriente adicional inducida en el atomo. Esta corriente 
esta orientada en un sentido tal que el momento dipolar magnetico, a ella aso~ 
ciado, tiene sentido opuesto ał del campo magnetico. Como este efecto es inde- 
pendiente de la orientación del atomo y es el mismo para todos los atomos, eon- 
cluimos que la sustancia ha adąuirido una magnetización 9/£ opuesta al campo 
magnetico , resultado que contrasta eon el encontrado en el caso del campo electrico. 
Este cornportamiento, Jlamado diamagnetismo t es comun a todas las sustancias, 


TABLA 16-3 Susceptibilidad magnćtica a temperatura ambientc 


Sustancias 

diamagnćticas 


Sustancias paramagnćticas 

X m 

hidrógeno (i atm) 

—2.1 x ł0~ 8 

oXigeno (1 atm) 

! 2,! x 10- 6 

nitrógeno (1 atm) 

—5,0 x 10~» i 

magnesie 

1.2 x 10“ 5 

sodio 

—2,4 x 10“ 9 j 

aUiminfo 

2,3 x 10“ S 

cobre 

—1,0 x Kr 5 | 

tungsteno 

6,8 x 10- s 

bismuto 

—1.7 x 10" 5 \ 

i fHanie 

i 7,1 x nr 5 

diamante 

—2,2 x 10-= | 

piat Ino 

i 3,0 x iO'* 

mercurio 

i —3.2 x i O" 5 ! 
i i 

cloruro de gadolmio (GdCl 3 ) 

2,8 x 10 3 





16.17) 


Calculo de la susceptibilidad magnetica 629 


aunąue en muchas de ellas n se observa a causa*del efecto paramagnetico que 
se describe mas adelante. La magnetización resultante estd dada por 

"T* --i£ (,6 - 93 > 

donde 9Ć es el campo magnetizante en la sustancia, n es el numero de atomos 
por unidad de volumen y ri es la distancia del electrón i-esimo al nucleo de un 
dtomo. La suma se extiende a todos los electrones del dtomo y el valor medlo 
debe calcularse de acuerdo a las prescripciones de la mecanica cuantica. Las 
otras cantldades tienen el significado usual. El signo menos se debe al hecho de 
que 9/f es opuesto a Entonces, conforme a la ec. (16.87), la susceptibilidad 
magnetica es 


Xm — “ 


6 m e 



(16.94) 


y, como es negativa, la permeabilidad relativa g r = 1 + Xm es nienor que uno. 
Si introducimos el valor conocido de las constantes, suponemos que n es apro- 
ximadamente 10 28 atomos por m 3 en un sólido y estimamos que ri es cerca de 
10“ 10 m (que es el orden de magnitud de la órbita electrónica), entonces tenemos 
que xm es del orden de magnitud de 10 - * 5 para los sólidos, de conformidad eon los 
valores que aparecen en la tabla 16-3. El resultado (16.94) es el equivalente mag- 
netico de la susceptibilidad electrica estacionaria, dada por la ec. (16.22). 

(b) Efecto de orientación. A continuación veamos el efecto de orientación. 
Como se indicó en el ejemplo 15.6, un śtomo o molecula puede tener un momento 
dipolar magnetico permanente, asociado al momentum angular de sus electrones. 
En este caso la presencia de un campo magnetico externo produce un torque 
que tiende a alinear todos los dipolos magneticos segun el campo magnetico, 
eon lo cual resulta una magnetización adicional llamada paramagnetismo , El 
magnetismo adquirido por una sustancia paramagnetica tiene, por consiguiente, 
la misma dirección del campo magnetico. Este efecto es mucho mśs intenso que 
el diamagnetismo y, en el caso de sustancias paramagneticas, los efectos diamag- 
neticos estón completamente compensados por los efectos paramagneticos. 

La susceptibilidad paramagnetica de los gases esta dada, aproximadamente, 
por una expresión similar a la ec. (16.26) para la susceptibilidad electrica debida 
a las moleculas polares, 


3kT ’ 


(16.95) 


donde m 0 es el momento magnetico permanente atómico o molecular, T es la 
temperatura absoluta de la sustancia y k es la constante de Boltzmann. Como 
en el caso electrico, Xm disminuye si la temperatura de la sustancia aumenta. 
Esta dependencia de la temperatura se debe al movimiento molecular, el cual 
aumenta eon la temperatura y por consiguiente tiende a compensar el efecto de 
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alineamiento de! campo magnetico. Ahora hien, del resultado ciel problema 15.50, 
sabenios que el orden de magnitud dcl momentu atomico es I0~ 23 J T“U De este 
modo al introducir los valores de las o tras constantes, la ec, (16,95) da para la 
susceptibilidad paramagnetica a temperatura ambiente (298°K) un orden de 
magnitud de 10^ 4 para sólidos y 10~ 7 para gases en condiciones normales, Este 
resultado concuerda satisfaetoriamente eon los valorcs dados en la tabla 16-3 
para las sustancias paramagneticas. 

Una eonclusión import antę es que, tanto para las sustancias paramagneticas 
como para las diamagneticas, / JT , es muy peąueńa comparada eon la u ni da d, y 
en much os casos puede reernplazarse = 1 + xm por la unidad. 

(c) Otros efectos Una tercera clase de sustancias magneticas son las llama- 
das (erromagnelicas* La principaJ caractenstica de estas sustancias es que pre- 
seat a n una magnetización permanente, que sugiere una tendenda natural de los 
monicutos magneticas de sus a toino.s o ruoleculas a aliuearsc debido a sus inter- 
ac ciem es mutuas. La magnetita y otros imane s natur aleś mencionados al principio 
del capitulo 15 son ejemplos de sustancias ferromagneticas. Ei ferromagnetisino 
es entonces similar a la ferroeleetricidad en su como ort a mień to generał, aunque 
su origen es diferente. Esta a soda do eon la interacción entre los espines S x y S 2 
de dos electrones, que fundamentalmente es de la forma — JS t m S 2> donde la can- 
tidad 7, llamada integral de inlercambio , depende de la distancia entre los elec¬ 
trones, Cuando 7 es positiva, el ecjuiiibrio se obtiene si S x y S 2 son paralel os, 
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(u) Od (c) 

Fig. 16-47. Dominios magnetieos. (a) Sustancias no magnetizadas, (b) magnetiza¬ 
ción por crecimiento de dominios, (c) magnetización por orientación de dominios. 




resultanclo una orientación de los espines electrónicos en regiones niicroscópicas 
llamadas dominios (figs. 16.47a y 16-48a), cuyas dimensiones son del orden de 
10“ a a 10" 12 m 3 y que contienen de 10 21 a 10 17 atom os. La dirección de magneti¬ 
zación de un dominio depende de la estructura cristalina de la sustancia. Por 
ejemplo en el hierro, cuyos cristales tienen estructura cubica, las direcciones de 
facil magnetización estan a lo largo de los tres ejes del cubo. En una porción 
de materia los dominios mismos pueden estar orientados en diferentes direcciones, 
dando un efecto neto, o macroscópico, que puede ser nulo o despreciable. En 
presencia de un campo magnetico externo, los dominios experimentan dos efectos: 
aquellos dominios orientados f:n-ora bierne nte eon respecto al campo magnetico 
crecen a expensas de los orientado.s ruenos favorablemente (fig. 16-47b); a rne- 
diua q nc la intensidud del rampo magnetico externo uur.unta, la magnetización 
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de los dorniruos liende a alinearse en la dirección del campo (fig. 16-47c); y la 
porción de materia se convierte en un iman* El ferromagnetismo es una pro- 
piedad que dcpende de la temperatura, y para cada sustanria ferromagnetica 
ejciste una temperatura, .Uamada temperatura de Curie , por encima de ia cual la 
sustancia se hace paramagnetica. Este fenómeno ocurre cuando el movimiento 
termico es suficientemente grandę para vencer las fuerzas de alineación. Las 
sastannas que son ferromagneticas a temperatura ambiente son: hierro, niąuel, 
cobalto y gadolinie. Sus temperaturas de Curie son 770°C, 365 C C, 1075°C y 15°C, 
respectivamente. 

Sin embargo, es posible tambien que para algunas sus tan ci as J sea negativa. 
Entonces, ei eąuilibrio se obtiene si los espines electrónicos son antiparalelos. 


) <P 0 


!> <|> <j> o |> |> w o 11 11 111 


Ferromagnetismo 


Antiferromagnetismo 


Fig, 16*48. Orientación de ios mo- 
mentos dipolares magneticos de va- 
rias su stan ci as. 


(c) 


ł H i ł H i 


Ferrimagnetismo 


resultando una magnetización neta nula (fig. 16-48b). En este caso la sustancia 
se llarna ardiferromagnetica. Algunas sustancias antiferromagneticas son Mn O, 
FeO, CoO y NiO. 

Otro tipo de magnetización es el llamado ferrimagnetismo . Es similar al anti¬ 
ferromagnetismo, pero los momentos magneticos atómicos o iónicos orientados 
en un sentido son diferentes de los orientados en sentido opuesto, resultando 
una magnetización neta (fig. 16~48c). Estas sustancias son Ilamadas ferńias , y 
se representan generalmente por la formula ąuimica M0Fe 2 0 3 , donde M repre- 
senta Mn, Co, Ni, Cu, Mg, Zn, Cd, etc,/ Observese que si M es Fe resulta elcom- 
puesto FegO*, o magnetita. 

E JEM PLO 16.21. Calcular el niomento magnetico atómico inducido por un campo 
magnótico externo. 

Solución: Hcmos indicado que un campo magnetico externo produce en un atomo 
nn momento magnetico en la dirección opuesta al campo. Esto se puede justificar 
por medio de un modelo muy simple. Consideremos un electrón cuya carga es —e, 
moviendose alrededor de un nucleo N , en una órbita que por simplicidad supon- 
dremos circular, de radio p y en el piano X y. Si & 0 es la velocidad angular del electrón 
y F la fuerza sobre el mismo debida al nóclco, la ecuación de movimiento del electrón 
es entonces 


m e <dop «= F. 

Si ahora se apłica un campo magnćtico segun el eje Z (esto es, perpendicular al 
piano de la órbita), se ejerce sobre el electrón una fuerza adicional F § = —ev x 73. 
Esta fuerza estara en la misma dirección que F o en la opuesta, dependiendo de la 
orientación rclativa de o 0 y )3, como se indica en la fig. 16.49. Como la fuerza radial 
sobre el electrón varia, la frccuencia angular (suponiendo que el radio permanezca 
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X X 




Fig. 16-49. Exp!icación de! aiamagnetismo. 


constante) tambien var£a, y se haccigual a to. La ecuación de movimiento del electrón 
es ahora usando v ~ o>p y el hecho de que ei móduio de F* es «rfi, 

= F ± 

donde se tonią el signo mas para cl caso (a) de la fig. (16-49) y el menos para el 
caso (b), Restando ambas ecuaciones de nummiento para eliminar F, encontramos 

/71e(to 2 — CCi/H ó m e (o> -p 6 >q) (to — to 0 ) = db £co : fi. 

Ahora bien, el cambio de freeuencia, Ato = to — co 0 , es muy peąueho y podemos 
reemplazar to + to 0 por 2 g> sin gran error. Entonces tenemos 

2 mc A o> — ±el3 ó A w — db —r-—fi, 

2m e 

de modo que el cambio de frvcuencia es igual a la freeuencia de Larmor f h, que 
deflnimos eti el ejetnplo 15.7. El signo mas, que corresponde al caso (a), significa 
On aumento de (t > 0 > y Ao esta entonces dirigido hacia la derecha, El signo menos, 
que corresponde al caso (b), significa u na disminución de o 0 , y Ao esta entonces 
tambien dirigida hacia la derecha. De modo que en ambos casos podemos escribir 
}a relación vectorial 


A co ™ 


2 mc 


fi. 


El cambio en la freeuencia del movimiento electrónieo produce una corriente neta 
~e(Ato/2jt) y por consiguiente, usando la definlcióa (15.19), un mornento magnćtico 


■sV> 


€ K p 3 


4mc 


fi. 


Por lo tanto el momento magnetico del dtomo esta dirigido en sentido opuesto 
al campo magnćtico fi, y la sustancia como un todo adąuirird una magnetización 
opuesta al campo magnćtico apłicado. Como naestros caleulos han sido muy sim- 
plifleados, si queremos obtener un resultado mas generał debemos tomar en consi- 
deración la distribución al azar en el espacio de las órbitas electrónicas y analizar 
en detalle la naturaleza del campo magnetico local fi que actua sobre el electrón. 
En cualąuier caso, nuestros calculos fundamentalmente coinciden eon cl resultado 
seńalado en la ec. (16.93). 
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16.18 Resumen de las leyes de los campos estdticos 

En este capitulo hemos discutido los campos electrico y magnetico estaticos 
como dos entidades separadas, sin reiación alguna entre ellas, excepto que las 
fuentes del campo electrico son las cargas electricas y las del campo magnetico 
son las corrientes electricas. En consecuencia hemos obtenido dos conjuntos de 
ecuaciones separadas, las cuales aparecen en la tabla 16-4 en ambas formas, 
integral y diferencial. Estas ecuaciones permiten calcular el campo electrico 
y el campo magnetico 73 si se conocen las cargas y las corrientes, y reciprocamente. 
De este modo parece como si los campos electrico y magnetico se pudieran eon- 
siderar como dos campos independientes. Sabemos, sin embargo, que esto no es 
cierto, ya que en el capitulo 15 hemos deducido reglas que relacionan los campos 
electrico y magnetico, tal como los miden dos observadores en movimiento re]a- 
tivo uniforme, usando la transformación de Lorentz, y notamos que £ y 93 estón 
intimamente relacionados. De este modo podeinos esperar que en los casos que 
dependen del tiempo las ecuaciones precedentes requerirón algunas modificaciones* 
Aprender cómo hacer estas modificaciones es la tarea del próximo capitulo, donde 
obtendremos un nuevo conjunto de ecuaciones basadas en evidencias experimen- 
tales y que son extensiones de las ecuaciones precedentes. 


TABLA 18-4 Ecuaciones del campo electromaguStlco estacionario 


Ley 

Forma integral 

Forma 

diferencial 

I. Ley de Gauss para el campo elśctrico 
[Ecs. (16.3) y (16.5)1 

< 

j 

f {'•un dS S— 

r S € 0 

div £ 

€ q 

II. Lev de Gauss para el campo magnetico 
[Ecs. (16.81) y (16.82)] 

i 


div 7? = 0 

III, Circulación del campo elćctrico* 

[Ecs. (16.62) y (16.79)] 

i 

[ £'dl - 0 
r L 

rot £ = 0 

IV. Circulación del campo magnetico 

(Ley de Ampfere) [Ecs. (16>67) y (16.78)] 

i 

j>^7J-dl — jx 0 7 

rot 73 = ^ J 
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Problemas 


16.1 Una esfera de radio R 1 tiene una 
cavidad central de radio R 2 . Una carga q 
esta uuiformemente distribuida en su 
yolumen. (a) Hallar el campo electrico 
y el potencial en puntos fuera de la 
esfera, en el interior de ia esfera y en la 
cavidad central, (b) Hacer los graficos 
del campo y del potencial elćctricos en 
función de la distancia al centro. 

16.2 Una esfera conductora de radio R x 
tiene una eayidad central de radio R z . 
En el centro de la cavidad hay una 
carga q . (a) Entontrar la carga sobre 
las superficies interna y externa del con- 
ductor. (b) Calcular el campo y el po¬ 
tencial electricos en puntos fuera de la 
esfera, en el interior de la esfera y en 
la cavidad. (c) Hacer los graficos del 
campo y del potencial en función de la 
distancia al centro. [Sugerencia: Recor- 
dar que el campo en el interior de un 
conductor es nulo.] 

16.3 El electrón en un atomo de hidró- 
geno se puede suponer “disperso” en 
todo el volumen atómico eon una den* 
sidad p — C<r 2r/;o °, don de =» 0,53 x 
10~ 10 m. (a) Hallar la constante C de 
modo que la carga total sea — e. (b) 
Dcterminar la carga total dentro de una 
esfera de radio «<,, que corresponde al 
radio de la órbita del electrón. (c) Obte- 
ner el campo elśctrico en función de r. 
(d) 6A que distancia el campo electrico 
di fi er e de —e/47tę 0 r 2 en 1 %? [Sugerencia: 
Para la parte (a), dividir el espacio en 
capas esfśricas, cada una de yolumen 
47tr 2 dr.] 

16.4 Considerar la superficie cubica 
cerrada de lado a que se muestra en 
la fig. 16-50. Esta superficie esta colo* 
cada en una región donde hay un campo 
elćctrico paralelo al eje X. Hallar el 
flujo electrico a traves de la superficie 
y la carga total en su interior si el campo 


electrico es (a) uniforme, (b) varia segun 

ć - Cx. 

16.5 Hallar el flujo electrico y la carga 
total en el interior del cubo de lado a 
(fig. 16-50) si este esta colocado en una 
región donde el campo electrico es (a) 
Ć k tizcz 2 , (b) Ć «a c(u z y -f u y x). Hallar 
tambićn, en cada caso, Ja densidad de 
carga. 

16.6 Dos esferas conductoras de radios 
0,10 cm y 0,15 cm tienen cargas de 
10~ 7 C y 2 x 10” 7 C, respectivamente. 
Se ponen en contacto y luego se separan. 
Calcular la carga de cada esfera. 


z 



tiene una carga electrica neta de 10“® C. 
Se conecta medianie un alambre con¬ 
ductor a una esfera de radio 0,30 cm 
imcialmente descargada (muy lejos de. 
la esfera mayor) de modo que ambas 
tienen el mismo potencial. (a) ^Cual sera 
la carga de eąuilibrio en cada esfera 
despues de hacer la conexión? (b) ^Cual 
es la energia de la esfera cargada antes de 
hacer la eonexión? (c) <,Cual es la energia 
del sistema despues de unir las esferas? 
Si hay alguna perdida, explicar dónde 
se encuentra esa energia perdida. (d) Mos- 
trar que la carga se distribuye en las 
esferas de radios R x y R 2 unidas electrica- 
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mente de modo que a 1 /a t = RJR 2 , donde 
o es la densidad superficial de carga 
elćctrica. (e) Demostrar, entonces, que 
el valor del campo elćctrico en la super- 
ficie de cada esfera es tal que sup^rfide/ 
Ć 2 , superfide = R 2 /Ri« Para resolver este 
problema, ignorar el efecto del alambre. 

16.8 Se coloca una carga q a una dis- 
tancia a de un piano conductor inflnito 
mantenido a potencial cero. Se puede 
demostrar que el campo electrico resul- 
tante en un punto situado frente al piano 
es el mismo que el que se obtiene al 
recmplazar el piano por una carga elec- 
Lrica negativa —q situado a una dis- 
tancia —a (ver la fig. 16-51). Esta se- 
gunda carga se llama imagen de la pri- 
mera. (a) Demostrar que el potencial 
del piano es cero y que el campo es per- 
pendicular al piano, (b) Probar que la 
densidad de carga sobre el piano es qa/r 3 . 
(c) Verificar que la carga total sobre 
el piano es igual a *— q. 

16.9 Se coloca una esfera conductora 
de radio a en un campo electrico uni- 
forme ć' Q como se muestra en la fig. 16-52. 
Como la esfera debe estar a un potencial 
constante, le asignaremos el valor cero. 
El campo elćctrico actuando sobre las 
cargas libres de la esfera hace que ćstas 
se muevan hacia la superficie hasta que 
el campo elćctrico en su interior es nulo.. 
La esfera se polariza distorsionando el 
campo electrico a su alrededor, aunque 
a grandes distancias el campo perma- 
nece esencialmente uniforme. Puede de- 
mostrarse que la solución de la ecuación 
de Laplace para el potencial electrico 
que satisface las condiciones de este 
problema es V =— ćj- cos 0(1 — a 3 //* 3 ). 


(a) Verificar que el potencial de la esfera 
es cero. (b) Demostrar que a distancias 
muy grandes el potencial correspone al 
de un campo uniforme* (c) Notar que 
el potencial V es la suma del potencial 
correspondiente a un campo uniforme 
y el correspondiente a un dipolo elec¬ 
trico. Obtener el momento dipolar elec¬ 
trico de la esfera. (d) Obtener las com- 
ponentes radial y transversal del campo 
electrico. (e) Verificar que el campo elec¬ 
trico en la superficie del conductor es 
perpendicular al mismo. (f) Hacer el 
grafico de las lineas de fuerza del campo 
elćctrico resultante. (g) Hallar la den¬ 
sidad superficial de carga. Discutir su 
variación sobre la superficie de la esfera. 
(h) Verificar que la carga total sobre la 
esfera es cero. (i) Mostrar que el campo 
electrico en el centro de la esfera pro- 
ducido por la carga superficial es —<f 0 . 
Lo mismo ocurre para cualquier punto 
interior de la esfera. ^Era de esperarse 
este resultado? 

16.10 Como resultado de las ecs, (16.16) 
y (16.17), puede probarse que en la su¬ 
perficie de separación de dos dielectricos, 
la componente tangencial del campo 
elóctrico y la componente normal del 
desplazamiento electrico son continuas 
es decir que tienen el mismo valor a 
ambos lados de la superficie. (La segunda 
proposición vale sólo si la superficie esta 
descargada). Mostrar entonces que los 
angulos que las lineas de fuerza forman 
eon la normal a la superficie satisfacen 
la relación tg Oj tg 0 2 — €jc z . 

16.11 La permitividad del diamante es 
1,46 x 10~ 10 C 2 m~ 2 N' 1 . (a) ^Cual es la 
constante dielectrica del diamante? (b) 
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Figura 16-53 
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Figura 16-57 


/jCuś.1 es la susceptibilidad elćctrica del 
ćiamante? 

16.12 El słatfarad es ia unidad de capa- 
citanda que se define como la capaci- 
tancia de un conductor que adquiere 
el potencial de un estatvoltio cuando se 
carga eon un statcoulomb. Probar que 
un statfarad es igual a 9 x 10 n F. Otras 
unidades utiles son el microfarad (pF), 
igual a 1CT* F, y el pieofarać (pF). igual 
a 10~ 12 F. 

16.13 Demostrar que ia energia elćc- 
tri ca de un conductor aislado + CV 2 . 
Probar la mb i en que el mismo resultado 
es valido para un capacitor de piacas 
pianas y paralelas y, en generał, para 
cualąuier capacitor. 

16.14 Un capacitor que consta de 
dos piacas paralel as muy cer ca una de 
otrą tiene en el aire una capacitancia 
de 1000 pF. La carga sobre cada płaca 
es de 1 C. (a) ^Cual es la diferencła 
de potencial entre las piacas? (b) Supo- 
niendo que la carga se mantiene cons* 
tante, ^cuai sera la diferencła de poten¬ 
cial entre las piacas si la separación 
entre las mismas se duplira? (c) ;.Oue 
trahajo tv necesario para duplicar la se 
paración entre las piacas? 


16.15 Se desea construir un capacitor 
intercalando una ho ja de papel de 
0,004 cm de espesor entre hojas de es- 
tano. El papel tiene una constante dielćc- 
trica relativa de 2,8 y conducira la elec- 
tricidad si esta en un campo electrico 
de intensidad 5 x 10 7 V m _1 (o mayor). 
Esto es, la tensión de ruptura del papel 
es 50 MV nr 1 . (a) Determinar el area 
de płaca que se necesita para que un 
capacitor de este tipo tenga una capaci¬ 
tancia de 0,3 p.F. (b) &Cual es el poten¬ 
cjał maximo que se puede aplicar si el 
campo electrico en el papel no debe 
exceder la mitad de la tensión de rup- 
tura? 

16.16 Se desea construir un capacitor 
de piacas paraleias usando goma como 
dielecirico. Es ta goma tiene una cons- 
tante dielćctrica de 3 y una tensión de 
ruptura de 20 MV m" 1 . El capacitor 
debe tener una capacitancia de 0,15 pF 
y debe soportar una dife.reneia de poten¬ 
cial rnaxima de 6000 V. £Cual es el area 
minima que deben tener las piacas del 
capacitor? 

16.17 La capacitancia de un capacitor 
yariable de radio se puede variar entre. 
50 pF y 950 pF girando ei dial de 0° 
a 130°. Gon el dial en 180°, se conecta 
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el capacitor a una bateria de 400 V. 
Una vez cargado, el capacitor se des- 
conecta de la bateria y se lleva el dial 
a 0°. (a) ^Cual es la carga del capacitor? 

(b) iCua\ es la diferencia de potencjał 
en el capacitor cuando el dial marca 0°? 

(c) {,Cual es la energia del capacitor 
en esta posición? (d) Despreciando el 
roce, determinar la cantidad de trabajo 
necesario para girar el dial. 

16.18 Se carga un capacitor de 20-gE 
a una diferencia de potencial de *1000 V, 
Luego se conectan los terminales del 
capacitor cargado a los de un capacitor 
descargado de 5-p,F. Calcular (a) la carga 
original en el sistema, (b) la diferencia 
de potencial finał en cada capacitor, 
(c) la energia finał del sistema, (d) la 
disminución de energia cuando se co¬ 
nectan los capacitores. 

16.19 (a) Demostrar que la capacitancia 
dc un capacitor esferico de radios a y b 
es 1,11 x 10~ 10 € r ab/{a — b ). (b) Demos¬ 
trar que la capacitancia de un capacitor 
cilindrico de longitud l y radios a y b 
es 1,11 x to- 10 €rl/2 In (b/a). 

16.20 Un cierto capacitor esta hecłio 
de 25 hojas delgadas de metal, cada una 
de 600 cm 2 de area, separadas entre si 
cor papel parafinado (permitividad rela- 
tiva igual 2,6). Hallar la capacitancia 
dcl sistema. 

16.21 Tres capacitores de 1,5 pF, 2 pF 
y 3 pF se conectan (1) en serie, (2) en 
paralelo y se les aplica una diferencia 
de potencial de 20 V. Determinar en 
cada caso (a) la capacitancia del sistema, 
(b) la carga y la diferencia de potencial 
de cada capacitor, (c) la energia del 
sistema. 

16.22 Determinar ła capacitancia de la 
disposición de capacitores que se ilustra 
en la fig. 16-53. Si el yoltaje aplicado 
es de 120 V, hallar ła carga y la diferencia 
de potencial en cada capacitor asl como 
la energia del sistema. 

16.23 En la disposición de capacitores 
de la fig. 16-54, C x = 3 pF, C 2 = 2 pF 
y C 3 = 4 pF. El yoltaje aplicado entre 
los puntos a y b es 300 V. Hallar (a) 
la carga y la diferencia de potencial de 
cada capacitor, (b) la energia del sistema, 
Usar dos metodos diferentes para el 
calculo de (b). 


16.24 Dada ła combinación de capaci¬ 
tores que se muestra en la fig. 16-55, 
probar que la relación entre C 2 y C 2 
debe ser C 2 = 0,618 Cj para que la 
capacitancia del sistema sea igual a C*. 

16.25 Usando el resultado del problema 
anterior, mostrar que la capacitancia 
del sistema de la fig. 16-55 es 0,618 C 1# 
[Sugerencia: Observar que, si el sistema 
se corta segun la linea de trazos, la sec- 
ción de la derecha sigue siendo igual 
al sistema original porque este se com- 
pone de un numero infinito de capaci¬ 
tores.] 

16.26 Un trozo de dielćctrico se intro- 
duce parcialmente entre las dos placas 
de un capacitor de placas paraielas, como 
se muestra en la fig. 16-57. Calcular, 
en función de x f (a) la capacitancia del 
sistema, (b) la energia del sistema y (c) 
la fuerza sobre el trozo. Suponer que 
el potencial aplicado al capacitor es cons- 
tante. [ Sugerencia: Se puede considerar 
el sistema como dos capacitores en 
paralelo.] 

16.27 Las placas paralelas de un capa¬ 
citor en el vacio tienen cargas -f -Q y . — Q 
y la distancia entre las mismas es x . 
Las placas se desconectan de la fuente 
de yoltaje que las carga y se apartan 



una peąuena distancia dx . (a) ^Cual es 
la yariación dC en la capacitancia del ca¬ 
pacitor? (b) ^Cual es la variación dE$ en 
su energia? (c) Igualar el trabajo F dx 
al incremento de energia dE s y hallar 
la fuerza de atracción F entre las placas. 

(d) Explicar por que F no es igual 
a (X siendo <f la intensidad de campo 
electrico entre las placas. Rehacer el 
problema para el caso en que V se man- 
tiene constante. 

16.28 Un ełectrómelro, cuyo diagrama 
se muestra en la fig. 16-58, se usa para 
determinar diferencias de potencial. Con- 



638 Campos eledromagneticos estaticos 


siste en una balanza cuyo platillo iz- 
ąuierdo es un disco de area S colocado 
a una distancia a de un piano horizontal, 
formando asi un capacitor. Cuando se 
aplica una diferencia de potencial entre 
el disco y el piano, se produce una fuerza 
hacia abajo sobre el disco. Para restaurar 
el eąuilibrio de la balanza, se coloca 
una masa m sobre el_ otro^platillo. De- 
mostrar que V — a\ f 2mg/e^S. | Qb$ervc- 
ción: En el instrument© real el disco 
esta rodeado por un anillo mantenidc 
al misnio potencial para asegurar qut 
el campo sea uniform e cn to do ei dis¬ 
co.] 

16.20 Guatro capacitores es tan dispues- 
tos como se muestra en la fig. i6-59. 
Se aplica una diferencia de potencial V' 



entre los terminales A y B y se conecta 
un electrómetro E entre C y D para de- 
terminar la diferencia de potencial entre 
ellos, Probar que el electrómetro marca 
cero si CJC 2 CJC Esta es una dis- 
posición en puente que permite deter- 
minar la capacitancia de un capacitor 


12 si¬ 



eń función de un capacitor patron y del 
cociente entre dos capaeitancias. 

16.30 En un medio ionizado (tal como 
un gas o un electrolito) hay iones posi~ 
tivos y negativos. Demostrar que si cada 
ion lleva una carga ±ve la densidad 
de corriente es j = ve(n+v+ — n_r_), don- 
de n+ y ru_ son el numero de iones de 
cada clase por unidad de volumen. 

16.31 Se ha estimado que el cobre tiene 
cerca de 10 29 electrones libres por metro 
cubieo, IJsando el valor de la coriducti- 
vidnd del cobre da do en la tabia 16-2, 
es U mar el tiempo de rei a jam i en to para 
un electrón del cobre. 

16.32 La corriente en un conductor 
esta da da por 1 = 4 4- 2/ 9 , donde I esta 
en amperes y t en segundos. Hallar el 
va!or medio y el valor medio cuadratieo 
de la corriente entre t *= 0 y / = 10 s. 

16.33 Determinar la resistencia total 
en cada una de las combinaciones que 
se muestran en la fig. 16-60. Determinar 
ademas la corriente y la diferencia de 
potencial entre los ex trem os de cada 
resistor. 

16.34 (a) Calcular la resistencia equi- 
valente entre x e y del circuito de la 
fig. 16-61. (b) ^Cual es la diferencia de 
potencial entre x y a si la corriente en 
el resistor de 8 ohms es de 0,5 amperes? 

16.35 (a) El resistor largo entre a y b 
de la fig. 16-62 tiene una resistencia de 
300 ohms y derwaciones a un tercio 
de su longitud. £Cual es la resistencia 
equivalente entre x e y? (b) La diferencia 
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de potencial entre x e y es 320 V. &Cuól 
es la diferencia de potencial entre b y c? 

16.36 Cada uno de los tres resistores 
de la fig. 16-63 tiene una resistencia 
de 2 ohms y puede disipar un maximo 
de 18 watts sin calentarse excesiva- 
mente. ^Cual es la potencia maxima que 
el circuito puede disipar? 

16.37 Tres resistores iguales se conectan 
en serie. Cuando se aplica una cierta 
diferencia de potencial a la combinación, 
ćsta consume una potencia total de 
10 watts. ^Quś potencia consumiró si 
los tres resistores se conectan en paralelo 
a la misma diferencia de potencial? 

16.38 Dada la disposición dę resistores 
que se muestra en la fig. 16-64, probar 
que la relación entre Rj y R 2 es R z = 
1,6181?!. [ Sugerencia: Observar que si 
el sistema se corta a traves de la linea 
de trazos, la sección de la derecha es 
aun igual al sistema original porque este 
esta compuesto de un nuniero infinito 
de resistores,] 

16.40 La corriente maxima permisible 
en la bobina de un instrumento electrico 
es 2,5 A. Su resistencia es 20 O. <,Que 
debe haeerse para insertarla (a) en una 
linea electrica que conduce una corriente 
de 15 A, (b) entre dos puntos que tienen 
una diferencia de potencial de 110 V? 

16.41 ^Córno varia la resistencia de un 
alambre cuando (a) se duplica su lon- 


gitud, (b) se duplica su sección trans- 
versal, (c) se duplica su radio? 

16.42 Discutir los errores cometidos en 
la medida de una resistencia usando un 
voltimetro y un amperimetro como se 
muestra en la fig. 16-66 cuando las re- 
sistencias Rv y Ra de los instrumentos 
se desprecian. ^Cual metodo da el menor 
error cuando R es (a) grandę, (b) pe- 
queno? Observar que, en generał, Rv es 
muy grandę y Ra es muy pequeno. 

16.43 Las medidas que aparecen en la 
tabla 16-5 corresponden a la corriente 
y a la diferencia de potencial entre 
los extremos de un alambre de cierto 
materiał, (a) Hacer el grafico de V en 
función de I. ^Sigue el materia! la ley 
de Ohm? Estimar en el grafico la resis¬ 
tencia del materiał cuando la corriente 
es de 1,5 A. Esta resistencia se define 
como el cociente AV/A/ cuando las varia- 
ciones son pequeńas y se obtiene tra- 
zando la tangente a la curva en el punto 
dado. (c) Comparar sus resultados eon 
la resistencia media entre 1,0 A y 2,0 A. 

16.44 El grafico de la fig. 16-67 iiustra 
la variación del voltaje eon la corriente 
(sobre una escala logaritmica), para dife- 
rentes temperaturas de un semiconduc- 
tor. (a) Estimar la resistencia del semi- 
conductor a las temperaturas indicadas 
y hacer el grafico de la resistencia en fun¬ 
ción de la temperatura en escala semi- 
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Figura 16-60 


toęaritmica. (b) Suponiendo que Ja va na¬ 
ci ón ea la rcsistencia se dc be Cola 5 men te 
a Ja variaciót? en el nu mero de cargas 
por unitlad de volumen, es t im ar el cc¬ 
ci en te entre su vałor a 300°C y su va‘ior 
a iOO'- ; C, 


TA U LA 16-5 


Z, amp 

V, YOltS 

0,5 

1 4,75 

1,0 

5,81 

2*0 

1 7,05 

4,0 

• 8,56 


10.40 EJ cucnito de la fig. 16-63 se 
U arna puentę de Wheatslore. Se usa para 
medir resistendas. Demostrar que cuan- 
do !a corriente a travćs dei gaivc nó~ 
metro (J es cer o ((i« mo d o q u o 1 o s p u r. tos 
D y C co ? ;'c al mismo po ten ciał), se 
europie R\ R 2 - RJTU±. Asi. si se emm- 
c e n /u y c. I c o cień t e R ' 7 i. *, p odemu s 
obi. en er la rcsistencia /?,. 

10.40 La fig. 16-69 muestra u u poten- 
ciómetro usa do para mcdir la fem Yz 
de u na pila x; B es una bateria y St es u na 
pila patrón de fem Vst. Cuando el eon- 
mutador se coloca en 1 6 en 2, sc mueve 
la derivación b hasta que el galvanó- 
metro G marąue cero. Demostrar que si 
/ Ł y l 2 son las distancias correspondientcs 
desde^hastaa, entonces Vx — X r st(/j// a ). 
16.47 Volviendo al potenciómetro de 
la fig. 16-69, la fem de B es aproximada- 
mente 3 V y su resistencia interna es 
deseonoeida; St es una pila patrón cuya 
fem es 1,0183 V. Se pone el conmutador 



en el punto e 2, colocando asi la pila 
patrón en el circuito del galvanómetro, 
Cuando la derivación b es ta a 0,36 de 
la di stand a entre a y c, en el galvanó- 
im-tru se lec cero. (a) <,Cual es la dife- 
rencia de pot en ciał entre los extremos 
del resistor a cl (b) Se pone el conmutador 
en el punto 1 y se lec nuevamente cero 
en el gaivanómetro cuando b esta a 0,47 
de la distancia entre a y c. ^Cual cs la 
fem de la pila x? 

46.48 La diferencia de potencial entre 
los termin aleś de una bateria es de 8,5 V 
cuando poi ella pasa una corriente de 3 A 
desde el terminal negativo al positivo. 
Cuando la corriente es de 2 A en sen li do 
contrario, la diferencia de potencial se 



hace igual a 11 V. (a) ^Cual es la resis¬ 
tencia interna de la bateria? (b) ^Cual 
es su fem? 

16.19 En el circuito de la fig. 16-70, 
determinar (a) la corriente en la bateria, 
(b) la diferencia de potencial entre sus 
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3V, i '2 cada pila 



Figura 16-70 2012 

12 V, 1 12 



Figura 16-72 


terminales y (c) la corriente en cada 
conductor. 

16.50 Determinar la corriente en cada 
conductor de la red que se muestra en 
la fig. 16-71. 

16.51 (a) Determinar la diferencia de 
potencial entre los puntos a y b de la 
fig. 16-72. (b) Suponiendo que a y b 
esten conectados, calcular la corriente 
en la pila de 12 V. 

16.52 (a) En la !lg/16-73a, ^cual es la 
diferencia de potencial V a * cuando el 
interruptor S esta abierto? (b) <,Cual es la 
corriente a traves del interruptor S 
cuando este se cierra? (c) En la fig. 
16-73b, ^cual es la diferencia de poten¬ 
cial Vab cuando el interruptor S esta 
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V = 36 V F«36V 



(a) (»>) 


Figura 16-73 

abierto? (d) ^Cual es la corriente a traves 
del interruptor S cuando este estd 
cerrado? ^Cual es la resistencia equiva- 
lente del circuito de la fig. 16-73, (e) cuan¬ 
do el interruptor S esta abierto?, (f) 
^cuando esta cerrado? 

16.53 Un conductor cilindrico hueco, 
de longitud L, tiene radios R 1 y R 2 . 
Se aplica una diferencia de potencial 
entre sus extremos de tal modo que una 
corriente 1 fluye paralelamente a su eje. 
Demostrar que, si a es la conductividad 
del materiał, la resistencia del conduc¬ 
tor es 

L/™{R\— R\). 

16.54 Un conductor cilindrico hueco 
de longitud L tiene radios R 1 y /? 2 . 
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Se apiica u na difcrencia de potencjał 
enlre las su per fi ci es interior y ex terier 
de modo que la corriente / fluya en direc- 
ción radial hacia afuera. DcmosUar quf, 
si v es la conductividad del materio], 
hł resistenom es ln(/V,//? J )/?:rcL. 

16 5o La aguja de un galvanómetro se 
de* ci a eumpkdamen te sobrc su esrala 
(50 divisiones) cuando la corriente es 
de 0 f i mA La resister.-oia Ctrl gaiva;.U 
melro es 50. ; Que dcbe h&ccrse para 
transformacjo (a) en un amperftnetro en 
cl cual cada división corresponda a 0/2 A r 
(bi en un vo!Umetro en el cual cada 
divislón corresponda a 0,5 V? 

16.56 El siatampere (stA) es una unidad 
de corriente electrica correspondientc a 
un stC por segundo. Evi den tern en te 
1 A = 3 x 10* stA. Demostrar que 
cuando el campo magnetico se expresa 
en gauss ( ver problem a 15.53) la corriente 
en stA., la distancia en cm y la densidad 
de corriente en stA cm~ 2 , la cc. (16.67) 
se eon vi er te en fibdł = i x 10~ 10 1 y la 
ec. (16.78) es rot 1) = ł x 

16 57 Una unidad para' el campo mag- 
ne.Lizanie es ei oersted , Se define como 
el campo magnetizante producido por 
una corriente rectilmea de 3 x 10 l ° stA 
en un punto situado a 2 cm de la corrien¬ 
te. (a) Pro bar que 1 A m“ l es igual a 
4 x Itr 3 oersted. (b) Demostrar que el 
campo magnetizante de una corriente 
rectilinea es X — 21/3 X 10 10 r 9 cuando 
C K se mi de en oersted, / en stA y r en 
cm. (c) Probar que, en función de las 
mismas unidades, la ec. (16.85) se eon- 
vierte en §X*dl = 4x1/3 x 10 ł ® 

16.58 El cilindro hueco conductor de 
la fig. 10*74, de radios IR y Ii 2 y conauce 
una corriente / uniformemente distri- 
buida en su sección transversal. Usando 
ia ley de Ampere, probar que el campo 



magnetico a distancias r > ft 2 es -~ 
que el campo para R 1 < r < jR 2 es 

MO* — — Rl)r, 

y qne es cero para r < /?,. 

1 UZD Un eable coaxial se forma ro~ 
deando un conductor cilfndrico sólido 
oc radio /?, eon un cilindro conductor 
cooxial de radio interno R z y radio 
e\i.erno (fig. 16-75). En la practica 
usuai se envia una corriente por el cable 
interior que regresa por la capa exterior. 
Usando la ley de Ampere, determinar 
eł campo magnetico en puntos en las 
distintas regiones dentro y fuera del 
cable. Hacer el grafico de ij en función 
de r Suponer que la densidad de corrien- 
te es uniforme. 

16.60 La tabla 16*6 da medidas experi- 
mentales de la susceptibilidad magnetica 
dd aluinbre de amonio hierro. Hacer 
un grafico de l/x« en función de la tem¬ 
peratura absoluta y determinar si vale 
la ley de Curie. En caso afirmativo, ^eual 
es la constante de Curie? 

TABLA 


t, : c 

i Xm 

—258 

75,4 

X 

10" 4 

—173 

11,3 

X 

1(U 4 

—73 

5,65 

X 

1G~ 4 

27 | 

3,77 

X 

10~ 4 


16.61 Usando el operador V = n x (d/dx) 
■f **y(d/dy) -f u»(d/dz) definido en la 
sección 8/7, demostrar que se verifican 
las siguientes identidades: div A ~ V*A, 

rot A ---= V x a. 

16.62 Usando el operador V, reescribir 
las ecuaciones diferenciales del campo 
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electromagnetico que a parę cen en la 
tabla 16-4. 

16.63 Usando el resultado del problemu 
16,61, probar que rot grad V = V * 
(W) - 0 y que dfv rot A — V * (V * A) 
= 0. Dos resultados importantes se de- 
ducen de estas identidades: uno es que, 
como para el campo electrostatico ć ~ 
— grad V, entonces rot £ = V * £ = 0; 


Y 



Z Figura 16-7B 

este resultado se estableció en la ec. 
(16.79). La otrą es que como para el 
campo magnótico div = V*73 = 0, en¬ 
tonces exi$te un campo vectorial si tal 
que 73 = V * si. El vector de campo sl 
se llama potencial vectorial del campo 
electromagnetico. 

16.64 Demostrar que el potencial vec- 
torial de un campo magnetico uniforme 
es st — i 13 x r , [Sugerencia: Suponer 
que 13 esta segun el eje Z. Obtener las 
componentes cartesianas de si y luego 
hallar V x ^.] 

16.65 Probar que en un medio en el 

cual existe una corriente electrica uni¬ 
forme de densidad constante, el campo 
magnetico es 13 = * r . [Sugerencia: 


Yerificar qne vale la relación rot 13 = 
V x u = 

16.66 Escribir el operador V 2 = V*V. 
Luego, demostrar que la ecuación de 
Laplace (16.7) y la ecuación de Poisson 
(16.6; se pueden escribir, respectiva~ 
mente como V 2 V = 0 y V 2 V — —p/e 0 . 

16.67 En una cierta región e) móduło 
del campo magnetico 73 es 2 Ty su 
dirección la del eje positivo X de la 
fig. 16-76. (a) iCua] es el flujo magnćtico 
a traves de la superficie abcd de la 
figura? (b) ^Cua) es el flujo magnćtico 
a traves de )a superficie befcl (c) ^Cual 
es el flujo magnćtico a traves de la 
superficie aefdl 

16.68 Determinar el flujo magnetico a 
traves del circuito rectangular de la fi¬ 
gura 16-77 cuando por el alambre recto 
fluye una corriente I , 



16.69 Introduciendo en la ec. (16.78) 
el valor de K dado por la ec. (16.83) 
probar que rot K = po(jubre + rot Itl). 
Interpretar este resultado como indica- 
ción de que el efecto de la magnetización 
del medio es equivalente a la adición 
de una densidad de corriente de magne¬ 
tización jyn = rot 77f, a la densidad de 
corriente librę. 
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17 J In troducdón 

En el capituio anterior considtramos campos electricos y magneticus indepen- 
dientes del tiempo o, en otras palabras, cstaticos. En este capituio considera- 
remos campos que dependen ciel tiempo, es deęir, que varian en el tiempo. Po- 
demos esperar que existan nuevas relaciones cn este easo\ En la sección 15.12 
yiinos la intima relación entre las partes electrica y magnetica de un campo 
electromagnetico, especialmente en lo que se refiere a las propiedades de trans- 
forrnación del campo electromagnetico exigidas por el principio de relatividad. 
En este capituio veremos que un campo magnetico variable exige la presencia 
de un campo electrico, e inversamente: que un campo electrico variable exige 
un campo magnetico, y que esto es tambien un requisito del principio de rela- 
tividad. Las leyes que describen estas dos situaciones se denominan ley de Faraday - 
Henry y ley de Ampere-MazwelL 


17.2 Ley de Faraday-Henry 

Uno de los muchos fenómenos electromagneticos eon los cuales el estudiante 
estd familiarizado es la inducción electromagnetica, que fue deseubierta casi 
simultdneamente hacia 1830 por Michael Faraday y Joseph Henry, aunque 
estaban trabajando independientemente. La inducción electromagnetica es el 
principio sobre el que se basa el funcionamiento del generador electrico, el trans- 
formador y muchos otros dispositivos de uso diario. Supongamos que se coloca 
un conductor electrico en forma de circuito dentro de una region en la que hay un 
campo magnetico. Si el flujo magnetico <S>gs a traves del conductor cerrado oarta 
en el tiempo , se puede observar una corriente en el circuito (mientras el flujo estd 
variando). La presencia de una corriente electrica indica la existencia o inducción 
de una fem actuando en el circuito. Midiendo esta fem inducida se eneuentra que 
depende de la rapidez de variación dto&jdt del flujo magnetico. Por ejemplo, si 
se coloca un im&n cerca de un conductor cerrado, aparece una fem en el circuito 
cuando el iman (o el circuito) se mueve de tal modo que cambia el flujo mag- 




Fi£, 17-1. Campo electrico producido por un campo magnetico dependiente del 
tiempo: (a) d$g&/dt positiva, V& negativa; (b) d^gg/dŁ negativa, Vs positiya. 
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netico a trave$ del circuito. E< va!or absolut o de b km indacida depende de si el 
iman (o el circuito) se ;naevc rapida o len ta rac nic, Cu anto ma} r or sea la rapidez 
de variaeióa del flujo, mayor sera la fem indacida, El scali do en oue actua la fem 
inducida cambia seguu que el eamoo magnetico aumente o disrninuya. 

Par.* ser imb precisos* rellranior nos a la 17*1, donde se ha orientado la 
curva C de nouerdo eon la regla dc : secdón 3JO, e:- decir, en e) sentido de un 
lOro-Jij deiujca der;cha que avnaz?i tur.',; j.6r dJ cnmpomagnetieo }}. Cuando 
o! Hu: ■ :r.:guet.iro ounouJa (osty >. o, ;*1i es positiva)„ la fem indacida W, 
o ci oo oo iciitMe *\ę.gotiv v, noeolra- rpo: * ar -fi do ci :kno magnetico disrrdiruye 
o. Jo o-. r/ r>j- : ’fl negsthnC. V*;. actuo •••■; • enfcido j»o. c ■ Jvn. Por *o tanto cl ssgno 



de la fem inducida Vr siernpre es opuesto al de d$&;dt. Medidas mas exactas 
reve!an que e! valor de la fem induridn es, cufsndo se ex presa en volt$ t igual a 
la derhada del iłuje magnolie o cor respecto al tiempo, expresada en Wb s** 1 , 
li o o (insecn ł " o.dn podemos escri bir 


d< 

’ dr : 


(17,1) 


que. expresa la Jey de Faraday-Henry para la inducción electromagnetica. En 
palabras ia podemos establecer asi; 

en un carnpo magnełico oariable se induce una fem en c.ualąuier tir- 
cuito cerrado , la cuąl es igual a menos la deriuada eon respedo al 
tiempo dcl fltijo magnetico a traoes del circuito. 


Es importante verificar oue la ec. (17.1) es compatible en cuanto a unidades, 
Sabę ni os que Ve se expresa en V ó m 2 kg rr 2 C" 1 . Recordemos de la sección 18.14 
que ( b~ so expresa en Wb o sea nr kg $“ ? C~ : - nor lo que d^mjdt se debe expresar 
en Wbr 1 o sea m 2 kg s~ 2 Cr 1 . Por % tanto. ambos miembros de la ee. (17.1) 
estan expresados en las misrnas unidades. 
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Refiriendonos a la fig. 17-2, si dividimos la superficie limitada por L en ele- 
mentos infmitesimales de area, cada uno orientado de acuerdo eon la regla esta- 
blecida en la sección 3.10, el fiujo magnet!co a traves de L es dS, 

conforine a la sección 16,14. Ademas, la fem Ve implica la existencia de un campo 
electrico C tal que Ve — $L>ć*dl, segun la ec. (16.60), Podemos por lo tanto 
escribir la ec. (17.1) en la forma equivalente 

i C-dl = — 4-f )}-u N dS. ( 17 . 2 ) 

J L dl J s 

01videmos ahora que el camino L coincide eon un conductor electrico tal como 
un alambre cerrado y consideremos en cambio una region del espacio en que 
existe un campo magnetico variable en ei tiempo. Entonces la ec. (17.2) es equi- 
valente a decir: 

un campo magnetico dependiente del tiempo implica la ezistencia de 
un campo electrico tal que su circulación a lo largo de un camino 
arbilrario cerrado es igual a menos la deriuada eon respedo al tiempo 
del fiujo magnetico a traoes de una superficie limitada por el camino . 

Esta es otrą manera de expresar la ley de Faraday-Henry para la inducción 
eleetromagnetica. Da una visión mas profunda del contenido fisico del fenómeno 
de inducción eleetromagnetica, es decir, del hecho de que siempre debe haber 
un campo electrico cuando uń campo magnetico esta variando en el tiempo, 
estando los dos campos relacionados por la ec. (17.2). El campo electrico se puede 
determinar midiendo la fuerza que actua sobre una carga en reposo en la region 
donde el campo magnetico esta variando. De esta manera se ha confirmado expe- 
rimentalmente nuestra interpretación de la ec. (17.2). 

EJEMPLO 17 .1, Se coloca un circuito piano de N vueltas, cada una de area 5, 
perpendieularmente a un campo magnćtico uniforme que varfa en el tiempo en 
forma alternada. La ecuación del campo es 43 = 43 0 sen u>t. Calcular la fem inducida 
en el circuito. 

Solución: El fiujo a travćs de una vuelta del circuito es = S'73 = S43 0 sen co 
y el iłuj o total a traves de las N vueltas es 

= NS )3 0 sen co/. 

Aplicando la ec. (17.1) obtenemos entonces para la fem inducida 

Vs = — = — NS'1 3„o) coso >t, (17.3) 

dt 

la cual indica que la fem inducida es ocilatoria o alterna eon la misma frecuencia 
que el campo magnetico, 

EJEMPLO 17,2. En una región del espacio hay un campo magnetico que es para¬ 
lelo al eje Z y tiene simetria axial, es decir, que en cada punto su módulo depende 
sólo de la distancia r al eje Z. El módulo tambien varia en el tiempo. Determinar 
el campo ełćctrico £ en cada punto del espacio. 
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2 



(n) (b) 


Fig, 17-3. Campo electrico producido por un campo magnćtico dependiente del 
tiempo que tiene simetrla axial; (a) vista lateral, (b) eorte transversaL 


Solución; Supongamos que el campo magnetico decrece alejandose del eje Z. La 
fig. 17-3(a) muestra una vista lateral del campo y la fig. 17-3(b) una sccción trans- 
versal. 

La simetrla del problema sugiere que el campo elćctrico C debe depender de r 
solamente, y que debe ser perpendicular al campo magnótico y al radio vector r. 
En otras palabras: las llneas de fuerza del campo elćctrico <f son circunferencias 
eon centro en el eje Z. Eligiendo una de estas circunferencias como nuestro camino L 
para la ec. (17.2), tenemos 


V 6 = j> L C'dl = <f(2nr). 

Por lo tanto, usando la ec, (17.1), obtenemos 


ć (2nr) 


dt 


(17.4) 


El campo magnćtico promedio li en una región que cubre un area S se define_como 
70 « <t>a/S o sea — HS. En nuestro caso S = Tur 8 , de modo que <t>$B = Tb^r*). 
Entonces la ec. (17.4) nos da para el campo electrico a una distancia r del eje 



(17.5) 


Si el campo magnćtico es uniforme, 70 = "78. 


17.3 El betatrón 

Los resultados del ejemplo 17.2 se han usado para diseńar un acelerador de ełec- 
trones llamado betatrón, inventado en 1941 por el fisico norteamericano D. Kerst. 
La idea es muy simple en piincipio. Si se inyecta un electrón (o cuałąuier particula 
cargada) en una región donde hay un campo magnetico variable que tiene simę- 
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tria axial, et electrón sera acelerado por el campo electrico asociado £ dado por 
la ec, (17.2) o la ec. (17.5). A medida que el electrón gane velocidad, el campo 
magnetico 9? curvara su trayect^ria, Si se ajustan los campos electrico y magne- 
tico en forma apropiada, la órbita del electrón serś una circunferencia. En cada 
revolución el electrón gana energia, por lo qoe.despues de describir varias revo- 
łuciones se ha acelerado adquiriendo una energia determinada; cuanto mayor 
sea el numero de revoluciones, mayor sera la energia. 

Para ver el problema eon mas detalle consideremos el electrón en el punto P 
(fig. 17.3). Si las cosas se arreglan de modo tal que el electrón describa una cir¬ 
cunferencia de radio r, el campo electrico 
produciró un movimiento tangencial que 
se determina usando dpjdt = Fj (ver 
sección 7.12) eon una fuerza tangencial 
F t = — e£ f de modo que 

£—.4-*(«). (17.6) 

Para generar un movimiento circular, el 
campo magnetico debe producir la ace- 
leración centripeta necesaria. El módulo 
de la fuerza centripeta es, segun la 
ec. ( 15 . 1 ), Fn = eif}3 . Usando pv/r — Fs 
(ver sección 7 . 12 ), obtenemos Fig. 17-4. Tiempo de aceleración en un 

betatrón. 

pvjr = eifft ó p = er9j, (17.7) 

y derivando respecto al tiempo, teniendo en cuenta que r es constante porąue la 
trayectoria es una circunferencia, tenemos 

dp (F)3 

—— = er -. 

dl dl 

Si comparamos esta eon la ec. (17.6), concluimos que la condición necesaria para 
que el electrón describa una órbita circular bajo la acción combinada de los 
campos electrico y magnetico es que, a cualąuier distancia r, el campo magnótico 
debe ser 

93 =*95 (17.8) 

donde 93 es el valor promedio de 93 en la region entre Z y L. Esto impone ciertos 
reąuisitos en la manera como el campo magnetico 73 puede variar en función 
de la distancia radial r al eje. La variación exacta de 93 eon r se determina por el 
hecho de que es necesaria cierta estabiłidad del movimiento orbital. Esto es, 
dado el radio de la órbita deseada, las fuerzas que aetuan sobre el electrón deben 
ser taies que si se perturba ligeramente el movimiento del electrón (es decir, si 
se le empuja hacia un lado o hacia otro de la órbita), las fuerzas electrica y mag- 
netica que aetuan sobre el electrón tiendan a colocarlo nuevamente en la órbita 
correcta. 



650 Campos eleclromagneticos dependientes del tiempo 


{17,3 



(b) 


Fig. 17-5, (a) Yista del tubo de aceleración y de las piezas polares de un betatrón. 

(b) Ensamblando el tubo de aceleración en un betatrón. 

En generał, el campo magnetico T3 es oscilatorio eon una frecuencia angular w. 
Ahora bien, de aeuerdo eon las ecs. (17.6) y (17.7), el electrón se acelera solamente 
cuando el campo magnetico estó aumentando. Por otrą parte, como en la prac- 
tica se inyectan los electrones eon momentum muy pequeno, se debe hacerlo 
cuando el campo magnetico es cero. Esto significa que solo un cuarto del periodo 
de variacióri del carnpo magnetico sirve para acelerar los electrones. Los tiem- 
pos de aceleración estan indicados por las areas sombreadas en la fig. 17.4. 
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El momentum maximo que ganan los eleetrones es, segun la ec. (17.7), 
-i- y en consecuencia la energia ciuetica maxrma de los cle i rones 

aeelerados es 


1 2 e¥9| 

i/c max — -r-- pmax — —— 

2/n e 2rn e 


si no se los acelera a encrgias ałtas eon respecto a la energia en reposo m e c 2 . Pero 
cuando la energia es bastante grandę, comparable o mayor que la energia en 
reposo m e c 2 deł electrón, debemos usar las ecs. (11.18) y (11.20), eon lo que resulta 

E ki max = C ]/ m%c 2 + e 2 r 2 7j§ — m e c 2 . 


Los betatrones consisten en un tubo toroidal (fig. 17-5) eolocado en el campo 
magnetico producido por un iman a cuyas piezas polares se les ha dado una 
forma tal que se produzca la variación correcta del campo magnetico 73 eon r 
conforme a la ec. (17.8) y se satisfagan las condiciones de estabilidad. Los elec- 
trones se inyectan al comienzo del periodo de aceleración y se los deflecta al 
fmal del mismo de modo que puedan incidir sobre un blanco situado conveniente~ 
mente. La energia cinetica de los electrones se disipa como energia de radiación 
(capitulo 19) y/o como energia interna del blanco que se calienta. Los betatrones 
se han construido para energias de hasta 350 MeV. Se usan para estudiar ciertos 
tipos de reacciones nucleares y como fuentes de radiación para el tratamiento 
del c&ncer. 


17.4 Inducción electromagnótica debida al movimiento relatiro 
de un conductor y un campo magnetico 

La ley de la inducción electromagnetica, expresada por la ec. (17.2), implica la 
existencia de un campo electrico local siempre que el campo magnetico en ese 
punto este variando en el tiempo, wSi se la expresa por la ec. (17.1), implica la 
existencia de una fem cuando el flujo magnetico a traves del circuito varia en el 
tiempo. l^s importante deseubrir si se obtienen los mismos resultados cuando el 
cambio de flujo se debe a un movimiento o a una deformación del camino L sin 
que necesariamente, 9J varie en el tiempo. Consideremos dos casos simples. 

Consideremos la disposición de conductores ilustrada en la fig. 17-6, donde el 
conductor PQ se puede mover paralelamente a si mismo eon velocidad v man- 
teniendo contacto eon los conductores RT y SU. El sistema PQRS forma un 
circuito ccrrado. Supongarnos tambien que hay un campo magnetico uniforme T3 
perpendicular al piano del sistema. 

Gada carga q del conductor móvil PQ esta sujeta a una fuerza qv x 73 qne 
actua, de aeuerdo eon la ec. (15.1), segun QP . Ahora bien, la misma fuerza sobre 
la carga se podria suponer debida a un campo electrico “equivalente” <f eq dado por 

ąCtą = qv x 73 

o 

V X 71* 
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Como v y 73 son perpendiculares, la relación entre los módulos es 

Ć*i (17.9) 

Si PQ =s /, hay entre P y Q una diferencia de potencial V ~ = 93 vl Sobre 

las secciones QR> RS y SP no se ejercen. fuerzas porąne no se mueven. En eon- 
secuencia la circulación de <f e q a lo largo del circuito PQRS (o sea la fem) es 
simplemente V e = V en la dirección de v x 73, es decir 

V s = W. 

Por otrą parte, si llamamos x al segmento SP, el drea de PQRS es lx y el flujo 



Fig, 17-6. Fem inducida en un conductor que se mueve en un campo magnśtico* 


magnetico a traves de PQRS es 


<D# = 


I 


13-u N dS = 


PQRS 


La variación de flujo por unidad de tiempo es entonces 
di>m d dx 

Pero dxjdt = v; por lo tanto 

= m = v s . 

di 


En otras palabras: obtenemos la ec. (17.1). El signo menos no aparece porąue 
solo estamos considerando la relación entTe módulos. Sin embargo, la ec, (17.1) 
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sigue siendo valida en cuanto a signo, ya que el flujo <X># estś aumentando y el 
signo de Vs es el de v x 93, de modo que concuerda eon la fig, 17.1. 

Como segundo ejemplo, conslderemos un circuito rectangular rotando eon 
velocidad angular co en un canrpo magnetico uniforme 93 (fig. 17-7). Cuando la 
normal Un al circuito forma un śngulo 0 = co/ eon el campo magnetico 93, todos 
los puntos de PQ se estan moviendo eon 
una velocidad V tal que el campo elec- 
trico “equivalente” = t> * 93 esta 
dirigido de Q a P y su módulo es ć eą = t/93 
sen 0. Analogamente, para los puntos que 
estan sobre RS ? el sentido de r x 93 es 
de 5 a R y su módulo es el mismo. En 
cuanto a los lados RQ y PS vemos que 
V x 93 es perpendicular a ellos no ha- 
biendo diferencia de potencial entre S y P 
y entre R y Q. Luego, si PQ — RS — Z, 
ia circulación del campo electrico equi- 
valente f e q alrededor de PQRS , o sea 
la fem aplicada* es 

v 6 = j L £-dl = ćeą(PQ + SR) = 

— 2hf)3 sen 0. 

Los lados PS y RQ no contribuyen a 
porąue en ellos £ e q es perpendicular 
a dl como ya sc dijo. Si x = 5P, el radio de la circunferencia descrita por las 
cargas que estAn sobre PQ y SR es \x, por lo que v =s <o(£x) = Ux. Luego, como 
S ~ lx e s el area del circuito y 6 = co/, podemos escribir 

Ve = 2/(^o>x)93 sen co/ = w93(/x) sen co/ a co93S sen co/ 

para la fem inducida en el circuito como resultado de su rotación en el campo 
magnetico. Por otrą parte* el flujo magnetico a traves del circuito es 


■>cb 



Fig. 17-7. Fem inducida en una es- 
pira rotante colocada en un campo 
magnetico. 


Luego 


~ 93* u iV S = 935 cos 6 = 935 cos co/. 


~dT 


= oi935 sen co/ = Vg. 


Verificamos entonces nuevamente que la fem inducida resultante del movimiento 
del conductor tambien se puede calcular aplicando la ec. (17.1) o la (17.2) en 
vez de las ecs. (15,1) y (16.60). 

Aunąue nuestro estudio ha tratado solo circuitos de formas especiales, un 
cdlculo matematico mas detallado indica que para cualquier circuito 

la ley de la inducción eleciromagnetica Ve = — se puede 

aplicar bien cuando la uariación del flujo magnetico se debe a 
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una uariación del campo magnetico 93, hien cuando se debe al movi- 
mi en i o o a la deformación del circuito a lo largo del cual se calcula 
la fem , o cuando se debe a ambós . 

La fem inducida en el segundo caso se suele denominar fem de mouimiento. 


17.5 Inducción elecłromagnełica y el principio de relatiridad 

A pesar de que, como se indicó en el parrafo anterior, la ley de la inducción elec- 
tromagnetica expresada por las ecs. (17.1) y (17.2) es valida cualąuiera sea el 
origen de la variación del llujo magnetico, hay una profunda difereiicia entre 
las situaciones fisicas correspondientes a las dos posibilidades, Cuando el obser- 
vador ve que el cambio de Hu jo magnetico a traves de un circuito estacionario 
er. su propio sistema de referencja se debe a una variación del campo magnetico li, 
mide al mismo tiempo un campo eleclrieo t relacionado eon 93 en la forma indi- 
cada por la ec. (17.2), y reconoce la preseneia del campo electrico midiendo la 
fuerza que se ej erce sobre una carga en reposo en su sistema de referenda. Pero 



cuando el observador ve que el cambio de flujo magnetico se debe a un movi~ 
miento del conductor respecto a su sistema de referenda, no observa campo 
electrico alguno y atrrbuye la fem que mide la fuerza qv x 93 ejercida por el 
campo magnetico sobre las cargas del conductor móvil, de conformidad eon la 
ec, (15.1). 

^Cómo puede ser que dos situaciones diferentes y aparentemente sin relación 
tengan una descripción comun? No es cuestión de coincidencia sino estrictarnente 
consecuencia del principio de relatividad. No podemos entrar aqui en un analisis 
matematico completo; en su lugar, examinaremos la situación desde un punto 
de vista intuitivo. Consideremos el caso dcl circuito rotante estudiado en conexión 
eon la fig. 17-7. En un sistema de referenda en el cual el campo magnetico 93 
es constantc (fig. 17-8a) y el circuito esta rotando, 110 se observa campo electrico 
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alguno yla fuerza que se ejerce sobre los electrones del circuito se debe a la 
ec. (15.1). Pero un observador fijo a un sistema que se muevc eon el circuito 
ve un conductor en reposo y un campo magnetico 73 cuya dirección rota en el 
espacio (fig. 17-8b). Relaciona entonces las fuerzas que actuan sobre los elec¬ 
trones del circuito eon el campo electrico £ aso.ciado eon el campo magnetico 
variable, conforme a la ley de la inducción eiectromagnetica segun la expresa 
la ec. (17,2). (El analisis matematico de este caso es algo complicado porque 
involucra un sistema de referenda rotante; por ello sera omitido), 

Concluimos entonces que la verificación experimental de ia ley de la induc¬ 
ción eiectromagnetica para campos magneticos variables es simplemente una 
reafirmación de la validez generał del prineipio de relatividad. 

17.6 Potencial electrico e inducción eiectromagnetica 

En los capitulos 14 y 16 indicamos que un campo electrico £ esta asociado eon 
un potencial electrico Y r de tal modo que las componentes de £ segun los ejes 
X, Y y Z son las derivada$ de V respecto a y y z eon signo negativo„ Esto es, 
£ x ~— £V/t3:r, etc.; o simplemente: el campo electrico es menos el gradiente 
del potencial electrico. Una consecuencia de esto es que la circulación del campo 
electrico estśtico a lo largo de cualąuier camino (cerrado) es cero, propiedad 
que se expresa matem^ticamente mediante la ec. (16.62) o 

j L C-dl =0. 

Sin embargo, cuando el campo electromagnetico depende del tiempo, hemos 
visto que la ecuación anterior ya no es vślida; en su lugar tenemos la ec. (17.2) 

<£ £-dl =-— f 93• mjv dS. 

J L dt J s 

Concluimos entonces que en un campo electromagnetico dependiente del tiempo 
la circulación del campo electrico no es nula, por lo que dicho campo no se puede 
expresar como menos el gradiente del potencial electrico. Esto no significa que 
el concepto de potencial es completamente inaplicable en este caso, sino solamente 
que se debe usar en forma diferente. De hecho se necesitan dos potenciales; uno 
se llama potencial escalar , similar al usado en el caso est&tico, y el otro potencial 
uecioriaL No tendremos ocasión de usar estos potenciales en este texto; los men- 
cionamos aqui solo para seńalar al estudiante que cuando pasę de los campos 
estaticos a los dependientes del tiempo debe tener mucho cuidado acerca de 
cu&les conceptos correspondientes al campo estatico puede continuar usando. 

17.7 Ley de Faraday-Henry en forma diferencial 

La ley de la inducción eiectromagnetica, en la forma expresada en la ec. (17.2) 
se puede aplicar a caminos de cualquier forma. La aplicaremos ahora a un camino 
rectangular infinitesimal PQRS colocado en el piano XY y de lados dx y dy 
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(fig, 17-9), Debemos calcular primeramente la circulación dei campo elec.trico 
El procedimiento es similar al que seguimos en la sección 16.13 cuando estudiamos 
la ley de Ampere en forma diferencial: los detalles los encontrara el estudiante 
en aąuella sección. Para la superficie infmitesimal PQRS en el piano X Y podemos 
escribir 

<f C'di = f + f + r + r ć-di. 

J PQRS J PQ J QR J RS J SP 

Ahora bien, $>QiiC'dl = ćy dy y fspC'dl = — Ć y dy, de modo que 

f 4- f C-dl = (<?„ — Ćy) dy = dć y dy = — dx dy. 

J QR J SP 


Esto es asi porque dć y = {oćyjdx) dx, ya que dćy es el incremento de ćy corres- 
pondiente a dos puntos separados por la distaucia dx y que tienen los mismos 

y y z. Podemos escribir analogamente 



Fig. 17-9- Circuito elemental para de- 
ducir la forma diferencial de la ley de 
Faraday-Henry, 


J + J ■ 

J pq J ns 


ć*dl = ■ 




-dx dy. 




Sumando los dos resultados, obtenemos 


C*dl 


PQRS 



&ćx 

% 


j dx dy. 
(17.10) 


A continuación debemos calcular el flujo 
magnetico a traves de la superficie. Co¬ 
mo la superficie PQRS esta en el piano 
XY, su versor normal Ux es simple- 
mente u z y 93 * % = 33 * u z = 93z. En 
consecuencia el flujo magnetico es 


j 

J PQItS 


93-UNdS =93zdxdy. 


(17.11) 


ya que dxdy es el śrea del reetangulo. Sustituyendo las ecs. (17.10) y (17.11) 
en la ec. (17.2) y cancelando eł factor comun dr dy en ambos miembros, obtenemos 


dćy Sćx _ 893: 
8x dy dl 


(17.12) 


Colocando nuestro rectśngulo en los planos YZ y ZX obtenemos otras dos ex- 
presiones: 


dĆz 

SĆy 

'(fliz 

dy 

dz 

dt 

&Ćx 

8Ćz 


dz 

dx 

di 


(17.13) 

(17.14) 
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El ccnjunto de las expresiones (17*12), (17.13) y (17.14) constituye la ley de 
Faraday-Henry en forma diferencial. Como se hizo en 3a sección 16.13 para la 
ley de Ampere, se pueden combinar en una sola ecuación vectorial escribiendo 

rot (17.15) 

La ec. (17,15), o sus equivalentes (17.12), (17.13) y (17*14), expresa las relaciones 
que deben existir entre la derivada respecto al tiempo del campo magnetico en 
un punto y el campo electrico existente en ese mismo punto del espacio. Ilustra 
de una manera obvia la interrelacion intima entre las componentes electrica y 
magnetica de un campo electromagnetico. 


17.8 Aułoinducción 

Consideremos un circuito por el que circula una corriente / (fig. 17.10). De acuerdo 
eon 3a ley de Ampere, la corriente produce un campo magnetico que en cada 
punto es proporcional a /. Podemos calcular el flujo magnćtico a traves del cir¬ 
cuito debido a su propio campo magnetico y llamarlo flujo propio . Este flujo. 



Fig. 17-10. Flujo magnetico propio en 
un circuito. 



/ en aumento / en disminucidn 

(a) (b) 


Fig. 17-11. Sentido de la fem 
inducida en un circuito. 


que designaremos eon d>/, es entonces proporcional a la corriente I por lo que 
podemos escribir 


O/ « LL (17.16) 

El coeficiente L depende de la forma geometrica del conductor y se denomina 
autóinductancia del circuito. Se expresa en Wb A~ x , unidad llamada henry en 
honor de Joseph Henry y que se abrevia H. Esto es: H = Wb A^ 1 = m 2 kg C~ 2 . 

Si la corriente 1 varia en el tiempo, el flujo magnetico O/ a traves del circuito 
tambien varia y, de acuerdo eon la ley de la inducción electromagnetica, se induce 
una fem en el circuito. Este caso especial de inducción electromagnetica se llama 
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autoinducción, Combinando las ecs. (17.1) y (17.16), tenemos para la fem inducida, 


V Ł - 


dOi 

di 



(17.17) 


El signo menos indica que Vl se oponę a la variación de corriente. Asi, si la co- 
rriente aumenta, dljdl es positiva y Vj_, se oponę a la corriente (fig. 17,lla). Si 
la corriente disminuye, dljdt es negativa y Vl actua en el mismo sentido que la 
corriente (fig. 17.1 lb). Por lo tanto Vl siempre actua en un sentido que se oponę 
a la uariación de corriente. Cuando escribimos la ec. (17.17), supusimos que el 
circuito era rigido por lo que consideramos L constante al derivar respecto al 
tiempo. Si la forma del circuito es variable, L no es constante y en vez de la 
ec. (17.17) debemos escribir 

= - A (L/). (17.18) 


Para indicar en un diagrama que un conductor tiene una inductancia apreciable 
se usa el simbolo mostrado en la fig. 17-12- Sin embargo debemos hacer notar 
que la autoinductancia de un circuito no esta concentrada en un punto par- 
ttcular sino que es una propiedad del circuito como un todo. 


J 

Fig. 17*12. Representación de una autoinductancia. -*RR) tflRP- 


KJEAtPLG Es tablecim tanio -.m una corriente en un circuito. 

Roiueión: Cuando $c aplica una foa: V<i a un circuito cerrando un interruptor 
• ag. 17-13). la corriente no alcan/u antsneument.e el valor correspondient.c 
a la ley de Ohm, sino que graduM.hnrrie, aprosiroarufna* uniformemente 

al valor dach/ por h* ley d : Ohm. Et ■. se dche a ia fen: Inducida V7> que sc 

oponę a la variación de la corriente y estś presente mientras la corriente aumenta 


Fig. 17-13. Circuito elćctrico eon una re- 
sistencia y una autoinductancia. 




'v c 



desde cero hasta su valor finał constante. La fem total aplicada al circuito es 
entonces -f- Vl — Ve — L(dljdt ). La ley de Ohm es ahora 


RJ - Vg + V. 


o 


RI ^ Vg — L(dl idt). 


(17.19) 
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Esta ultima se puede escribir en la forma R(1 — Vz/R) = — L(dlfdt ) o, separando 
las Yariables 1 y /, 

d l ^ __ R_ 

1 ~ V6//f ™ L 

Al integrar, teniendo en cuenta que para t = 0 la eorriente es nula (/ ™ 0), tenemos 

J „ / — Vs/jR L J „ 

o sea 

In (/ — Ve//*) — ln (— Vs/i?) = — ( R/L)t . 

Recordando que ln e* = x, tenemos 

7 = ~ir (1 ~ e ' R,IL) ■ 

El segundo tćrmino del parćntesis disminuye eon el tiempo y la eorriente se apro- 
xima asintóticamente al valor Vs/J? dado por la ley de Ohm (fig. 47-14). Si R/L 
es grandę, la eorriente alcanza este valor muy rapidamente, pero si RfL es pequeno 
puede transcurrir un largo tiempo antes de que la eorriente se estabiłice. El estu- 
diante puede reconocer la similitud matematica entre la expresión de / y la de la 
vełocidad de un cuerpo cayendo a travds de un fluido viscoso (ejemplo 7.8) si se 
establecen las siguientes correspondencias: y Krj. 


I 



Fig* 17-14* Establecimiento de una eorriente en un circuito. 


EJEMPLO 17.4. Estudiar la caida de la eorriente en el circuito de la fig. 17-15 
cuando se mueve el conmutador de la posición 1 a la posición 2. 

Solucićn: Si el conmutador ha estado en la posición 1 durante mucho tiempo, po- 
demos suponer que la eorriente en el circuito ha alcanzado su valor llmite (o esta- 
cionario) V&/JL Moviendo el conmutador a la posición 2, desconectamos la fem 
aplicada sin abrir realmente el circuito. La unica fem que queda es Vl — — L dljdt 
y la ley de Ohm establece que 


R1 



L 


dl 


ó 


d ± 

" 1 
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Si contamos el tiempo (/ = 0) desde el instante en que se desconecta del cir¬ 
cuito, la corriente inicial es V&/E. Integrando teneinos 

f' JUL 

J vs/n 1 L J o 

o sea 

ln / — In (VzjR) = — (R/L)L 
Eliminando los logaritmos tenemos 
I = ( Vs/R)e~ Rt ‘ l . 

l;a corriente decrece exponencialmente como se muestra en la fig. 17.16. Cuanto 
mayor es la resistencia i?, o menor la inductancia L, mas rapida es la caida de la 
corriente. El tiempo necesario para que la corriente caiga a l/e, o aproximadamente 
63%, de su valor inicial, es t = L/R. Este tiempo se denomina tiempo de relajamiento. 





Fig. 17-15. Dispositivo para eliminar la 
fem aplicada a un circuito sin cambiar 
la resistencia. 


EJEMPLO 17,5. Un circuito esta compuesto de dos laminas metólicas cilindricas 
coaxiales de radios a y b; por cada una circula una corriente / pero en sentidos 
opuestos. Calcular la autoinductancia por unidad de longitud del circuito (fig. 17-17). 
El espacio entre los cilindros esta ocupado por una sustancia de permeabilidad p. 

Solución; En el ejemplo 16.18 se obtuvo para el campo magnetico de esta disposi- 
ción de corrientes; b = pijlnr entre los cilindros y cero en el resto del espacio. 
Aqui, de conformidad eon la sección 16.16, hemos reemplazado p 0 (usada en el 
ejemplo 16.18) por p, que es la permeabilidad del medio que llena el espacio entre 
los dos cilindros. Para calcular la autoinductancia debemos calcular el flujo mag- 
nćtico a traves de cualąuier sección del conductor, tal como la PQRS, que tiene 



Fig, 17-16. Caida de la corriente en un circuito despues de desconectar la fem. 
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longitud l Si dividimos esta sección en tiras de ancho dr , el area de cada tira es 
l dr. El campo magnćtico 93 es perpendicular a PQRS. En consecuencia 

= yJ(_ r b dr^ _ 

2tt Ja r 2 tt a 

Por lo tanto la autoinductancia de una porción 
de longitud l es 

Z. = — = J^-ln—, (17.20) 

/ 2(ji a ' 

y la autoinductancia por unidad de longitud sera 
(|a/27t) ln b/a . 


Figura 17-17 


17*9 Energia del campo magn&tico 

Hemos visto en la sección 16.10 que para mantener una corriente en un circuito 
se debe suministrar energia. La energia que se necesita por unidad de tiempo 
(o sea la potencia) es Vs/. Ahora bien, podemos escribir la ec. (17.19) en la forma 

V 8 = RI + L-^-. 

at 

Multiplicando esta ecuación por I tenemos 

Vg/ = RI* + LI 1L, (17.21) 

dt 

De acuerdo eon la ec< (16.53), el termino RI 2 es la energia consumida por unidad 
de tiempo en mover los electrones a traves de la red cristalina del conductor 
y que se transfiere a los iones que forman la red. Interpretamos entonces el ultimo 
termino de la ec. (17.21) como la energia que se necesita por unidad de tiempo 
para establecer la corriente o su campo magnćtico asociado. En consecuencia 
la rapidez de aumento de la energia magnetica es 

dE® 

dt di 

La energia magnetica necesaria para aumentar una corriente desde cero hasta 
el valor / es entonces 

Es, = dE m = f 7 LI dl = \LIK 

Jo Jo 



(17.22) 
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Por ejemplo, en el circuito del ejemplo 17.5, la energia magnetica de una sección 
de longitud l es, usando la ec. (17.20), 


Em 


2 


(Jł In — ) p : 
\2n a ) 


.4 tc a 


(17.23) 


La energia magnetica Em se puede tambien calcular empleando la expresión 


Em = -E f 93» dv, 

2(x J 


(17.24) 


donde la integral se extiende a todo el volumen en que existe el campo mag- 
netico y dv es un elemento de volumen. Por ejemplo, en el caso del circuito de 
la fig. 17-17, que se ha dibujado nuevamente en la fig. 17-18, el campo magnetico 
estó dado por 93 = ^//27cr. Si tomamos como elemento de volumen una capa 
cilindrica de radio r y espesor dr, encontramos que su volumen es dv = (2nr)l dr. 
Sustituyendo en la ec. (17.24) y recordando que el campo se extiende solo desde 
r = a hasta r — b, encontramos que 


Em 


2<t Ja \ 2nr / 4. J a r 


\ilP , b 

-In —- 

4tc 


a 


Obtenemos por lo tanto el mismo resultado que en la ec. (17.23). 

Podemos interpretar la expresión (17,24) diciendo que la energia gastada en 
establecer la corriente se ha almacenado en el espacio circundante, de modo que 
a un Yolumen dv corresponde una energia (93^/2^) dv , y la energia e m por unidad 
de volumen almacenada en el campo magnetico es 

es — (17.25) 

2fx 

Aunąue hemos justificado la expresión (17.25) para la densidad de energia mag¬ 
netica usando un circuito de simetria muy especial, un analisis mas detallado 
que no se dara aqui, indicaria que el resultado es completamente generał. Cuando 
hay tanto un campo electrico como uno magnetico presentes, debemos considerar 
tambien la densidad de energia electrica dada por la ec. (16.40), por lo que la 
energia total por unidad de volumen en el campo electromagnetico es 


E = *€<? + 



(17.26) 


EJEMPLO 17,6. Obtener la energia del campo magnćtico de un electrón que se 
mueve lentamente y analizar el resultado. 

Solurfón . Segun la sección 15.11, una carga que se mueve lentamente produce un 
campo magnetico cuyas lineas de fuerza son circunferencias perpendiculares a la 
dirección del movimiento y cuyo módulo cs, segun la ec. (15.53), 

7j = Jłt. 9 -iL se ?A ( 

4tt h t 2 




eon q = — e para un electrón. Supongamos que podemos usar el modelo burdo 
del electrón introducido en el ejemplo 16.14, donde R es el "radio” del electrón. 
La energia del campo magnetico en el ezterior de la carga se obtiene usando la 
ec. (17.24), extendiendo la integral a todo el espacio fuera de la carga. Tomaremos 
como elemento de volumen al anillo ilustrado en la fig. 17-19. El mismo tiene un 
perlmetro igual a 2 ;zr sen 6 y su sección transversal tiene lados dr y r d0, por lo 
que su area es r dr rf0. El volumen es 

dv — perlmetro x sección transversal — 2nr* sen 0 dr d0. 

En consecuencia la ec. (17.24) da 



qv sen 6 \ 2 

r 2 } 


2nr 2 sen 0 dr d0 


16 tc 


q*v* 



Este resultado no da la energia magnetlca total porąue tenemos que agregarle la 
contribución debida al campo magnetico dentro de la particula cargada, que a su 
vez reąuiere que conozcamos la distriburión de carga dentro de la particula. De 
todos modos el resultado anterior da una estimación del orden de magnitud. La 
caracteristica mas importante de Em es que depende de v 2 por lo que reeuerda la 
energia cinetica de una particula cuya masa es 


Ho 2 q 


4n 3 R 


En el caso del electrón, q = — e y m ^ me de modo que 

= Jh_2e^_ ^ 1 2e a 

47t 3 R 4tz€ 0 3 Rc 2 ’ 

donde hemos usado la cc. (15.55) para eliminar p 0 . Despejando R obtenemos 

r - ł.(i^) - * r - 

donde r e es el radio del electrón defmido en la ec. (16.45). El hecho de que nuestro 
calculo burdamente aproximado de un resultado del mismo orden de magnitud 
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quc el de) ejemplo 16.14, donde obluyrrnos R = es una prueba de la compa- 
tibilidad de muestra teoria ya que sólo se puede esiimar ei orden de magnitud. 
Si combinamos el presente resultado eon el del ejemplo 16.14, parece razonable 
pensar que la energia en reposo de una particula eargacla esta asociada eon la energia 
de su campo electrico, mientras que la energia cinetica corresponde a la energia del 
campo magnetico. Es lógico pensar que los campos asociados eon las otras interac- 
ciones que existen en la naturaleza tambien contribuyen a las energias en reposo 
y cinetica de una particula. Sin embargo, nuestro conocimiento incomplcto de esas 
interacciones no nos permite al presente dar una respuesta definida. De heebo, el 
problema que hemos considerado, tanto en el ejemplo 16.14 como aqui, es lo que 
se denomina la determinación de la energia propia del electrón. El propósito de 
nuestra discusión de este problema ha sido el de presentarlo al estudiante. Si de- 
searamos tratarlo en forma apropiada, deberiamos emplear las tecnicas de la me- 
canica cuantica en un nivel muy superior al de este libro. 


17.10 O&cilaciones electricas 

Hemos visto en divcrsas ocasiones que hay tres parametros que caracterizan el 
iłuj o de electricidad a travćs de un drcuito electrico: la capacitancia C, la resis- 
tencia R y la autoinductancia L. Analizaremos ahora el modo en que los tres 
juntos determinan ia corriente producida por una fem dada. Suponiendo que ia 
corriente I en el circuito de la fig. 17.20(a) esta en el sentido indicado, aparecen 
cargas q y — q en ias placas del capacitor C tales que 

/ = dq/dL (17.27) 

Estas cargas producen una fem V c ~ qjC . El signo menos aparece porque la fem 
se oponę a la corriente 1 como resultado de la tendencia del capacitor a descar- 
garse a traves del circuito. En la inductancia L hay otrą fem Vt —— IĄdljdt) 
conforme a la ec. (17.17). Puede haber ademas alguna otrą fem aplicada al cir- 
cuitc, tal como la Vs mostrada en la fig, 17.20(b). 


(a) Oscilaciones Itbrcs. Consideraremos primero el caso en que estan presentes 
solo las dos fem y Vc- En este caso la corriente se inicia cargando el capacitor 
o variando el flujo magnetico a traves de la inductancia o intercalando y despues 


V L 


n 



'TWWiP- 

V L Vc 


R 

(a) 



—W\A 
R 

(b) 


Figura 17-20 
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desconectando (como en la fig, 17-15) una fem externa. Por lo tanto, aplicando 
la ley de Ohm, ec, (16,64), tenemos 

i j 

RJ^V l +V c ó RI — — L ——- ~~. (17.28) 

dt C 

Derivando la ecuación respecto a i , tenemos 

R dl _ L d*I 1 

di dP C dt ' 

Usando la ec. (17.27) y pasando todos los terminos al primer miembro de la ecua¬ 
ción, obtenemos 


*L + r" 

dP di 


+ -c , -°■ 


(17.29) 


Esta es una ecuación diferencial cuya solución da la corriente 1 en función de U 
Los parametros L, R y C caracterizan el circuito. 

Ahora bien, esta ecuación es formalmente identica a la ec. (12.51), corres- 
pondiente a las oscilaciones amortiguadas de una particula, si establecemos las 
siguientes correspondencias L <-» /n, R <-> X, l/C*->/c. En consecuencia, todas las 
expresiones dadas alli se pueden aplicar en este caso. Las cantidades y y u defi- 
nidas en las ecs. (15.52) y (12.54) son ahora, cuando R 2 <4L/C, 

Y = RI2L, o> = J/l/LC — JP/4L 2 , (17.30) 


y la corriente esta dada en función del tiempo por la misma expresión (12.54), 
que escribimos ahora en la forma 

/ s= I 0 e' n sen (co/ + a)*, (17,31) 



Fig. 17-21. Yariación de la corriente de descarga de un capacitor en función del 
tiempo; (a) cuando i? 2 <4L/C, (b) cuando R 2 > ĄL/C. 
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que el estudiante puede verificar por sustitución directa en la ec. (17*29), En 
la fig. 17-21 (a) se da la grafica de la corriente en función del tiempo. Yemos que 
se establece una corriente oscilatoria o alterna cuya amplitud decrece eon el 
tiempo. Cuando la resistencia R es nury peąueńa en comparación eon la induc- 
tancia L , podemos despreciar tanto y como el ultimo termino en la expresión 
dc w, eon lo que resulta / = I Q sen (<ot 4 a), de modo que las oscilaciones elec- 
tricas no son amortiguadas y tienen una frecuencia 

« 0 = yT/LC. (17,32) 

Esta se denomina frecuencia caractertstica de un circuito LC y es equivalente a la 
frecuencia w 0 «= \ ł k/m de un oseilador no amortiguado. Observese que el amor- 
tiguamiento en un circuito electrico proviene de la disipación de energia en la 
resistencia R> 

Si la resistencia es suficientemente grandę como para que i? 2 /4L 2 > 1 jLC ó 
R 2 > 4L/C, la frecuencia w se bace imaginańa. En este caso la corriente disminuye 

gradualmente sin oscilar como se muestra 
en la fig. 17-21(b). Las oscilaciones que 
hemos estudiado, en las cuales no hay una 
fem externa aplicada, son las oscilaciones 
libr es del circuito. 

(b) Oscilaciones forzadas . Las oscilaciones 
electricas forzadas se producen cuando 
agregamos al circuito mostrado en la fig. 
17-20 una fem alterna de la forma V$ = Vg 0 
sen <*>//, como se ilustra en la fig* 17-22. Por 
lo tanto, la ec. (17.28) tiene ahora la forma 

Rj z= + Vq + Vs 0 sen w/f. 

Repitiendo el procedimiento usado para obtener la ec. (17.29), derivamos respecto 
al tiempo y ordenamos los terminos en la forma 

L + R 4f + -F - «/V8 0 cos «,/. (17.33) 

ar dt C 

Esta ecuación es muy similar a la ec. (12.56) para las oscilaciones forzadas de 
una particula, pero eon una diferencia importante: la frecuencia w/ aparece como 
factor en el segundo miembro de la ec. (17.33). La razón de esto es que, debido 
a la relación / — dq[dt, la corriente en un circuito electrico corresponde a la ve- 
locidad v — dxjdł en el movimiento de una particula. Podemos ahora aplicar 
las fórmnlas de la sección 12.13 eon la correspondencia apropiada para las can- 
tidades tal cual se muestra en la Tabla 17-1. Tenemos entonces que la corriente 
esta dada por 

I = 7 0 sen («,/ — a) (17,34) 

donde, si u samos la ec. (12.62) para la amplitud v Q de la ve!ocidad, eon la corres- 


L C 
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pondencia apropiada, la amplitud de corriente es 

I 0 = -==Xlgr - ■ ■= - - . (17.35) 

fi? 2 + (u,L — 1/co/O 2 • 

TABLA 17-1 Correspondencia entre un oscilador amortiguado y un circuito elśctrlco 


Oscilador 

Circuito elćctrico 

masa, m 

inductancia, L 

amortiguamiento, X 

resistencia, R 

constante elastica, k 

inversa de la capacitancia, 1/C 

desplazamiento, x 

carga, q 

velocidad, v = dxjdt 

corriente, 1 = dąjdt 

fuerza aplicada, F 0 

fem aplicada, Ye 0 


Usando las expresiones obtenldas en la sección 12.14, podemos expresar la 
impedancia de un circuito electrico en la forma 

z = + (u/L — l/w/C) 2 . (17.36) 

La reactancia del circuito es 


X = o/L— l/«,C t (17.37) 

de modo que 

Z = ViP + X* (17.38) 


y la diferencia de fasę a entre la corriente y la fem aplicada se obtiene de 

X co/L — 1/o/C 
^ R R 

Las cantidades Z, i?, X y a estan relacionadas como se muestra en la fig. 17-23, 


(17.39) 


A’ = ufL — — y, 

UJji 




Fi g, 17-23. Relación entre resistencia, Fig. 17-24. Yectores rotantes de la co** 
reactancia e impedancia, rriente y de la fem en un circuito de 

corriente alterna. 
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Fig. 17-26. Variación de la corriente y de la fem en función del tiempo en un 
circuito de CA. 


que es una reproducción de la fig. 12.39. Nótese que tanto la reactancia como la 
impedancia se ćxpresan en ohms. Por ejemplo, expresando el termino o>L en fum 
ción de las unidades fundamentales se tiene s"* 1 H = m 2 kg s” 1 C~ 2 . Esta es la 
misma expresión obtenida en la sección 16.10 para el ohm. El estudiante puede 
hacer la misma verificación para el termino l/coC. Si R y X se expresan en ohms, 
tambien Z, en vista de su definición (17.38), se debe expresar en ohms. 

Se pueden representar la fem Vs y la corriente I mediante vectores rotantes, 
como se ilustra en la fig. 17-24. Las componentes de los vectores segun el eje X 
dan los valores instantaneos de y de /. La corriente I sigue o precede a la fem 
segun que <x sea positivo o negativo, o que w/L sea mayor o menor que 1/w/C. 
La fig. 17-25 da la grafica de V& y de 1 en función del tiempo. La potencia media 
necesaria para mantener la corriente se obtiene de la ec. (12.70) eon la corres- 
pondencia apropiada, es decir, 

P « \ V r>0 / 0 cos a = łRIl (17.40) 

En este caso, la resonancia es equivalente a la resonancia de energia , estudiada 




Fig. 17«2ff Relación entre fem y corriente cuando la diferencia de fasę es cero 
(resonancia). 
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en la seeeión 12.13. Se obtiene euando P es maxima, lo cual ocurre euando a = 0 
o euando ta/L = 1/co/C, correspondiendo a una frecuencia to/ = ]j\jLC, igual a 
la ec, (17.32). En la resonancia, la corrięnte tiene amplitud maxima y est& en 
fasę eon la fem, lo cual significa potencia media maxima. Los vectores rotantes 
e I estśn en fasę o superpuestosy la corriente y la fem varian como se muestra 
en la fig. 17.26. 

Como en el caso de las oscilaciones forzadas de una particula, la solución ge¬ 
nerał de la ec. (17.33) es la suma de la ec. (17.34) y de una corriente transitoria 
dada por la ec. (17.31). Sin embargo, el termino correspondiente a la ec. (17,31) 
se hace rapidamente despreciable a causa del amortiguamiento y solo es nece- 
sario tener en cuenta la ec. (17.34). No obstante, euando ocurre una modificación 
en el circuito, tal como una yariación en L, C o i?, el termino transitorio aparece 
por un corto tiempo hasta que el circuito se aj usta a las nuevas condiciones. 

EJEMPLO 17.7, Un‘circuito tiene una resistencia de 40 O, una autoinductancia 
de 0,1 H y una capacitancia de lO^ 6 F. La fem aplicada tiene una frecuencia de 
60 Hz, Encontrar la reactancia, la impedancia, el defasaje de la corriente y la fre¬ 
cuencia de resonancia del circuito. 

Soiucidn: La frecuencia angular es co; — y como v = 60 Hz, tenemos que 
o>/ as 377 s" 1 . Por lo tanto, usando la ec. (17.37) obtenemos 

X — o>/L — 1 /(o/C = 2270. 

La impedancia es entonces 

z = = 23 in. 

El defasaje es, conforme a la ec. (17.39), 

tg a = X/R = — 5,67 ó a = — 80°. 

Por lo tanto la corriente precede a la fem. Para la frecuencia de resonancia encon- 
tramos, usando la ec. (17.32), 

< 0 0 = YTJlĆ - 10 3 s~ l ó v “ w/2tt « 159 Hz, 


EJEMPLO 17,8. Estudiar un circuito de corriente alterna usando la tćcnica de los 
yectores rotantes. 



Fig. 17-27. Diagrama de vectores rotan¬ 
tes para el circuito mostrado en la fig. 
17-22. 
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Solucićn: Los resuitados establecidos en la seccióri 17.10 se pueden obtener muy 
faeilmente por medio de la tćcnica de los vectores rotantes. Obsćrvese que la ecua- 
eión del circuito se puede escribir en la forma 

Ve„ sen <»,t = RI — V Ł — Vc = RI + L ~ + . 

(II L 

Del mismo modo que decimos que RI es la diferencia de potencial en la resistencia R> 
podemos decir que L(dlldt) y qjC son las diferencias de potencial (o caldas de vol- 
taje) en la inductancia y en la capacitancia respectivamente. 

Si suponemos que 1 = 7 0 sen (<o//— a), el vector rotante de la corriente queda 
atrćs del de la fem en un angulo rt (fig. 11-27). Ahora bien, podemos considerar 
al vector rotante de la fem como suma de los vectores rotantes correspondientes 
a los tres terminos del segundo miembro de la ecuación anterior. Notemos que 
dljdt = oj fl q cos (co// — a) y que q = / I dt = — (l/co/)^ cos (<*>// — a). Podemos 
escribir entonces 

Gaida de potencial en la resistencia: 

RI = RI 0 sen (co// — a), en fasę eon 1. 

Calda de potencial en la inductancia: 

L(dljdt) = co/L/ Q sen (coy/— a -f delante de 1 en ^7 t. 

Calda de potencial en el capacitor: 

qjC = (l/co/C)/ 0 sen (co//— a— ^ tc ), detras de 1 en ^rr. 

Los tres vectores rotantes se muestran en la fig. 17-27, donde la llnea de referenda 
estó dada por el vector rotante correspondiente a Vz. Sus amplitudes son i?/ 0 , <o/LJ 0 
e IJoifC. Su resultante debe ser V& 0 ya que la suma de las tres caldas de potencial 
da la fem aplicada. Por lo tanto 

V’ 8o = + (ujL U 

o sea 

= V R 1 + l/to/C^To. 

Si despejamos 7 0 de esta ecuación, el resultado es identico a la ec. (17.35). El an¬ 
gulo a se puede obtener de la figura, resultando un valor que concuerda eon la 
ec. (17.39). La tćcnica de los vectores rotantes es muy usada por los ingenieros 
en el analisis de circuitos de corriente alterna. 


17.11 Circuitos acoplados 

Consideremos dos circuitos tales como el (1) y el (2) de la fig. 17-28. Cuando una 
corriente / 1 circula por el circuito (1), se establece a su alrededor un campo mag¬ 
netico proporcional a I v y a traves del circuito (2) hay un flujo magnetico 0 2 
que tambien es proporcional a I v Podemos entonces escribir 

<D 2 - Ml v (17.41) 

donde M es un coeficiente de proporcionalidad y representa el flujo magnetico 
a traves del circuito (2) por unidad de corriente en el circuito (1). Analogamente, 
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Fig. 17*28. Inducción mutua. 


si una corriente / 2 circula por el circuito (2), se produce un campo magnetico 
que a su vez produce un flujo magnetico <tq a traves del circuito (1) eł cual es 
proporcional a J 2 . Podemos escribir entonces 

d>j = M/ 2 . (17.42) 

Nótese que en la ec. (17.42) hemos escrito el mismo coeficiente M que en la ec. (17.41). 
Esto significa reconocer que el flujo magnetico a traves del circuito (1) debido 
a la unidad de corriente en el circuito (2) es el mismo que antes. Este coeficiente 
comun se denomina inductancia mutua de los dos circuitos y se puede demostrar 
que debe ser la misma en ambos casos, como hemos senalado. En otras palabras: 
la inducción mutua es simetrica. El coeficiente M depende de las formas de los 
circuitos y de su orientación relativa. Tambien se mide en henrys, ya que co- 
rresponde a Wb A" 1 . 

Si la corriente es variable, el flujo 0 2 a traves del circuito (2) varia y se induce 
una fem Vm 2 en este circuito. Esta fem est£ dada por 

di 

Al escribir esta ecuación hemos supuesto que los circuitos son rigidos y que estan 
fijos en el espacio de modo que M es constante. Analogamente, si la corriente / 2 
es variable, se induce en el circuito (1) una fem Vm x dada por 

Vmi = — M (17.43) 

at 

Esta es la razón por la cual M se llama ‘‘inductancia mutua M , ya que describe 
el efecto o influencia mutua entre los dos circuitos. Ademós, si se mueven los 
circuitos uno respecto al otro, lo que origina una variación de M, tambień se 
inducen fem en ellos. 

Usando la ley de Ohm podemos obtener las ecuaciones que relacionan la co- 
rriente en el circuito (1) eon los parametros del sistema. Todo lo que tenemos 
que hacer es sumar la tern Vm v dada por la ec. (17.43), a la ec. (17.28). Esto es. 


Rłi = V Li + Vci + Vm v 
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donde V = — ^dljdt y V C i =— <hiC v Por lo tanto, si derivamos la ecua- 
ción anterior respecto al tiempo y tenemos en cuenta que = dgjdt, obtenemos, 
en vez de la ec, (17,29), 



+ R i 


dh 

dt 




(17.44) 


Andlogamente, obtenemos la siguiente ecuación para el circuito (2) 


Ł 2 


dp 2 

dP 


+ ^2 


dl 2 
dt 



(PI 

dP 


(17.45) 


Las ecs. (17.44) y (17.45) forman un sistema de ecuaciones diferenciales simultd- 
neas similar a la ec. (12.36) correspondiente a dos osciladores acoplados. La cons- 
tante de acoplamiento es M. No consideraremos las soluciones generales, pero 
del estudio de los osciladores acoplados que hicimos en la sección 12.10, concluimos 
que habra un intercambio de energia entre los circuitos. Et transformador y el 
generador de inducción son aplicaciones practicas comunes de este proceso. Otrą 
aplicación de la inductancia mutua en un sentido mas amplio, es la transmisión 
de una seńal de un lugar a otro produciendo una corriente variable en un cir¬ 
cuito llamado transmisor; a su vez este circuito actua sobre otro acoplado a el, 
llamado receptor. Este es el caso del telegrafo, la radio, la televisión, el radar, etc. 
Sin embargo, para estudiar estos dispositivos se necesita una tecnica diferente 
que sera desarrollada parcialmente en el capitulo 19. 

El aspecto mas importante y fundamental de la inducción es que se puede 
intercambiar energia entre dos circuitos por intermedio del campo electromagnetico. 
Podemos decir que el campo electromagnetico producido por las corrientes que 
circulan por los circuitos actua como portador de energia, transportandola a 
traves del espacio de un circuito a otro, 

Pero la inducción mutua entre dos circuitos es un fenómeno macroscópico que 
resulta de las interacciones elementales entre las cargas en movimiento que cons- 
tituyen sus respectivas corrientes. Podemos concluir entonces del fenómeno de 
inducción mutua que la interacción electromagnetica entre dos particulas car- 
gadas se puede describir como un intercambio de energia por intermedio del campo 
electromagnetico mutuo. 

Cuando dos particulas cargadas estan sujetas a una interacción electromag¬ 
netica, el principio de conservación de la energia se debe reformular incluyendo 
la energia del campo. Recordar que tambien tuvimos que reformular el principio 
de conservación del momentum en la ec. (15.68) para tener en cuenta el momen- 
tum del campo. En consecuencia debemos escribir la energia total de un sistema 
de dos particulas cargadas en interacción en la forma 


E - E, + E 2 + Bc^po, (17.46) 

donde E } y son las energias de cada particula, suma de sus energias cinetica 
y potencial que resulta de alguna fuerza que actua sobre ellas, y E ca mpo es la 
energia asociada eon su campo electromagnetico comim. 
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Se puede demostrar que en condiciones estaticas (o que varian muy lentamente 
en el tiempo), ii C ampo corresponde exactamente a la energia potencial 

E p — q 1 qJ4Tce 0 r n 

debida a la interacción coulombiana entre las dos cargas. 

Es la suma de los tres terminos en la ec. (17,46) la que permanece constante 
durante el movimiento de las dos partieulas si no estan sujetas a otras fuerzas. 


EJEMPLO 17.9, Una bobina que contiene N vueltas esta arrollada en un solenoide 
toroidal que tiene n vueltas por unidad de longitud y una sección transversal de 
area S, Calcular ia inductancia mutua del sisterna (fig. 17-29). 

Solución: Podemos resolver el problema sea calculando el flujo magnetico a travśs 
del solenoide cuando circula una corriente por la bobina, sea calcularido el flujo 
magnetico a travćs de la bobina cuando circula una corriente por el solenoide. Siga- 
mos el segundo procedimiento, que es el mas facil de los dos. Podemos recordar 



Figura 17-29 


Fig* 17-30* Corriente a traves 
de una superficie cerrada que 
contiene una carga q . 


del ejeinplo 16.19 que en el caso de un solenoide toroidal, el campo magnetico esta 
confinado a su interior y tiene un valor dado por la ec. (16.71), łi = g 0 nJ. El flujo 
magnetico a traves de cualąuier sección del solenoide es 


- g 0 nSJ, 


donde S es el area de la sección transversal del solenoide. Este flujo es el mismo 
quc el que hay a traves de cualąuier vuelta de la bobina, aunąue su sección sea 
mayor. Luego, el flujo magnetico a traves de la bobina es 

^bobina = « u 0 nNSL 

Coinparando esta eon la ec. (17.41), se obtiene para la inductancia mutua del sistema 
M - [i 0 nNS. 

Este arreglo se usa mucho en eł laboratorio cuando se necesita una inductancia 
mutua patrón. 
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En la sección 14.2 discutimos el hecho de que la carga electrica se conserya. 
En otras palabras: on todos los proeesos que ocurren en el universo, ia cantidad 
neta de carga siempre debe pennanecer constante,. Es te enunciado se puede 
expresar en una forma cuantitatria que es muy util. Gon sid erem os ima super- 
ficie cerrada S (fig. 17.30) y llamemo* q a la carga neta dentro cle ella en un ins- 
tante dado. Como nuestro problenia es dinamico y no estatico, las cargas libres 
(tales como ios electrones en los metales o los iones en un piasnia) se mueven 
a traves del medio, atravesa*ndo la superficie S. A veces puede Haber mas cargas 
sałientes que entrant.es, originando una dismmución de ia carga neta q encerrada 
por la superficie 5. Otras veces la siluación se puede invertir y las cargas quc 
en tran pueden exceder a las que sakn, dando como resultado un aurnento de la 
carga neta q. Por supuesto que si ios ilujos de carga que entran y salen de la su- 
perficie S son los mismos, la carga neta q permanece constante. El principio de 
conservación de la carga cxige claramente quc 

perdida de carga flujo de carga saliente — flujo de 

carga entrante = flujo neto de carga saliente. (17.47) 

Ahora bien, se vio en el ejemplo 16.1 que el flujo neto de carga por unidad de 
tiempo, o corriente, a traves de una superficie S es / — fsj'UN dS, donde j es 
la densidad de corriente. En el caso presente la superficie es cerrada, de modo que 

/ = j . u.y dS (17.48) 

da la carga neta que sale a traves de la superficie por unidad de tiempo, es decir, 
la diferencia entre el flujo de carga saliente por unidad de tiempo y el entrante. 
Por otrą parte, la perdida de carga por unidad de tiempo dentro de S es — dqjdt . 
Por lo tanto, en terminos matematicos la ec. (17.47) es —dgjdt = / o sea 

=A j-u N dS, (17.49) 

Cu J 5 

ecuación que expresa el principio de conservación de la carga suponiendo que 
la carga no se crea ni aniąuila. Ahora bien, de acuerdo eon la ley de Gauss para 
el campo electrico dada por la ec. (16.3), la carga total dentro de una superficie 
cerrada se expresa en función del campo electrico en la superficie mediante 

q = *° e,u N dS, 

por lo que 



Sustituyendo este resultado en la ec. (17.49), obtenemos 


o £ •% dS — 0 


s 


j.u s dS+ € 0 ~- 
di. 


(17.50) 
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para expresar el principio de conservación de la carga de una manera que incor 
pora la ley de Gauss. Cuando los campos son cstaticos, la integral <ps € *% dS no 
depende del tiempo. Luego, su derivadą respecto al tiempo es cero, porlo que 

j> s dS =0, para campos estdticos, (17.51) 

Esto significa que para campos estaticos no hay acumulación o perdida de carga 
en ninguna region del espacio por lo que la corriente neta a traves de una super- 
ficie cerrada es cero. (Este es esencialmente el contenido de la primera ley de 
Kirchhoff para el analisis de redes, que se introdujo en el ejemplo 16.17). 


17,13 Ley de Ampere*Maxwell 


La ley de Faraday-Henry, expresada por las ecs. (17.2) o (17.15), establece una 
reiación entre el campo magnetico y el campo electrico en la misma región del 
espacio. La intima reiación que existe entre los campos electrico y magnetico 
sugiere que debiera existir una reiación andloga entre la derivada de un campo 
electrico respecto al tiempo y un campo magnetico en el mismo lugar. Ahora 
bien, la ec. (17.2), es decir 

<f Cdl= — 4- f W-UndS, 

J L dt J s 

relaciona la circulación del campo electrico eon la derivada respecto al tiempo 
del flujo del campo magnetico. Podriamos esperar que una reiación similar de¬ 
biera relacionar la circulación del campo magnetico eon la derivada del flujo 
del campo electrico respecto al tiempo. Hasta ahora hemos encontrado que la 
circulación del campo magnetico estó expresada por la ley de Ampere, ec. (16.68), 



(17.52) 


pero esta expresión no contiene ninguna derivada del flujo del campo electrico 





Pi£. 17-31. Superficie limitada por una curva L . Cuando la curva L se encoge 
hasta convertirse en un punto, la superficie se cierra. 
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respecto al tiempo. Esto no es sorprendente ya que se obtuvo en eondiciones 
estacionarias. Sin embargo podemos sospechar que la iey de Ampere puede nece- 
sitar una revisión cuando se la apliąue a campos dependientes del tiempo. 

Ahora bien, la Iey de Ampere en la forma (17.52) se aplica a la superficie S 
limitada por la curva L. Excepto por estar limitada por la curva L, la super- 
ficie 5 es arbitraria. Si la curva L se encoge, el valor de <§l U*dl disminuye 
(fig. 17-51). Finalmente se anula cuando L se convierte en un punto y la super- 
ficie S se convierte en una superficie cerrada . La Iey de Ampere exige, segun la 
ec. (17.52), que 


j> s j * dS = 0. 

Esto concuerda eon la ec. (17.51) para la conservación de la carga, en tanto el 
campo sca eslatico. Sin embargo, sabemos que cuando el campo no es estatico 
sino dependiente del tiempo, la ec. (17.51) ya no es correcta. La correcta es la 
ec. (17.50) que incluye la Iey de Gauss. Esto confirma nuestra sospecha de que 
se debe modificar la Iey de Ampere al tratar campos dependientes del tiempo. 
La modilicación parece evidente; en la ec. (17.52) debemos reempiazar jsj' u x dS 
por 

f j-u N dS + E /[ • U\ dS, 

J s di J s 

de conformidad eon la ec. (17.50). Resulta 

I ~>bdl = H f j-u N dS + € 0! x 0 A f C-u N dS. (17.53) 

J L J s dt J $ 

Recordando que / sj tU s dS es la corriente I que pasa a traves de la superficie 5, 
tambien podemos escribir la ec. (17.53) en la forma 

<f )bdl = |, 0 I + e 0 u 0 4 f ć-U N dS. (17.54) 

J l di ' s 

Hay que comparar esta eon la ec. (10.67) para la Iey de Ampere. La ec. (17.54) 
se reduce a la Iey de Ampere para campos estaticos, ya que entonces el ultimo 
termino es cero; ademas se transforma en la ec. (17,50) cuando la linea L se 
encogc hasta convertirse en un punto, cerrandose la superficie S. Por lo tanto, 
vemos que esta ecuación satisface todas las eondiciones fisicas encontradas ante- 
riormente. 

Hasta ahora hemos jugado ineramente eon la matematica tratando de hacer 
la Iey de Ampere compatible eon i a Iey de eonservación de la carga. Un paso 
adicional necesario es verilicar experimentalmente que la ec. (17.53) es correcta 
y que describe la situación real que se cncuentra en la naturaleza. Podemos anti- 
cipar que es asi. La mejor prueba es la existencia de ondas electromagneticas, 
tema qm* se estudiara en el capilulo 19, 

La persona que primero sugirió la modilicación de la Iey de Ampere en la forma 
quc hemos seiialado fue el cientifico britanico James Clcrk Maxwell (1831-1879) 
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en Ja segunda mitad del ńg\o pasado; por ello la ec. (17.53) se denomina ley de 
Ampere-Maxwełl. Maxwell jntrodujo !a modificaeión mas por la neeesidad dc eom- 
patibiJidad matematica que por los resultados experimentales. Los experimentos 
que corroboraron las ideas de Maxweil sćlo se realizaron algunos anos despues. 

La ley de Ampere, ec. (17,52), relaciona una corriente estacionaria eon el campo 
magnetico que produce. La ley de Ampere-Maxwell f ec, (17.53), va un paso mas 
adelante e indica que un campo electrico £ dependiente del tiempo tambien 
contribuye al campo magnetico. Por ejemplo, en ausencia de corrientes, tenemos 

i 13-dl = €0^4- f C‘U N dS, (17.55) 

J L dt J s 

que muestra mas claramente la relación entre un campo electrico dependiente 
del tiempo y su campo magnetico asociado. En otras palabras: 

un campo electrico dependiente del tiempo implica la exi$(encia de 
un campo magnetico en el mismo lugar . 

Si a la circulación del campo magnetico la llamamos fuerza magnelomotriz 
aplicada a la curva L y la designamos eon A#, y designamos eon Os el flujo elec- 



(a) 

Fig. 17-32. Campo magnetico producido 
tiempo. 



por un campo electrico dependiente del 


trico a traves de la superficie 5 limitada por la curva L, podemos escribir la ec. 
(17.55) en la forma 

* rf<I>s 

que el estudiante debe comparar eon la ec (17.1) para la ley de la inducción 
electromagnetica. La orientación relativa de los campos electrico y magnetico 
se muestra en la fig. 17-32, correspondiente a un campo electrico uniforme de¬ 
pendiente del tiempo. Si el campo electrico aumenta (disminuye), ia orientación 
de las lineas magneticas de fuerza es igual (opuesta) al sentido de rotación de un 
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tornillo de rosca derecha que avanza en el sentido dei campo electrico. El estu- 
diante debe comparar este resultado eon la fig, 17,1. 

La ley de Ampere-Maxwell, tai como la expresa ia ec. (17.54), difiere de la iey 
de Faraday-Henry, tal como la expresa la ec. (17.2), en varios aspectos. En 
primer lugar, tenemos en la ec. (17.53) un termino que corresponde a una eorriente 
electrico , mientras que en la ec. (17.2) no hay ningun termino que corresponda 
a una eorriente magnetica. Esto se debe simplemente al hecho de que aparente- 
mente no hay polos magneticos libres en la naturaleza, En segundo lugar, la 
derivada del flujo electrico respecto a] tiempo aparece eon signo positivo en ła 
ec. (17.53), mientras que en la ec. (17,2) la dei flujo magnćtico aparece eon signo 
negativo. El estudiante tambien pnede verihear que e) factor c 0 u 0 es compatible 
eon las unidades. 

Aunque hem os corregido la ley de Ampere usando como gula el principio de 
conservaciun de ia carga, igualmenfc podriamos haber usado el principio de 
relatWidad y encontrado que cuando los campos electrico y magnetico estan 
relacionados en dos sistemas inerciales de referenda corno en las ecs. (15.58) y 
(15.60), y la ley de Faraday-Hemy es correcta, tambien. se debe satisfacer la 
ec. (17.53). Este procedimiento es algo mas dificil, pero es en cierto sentido mas 
fundamenta!. 


17.14 Ley de Ampere ~Maxivell en forma diferencial 


Como la ec. (17.53) para la ley de Ampćre-Maxwell es muy similar a la ec. (17.2) 
para la iey de Faraday-Henry, podemos aplicar nuevaraente Ja tecnica empleada 
en la sec. 17.7 a ftn de obtener la ley de. Ampere-Maxwell en forma diferencial. 
La fig. 17-9 se reemplaza ahora por la fig. 17-33. Omitiendo los detalles, obte- 
nemos analogamente a la ec. (17.10)* la circulación dcl campo magnetico a lo 
largo del camino rectangular PQRS de lados dx y dy , en la forma 


<f 11 dl 

' PQRS 


( 


dX 



(17.56) 


Para esiablecer la forma diferencial de ia iey de Ampere, ya obtuvimos en la ec. 
(16.74) el flujo de la densidad de eorriente a iraves de la superficie limitada por 
PQRS , esto es, 


j P q RS i • u " dS - J* dx dl J- O'7-57) 

Finalrnente el flujo del campo electrico a traves de la superflcie limitada por 
PQRS es, por analogia eon la ec. (17.57), 

f C * dS = ćx dx dy, 

JPQRS 3 

y en consecuencia 

- — f € * «M ds = dx <bj. (17.58) 

dt J pqhs di 
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Sustituyendo Jas ecs. (17.56), (17.57) y (17.58) en la ec. (17.53) y cancelando en 
ambos miembros el factor comun dx di / resulta 


dx 




ty 


= 4 €q[L 0 


d£ t 

dt 


(17,59) 


Colocando nuestro rectangulo en los planos YZ y ZX, obtenemos otras dos ex- 
presiones: 


0% 



dć x 

(17.60) 

sy 

dz 

= Ho J* + c oHo 

et 

m* _ 


— Ho Ja "1" e oHo 

8Ćy 

(17.61) 

di 

dx 

dt 


Las expre$iones (17.59), (17.60) y (17.61) constituyen conjuntamente la ley de 
Ampere-Maxwell en forma diferencial. Las podemos combinar en una unica ecua- 



Fig. 17-83. Gircuito elemental para de- Fig. 17-34. La corriente de desplaza- 
ducir la forma diferencial de la ley de miento de Maxwell en un capacitor. 
Amp4re-MaxwelL 


ción vectorial como ya hicimos para las leyes de Ampere y de Faraday-Henry, 
escribiendo 


rotT8 = Ho(j + <o~). (17.62) 

que expresa la rełación entre la corriente electrica en un punto del espacio y los 
campos electrico y magnetico en el mismo punto. En el espacio vacio, donde 
no hay corrientes, j = 0 y la ec. (17.62) se convierte en 


rot 13 — ^ 0 € 0 , 

CL 


(17.63) 
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que es el equivalente de la ec. (17.55) en forma diferencial. Es similar a la ec, (17.15) 
para la ley de Faraday-Henry y muestra claramente la relación entre el eampo 
magnetico y la derivada del campo electrico respecto al tiempo en el mismo punto. 

Po dem os obscrvar que en la ec. (17.62) el efecto de im campo electrico depen- 
diente del tiempo es anadir un termin o € Q d£lv( a la densidad dc corriente, Max- 
well interpretó este terminu como una corriente adicicnal y la łlamó corriente de 
desplazamienio . El razonamiento de Maxwcll fue el siguiente. En un circuito que 
coatiene un capacitor C (fig. 17-34). este interrumpe la corriente /. Para "cerrar” 
el circuito debe haber una corriente de una płaca a la otrą y esta corriente es 
precisamente (e 0 ć£ldl)S t donde ć es el campo electrico en el capacitor y S es 
su superficie. Sin embargo, el terminu ’'corriente de desplazamiento” lleva a 
confusiones y la "imagen” de Maxwell es inriecesaria, ya que no hay tal corriente 
entre las placas del capacitor, expresando la ec. (17.63) simplemente una corre- 
lación entre C, B y 3 en ei mismo punto del espacio. 


17,15 Ecuaeiones de Maxwell 

Recapitulemos a esta altura nuestro estudio dej campo electromagnetico. Hemos 
visto que una clase importante de interacción entre las particulas fundamentales 
que componen la materia es la Ilamada interacción dectromagnetica . Esta rela- 
cionada eon una propiedad caracteristica de cada particula que se denomina su 
carga electrica . Para describir la interacción dectromagnetica, hemos introducido 
la noción do campo dectromagnetica , caracterizado por dos yectores, d campo 
electrico £ y el campo magnetico '73. tal es que ia fuerza que se ej erce sobre una 
carga electrica es 


F = q(£ + v x )j), (17.64) 

Los campos electrico £ y magnetico 73 estan a su vcz determiriados por las posi- 
ciones de las cargas y por sus movimientos (o corrientes). La scparación del campo 
electromagnetico en sus componentes electrica y magnetica depende del movimiento 
re!ativo del obsercador y de las cargas que producen el campo. Ademas los cam¬ 
pos £ y 73 estan directamente correlacionados por las leyes de Ampere-Maxweli 
y de Faraday-Henry. Todas estas relacioncs se expresan mediante cuatro leyes 
que hemos analizado en los capitulos precedentes y que se pueden escribir tanto 
en forma integral como en forma diferencial como en la tabla 17-2. 

La teoria del campo electromagnetico esta condensada en estas cuatro leyes. 
Se denominan ecuaeiones de Maxwetl porque fue Maxwell quien, ademas de for- 
mular la cuarta ley, se dio cuenta que, junto eon la ec. (17.64), constituian la 
estructura bósica de la teoria de las interacciones electromagneticas. La carga 
electrica q y la corriente I se denominan las fuentes del campo electromagnetico 
ya que, dadas q e /, las ecuaeiones de Maxwe!i nos permiten calcular £ y 73. 

Debcmos notar que las leyes de Gauss para los campos electrico y magnetico, 
ecs. (16.3) y (16.81), se obtuvieron en ei eapir.uło 16 para campos estaticos. No 
obstanie, las estamos incorporando ahora a una teoria que inyolucra campos de- 
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pendientes del tiempo. El estudiante se puede preguntar si no tendremos ąuiza 
que ccrregirlas del mismo modo que tuvimos que modificar la ley de Ampere 
para hacerla aplicable en la situación de dependencia del tiempo* La respuesta 
es negativa* Se ha eacontrado que el mericionado conjunto de leyes esta conforme 
a la experiencia, y las consecuencias deducidas de ellas hasta ahora eoncuerdan 
eon los resultados experimentales. Por lo tanto, las dos leyes de Gauss siguen 
siendo validas cuando se aplican a campos electricos y magneticos dependientes 
del tiempo. 


TABLA 17-2 Ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnśtico 


Ley 

Forma integral 

Forma diferencial 

I. Ley de Gauss para 
el campo electrico 
1(16.3) y (16.5)] 

& f -u N dS = 

J s e 0 

div ć — — 

II, Ley de Gauss para 
el campo magnć- 
tico [(16.81) y 
(16.82)] 

(j> dS = 0 * 

div 93 — 0 

III. Ley de Faraday- 
Henry [(17.2) y 
(17.15)1 

| e-dl =- li-UN dS 

J L di J s 


IV. Ley de Ampfcre- 
Maxwell [(17.54) 
y (17.62)] 

<J>^ ( B*dI = fJLo / + € 0 fJL 0 -~^<f-UArdS 

rot » = v<J + € 0 (J« 


Las ecuaciones de Maxwell forman tambićn un conjunto compatible. Por un la¬ 
do, las ecs. (16.3) y (17.54), que involucran una integral de superficie del eampo 
electrico, son compatibles porque este fue nuestro reąuisito Msico p^ra corregir 
la ley de Ampere. Por otro lado, las ecs. (16.81) y (17.2), que involucran una in¬ 
tegral de superficie del campo magnetico, tambien son compatibles. Por ejem- 
plo, aplicando la ec. (17.2) a la superficie de la fig. 17-31, tenemos que cuando 
la curva L se encoge hasta que la superficie se cierra, la circulación de £ es cero. 
Entonces 



que coincide eon la ec, (16.81) si anulamos la constante de integración. 

En el esp&cio librę o vado, donde no hay ni cargas {p = 0) ni corrientes (j «. 0), 
las ecuaciones de Maxwell son algo mas simples, siendo su forma diferencial 


div £ = 0, 


rot £ = — 


di3 
dt 9 


div 73 - 0, 
rot 73 = « 0 ;i 0 


(17.65) 
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las cuaies presentan cierta simetria, Sugerimos que el estudiante las escriba en 
detalle usando las componentes cartesianas. 

El estudiante debe comparar las ecuaciones de Maxwell, sea en forma integral 
o diferencial, eon las ecuaciones para el campo est.ótico que se muestran en la 
tabla 16-4, y notar las principales modificadones introducidas. En particular, 
debe observar que las leyes de Faraday-Henry y de Ampere-Maxwell summistran 
la conexión entre los campos electrico y magnetico, la cual estaba ausente en las 
ecuaciones para los campos est&ticos. 

Segun el problema a resolver, las ecuaciones de Maxwell se usan en forma 
integral o diferencial. En el capitulo 19, por ejemplo, ilustraremos como se usan 
para estudiar las ondas electromagneticas. Puede parecer a primera vista que 
recordar todas estas ecuaciones es una tarea formidable. Sin embargo no es asi. 
En primer lugar tienen una cierta simetria que (una vez reconocida) ayuda a 
organizarlas en la mente y por aplicación continuada uno se familiariza gradual- 
menie eon ellas. Pero en segundo lugar, comprender su significado fisico es mas 
importante que recordarlas en detalle. 

Las ecuaciones de Maxwell son compatibles eon el principio de relatividad 
en el sentido de que son invariantes frente a una transformación de Lorentz. 
Es decir, su forma no cambia cuando las coordenadas x, p, z y el tiempo t se 
transforman conforme a la transformación de Lorentz (6.33) y los campos £ y 13 
se transforman conforme a las ecs. (15.59) y (15.61). La demostración matematica 
de esto pertenece a un curso mśs avanzado, por lo que la omitiremos aqui aunąue 
no es esencialmente dificil. 

La sintesis de las interacciones electromagneticas que expresan las ecuaciones 
de Maxwell es uno de los mayores logros de la fisica y es lo que coloća estas inter¬ 
acciones en una posición privilegiada. Son las mejor comprendidas de todas las 
interacciones y las unicas que, hasta ahora, se pueden expresar en una forma 
matemhtica cerrada y compatible. Esto es bastante afortunado para la huma- 
nidad, puesto que gran parte de nuestra civilización ha sido posible gracias a 
nuestra comprensión de las interacciones electromagneticas, ya que son respon- 
sables de la mayoria de los procesos, naturales y dehidos a la mano del hombre, 
que afectan nuestra vida diaria. 

No obstante, debemos darnos cucnta que las ecuaciones de Maxwell, tal cual 
han sido presentadas, tienen sus limitaciones. Funcionan muy bien para tratar 
interacciones entre gran nu mero de cargas, como las antenas radiantes, los cir- 
cuitos electricos y aun los haces de atomos o de moleculas ionizados. Pero se ha 
encontrado que las interacciones electromagneticas entre particulas elementales 
(especialmente a energias altas) se deben tratar en una forma algo diferente y 
conforme a las leyes de la mecanica cuantica, constituyendo una tecnica deno- 
minada eleclrodindmica cuantica . Este tema no recibira consideración ulterior en 
este libro. Aun dando por sentadas estas limitaciones, los resultados obtenidos 
de las ecuaciones de Maxwell dadas en este capitulo son una aproximación exce- 
lente para dcscribir las interacciones electromagneticas entre particulas elementales. 
Este metodo se denomina elecirodindnuca cłasica . Es esta tecnica aproximada 
la que se usara en este libro cuando estudiemos las ondas electromagneticas y 
la estructura de la materia. 
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Problemas 

17.1 Se coloca una bobina de 200 vuel- 
tas y de 0,10 m de radio perpendicular- 
mente a un campo magnćtico uniforme 
de 0,2 T. Encontrar la fem inducida en 
la bobina si, en 0,1 s, (a) se duplica el 
campo, (b) se reduce el campo a cero, 

(c) se invierte el sentido del campo, 

(d) se rota la bobina en 90°, (e) se rota 
la bobina en 180°. En cada caso, hacer 
un diagrama mostrando el sentido de 
la fem. 

17.2 Gon referencia al problema 16.68, 
si la corriente varta segun I — / 0 sen <o/, 
determinar la fem inducida en el circuito. 

17.3 Mostrar que si Vsi es una fem 
oscilante aplicada en los terminales AB, 
la fem V& 2 en los terminales A'B' resul- 
tante de la inducción mutua entre los dos 
enrollados es V£ 2 = (iY 2 /A T )Vsi (ver fig. 
17-35). Este es el fundamento del trans- 
formador; la formula es correcta en tanto 
el fłujo magnetico a traves de los dos 


enrollados sea el mismo y en tanto la 
resistencia sea despreciable. 

17.4 Cuando se expresa el campo mag- 
nśtico en gauss y el area en cm 2 , el flujo 
magnetico se mide en mazwells. (a) De- 



Figura 17-35 

finir el maxwell. (b) Mostrar que un 
weber es igual a 10 8 maxwells. (c) Poner 
en la ec. (17.1) el factor numćrico apro- 
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piado dc modo que Vs se mida en yoliios 
y <]>& en maxweils. 

17.5 Ei campo magnetieo H en todos 
los puntos dentro de la circunferencia de 
trazos de la lig, 17-36 es igual a 0,5 T. 
Esta dirigido bada el piano dcl papei y 
de er ccc a razćn dc 0,1 T s~ ! , (a) iCu-Al 
es la forma de las lineas de fuerza ciel 
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Figura 17-36 


campo electrico inducido dentro de la 
circunferencia de trazos? (b) ^,Cualcs son 
el módulo y la dirección de este campo 
en cualąuier punlo dcl anillo conductor, 
y cual es la fem en eł misnio? (c) ^Cual 
es la corrienle en el anillo si su resistencia 
es 2 ohms? (d) ^Cual es la diferencia de 
poteucial entre dos puntos cualesąuiera 
del anillo? (e) *,Cómo concilia sus res- 
puestas a (c) y a (d)? Si se certa el 
anillo en algun punto y se separan los 
extrernos ligeramente, £cual sera la dife¬ 
rencia de potencial entre los extremo$? 

17.6 Una espira cuadrada de aiambre 
se mueve eon yelocidad i? constante en 
dirección transvcrsal a im campo mag- 
net.ico uniforme confniado en una region 
cuadrada cuyos lados son de longitud 
dobie de los de la espira (vcr fig. 17-37). 
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Hacer un grafice esquematico de la fem 
mducida en la espira en función de x, 
desde x -- — 21 hasta z — 4- 2/ , repre- 
sentando hacia arriba la fem en el sen- 
lido de las agujas del reloj y hacia abajo 
la de sentićo opuesto. 

17,7 Lina espira rectangular se mueve 
a traves dc una region en la cual eł 
campo magnćtico esta dado por b v — 
- 0, — (6 — ij) T (ver fig. 17-38), 

Encoutrar la fem inducida en la espira 
en función del tiempo, poniendo i — 0 
cuando la espira esta en la pdsidón mos- 
trada en la figura, (a) si u — 2 m s" 1 , 
(b) si la espira parte del reposo y tiene 
una accleración de 2 m s" a . (c) Repetir 
para cuando el rnovimiento es paralelo 
a OZ en lugar de OV. (d) Encontrar la 
corriente si J?«pira --*■ 2 ohms. 



17.8 Suponiendo que la espira del pro¬ 
blemu 17.7 rota alrededor del eje 02, 
(a) cual es la fem media durante los 
primeros 90° de rotación si el periodo de 
rotación es 0,2 s? (b) Caicular la fem y 
la corrienle instant aneas en función del 
tiempo. 

17.9 En la fig. 17-39 sean l = 1,5 m, 
li =* 0,5 T y i> - 4 ni s~h ^Cual es la di¬ 
ferencia de potencial entre los extremos 
del conductor? ^Gual extremo esta a 
potenciai mas alto? 

17.10 El cubo de la fig. 17-40, de un 
metro de lado, esta en un campo mag¬ 
netico uniforme de 0,2 T dirigido segun 
el eje Y. Los alambres A, C y D se 
mues en en las direcciones indicadas, to¬ 
dos eon una Yelocidad de 0,5 m s -1 . ;.Cual 
es lu diferencia de potenciai entre los 
extremos de cada aiambre? 
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17.11 Un disco metalico de radio a rota 
eon velocidad angular w en un piano 
donde hay un campo magnetico uni- 
forme paralelo al eje del disco (ver 
fig. 17-41). Demostrar que la diferencia 
de potencial entre el centro y el borde 
es 

17.12 Un solenoide tiene una longitud 
de 0,30 m y una sección de 1,2 x 10“ 3 m 2 . 
Una bobina de 300 vueltas esta arrollada 
en su parte central. Dcterminar (a) su 
inducción mutua, (b) la fem inducida en 
la bobina si en 0,2 s se invierte el sentido 
de la corriente de 2 A que circula por el 
solenoide. 

17.13 Las bobinas A y B tienen 200 y 
800 vueltas respectivamentc. Una co¬ 
rriente de 2 A en A produce un flujo 
magnćtico de 1,8 x 1(T 4 Wb en cada 
vuelta de B. Calcular (a) el coeflciente 
de inductancia mutua, (b) el flujo mag¬ 
netico a traves de A cuando hay una 
corriente de 4 A en B , (c) la fem indu¬ 
cida en B cuando la corriente en A 
varia de 3 A a 1 A en 0,3 s. 

17.14 Se colocan dos bobinas coaxial- 
mente como se muestra en la fig, 17-42. 


La bobina 1 esta conectada a una fuente 
externa Ve, de fem. Suponer que la geo¬ 
metria es tal que un quinto del flujo 
magnćtico producido por la bobina 1 
pasa por la bobina 2 y viceversa. Las 
resisterrcias de las bobinas son R x y R 2 
y la bobina 2 esta conectada a una re- 
sistencia externa como se muestra. Los 
mimeros de vueltas de las bobinas son 
1V T y A r 2 . El flujo total producido por la 
bobina 1 esta dado por 
donde Lj es la autoinductancia de la bo¬ 
bina 1. (a) Encontrar la fem inducida en 
la bobina 2 cuando l x aumenta unifor- 
memente de 0 a / 0 en t s. (b) Encontrar 
la fem inducida en la bobina 2 cuando 
1 1 = / 0 sen wć. (c) iCuanta energia se re- 
quiere del circuito 1 como resultado de 
la inducción en la bobina 2? 

17.15 Se coloca una bobina de N vuel- 
tas alrededor de un solenoide muy largo 
de sección S que tiene n vueltas por uni- 
dad de longitud (yer fig. 17-34). Demos¬ 
trar que la inductancia mutua del sis- 
tema es [x 0 nNS. 

17.16 En el centro de una bobina circu- 
lar de radio a que tiene N x vueltas, hay 




Figura 17-43 
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una bobina muy peąuena de seeción S 
que tiene N t vueltas, como se rnuestra 
en la fig. 3 7.44. Demostrar que la induc- 
tancia mutua es łp 0 AVV 4 S cos 0/u, donde 
0 es el angulo entre las normales a las 
dos bobinas. 

17.17 El flujo magnetico a traves de un 
circuito de resistencia R es <&&. En un 
tiempo determinado el flujo varia en 
AO#. Oemostrar que la cantidad de carga 
que pasa a travćs de cualąuier sección 
del circuito es Q — A<D#//?, independien- 
temente de que la variación de flujo sea 
rapida o lenta. 

17.18 Una bobina de 1000 vueltas y eon 
una resistencia de 100 ft esta arrollada 
en un solenoide muy largo que tiene 1Q 4 
Yueltas por metro y una sección de 
2 x 10~ 3 m\ La corriente que circula por 
el solenoide es de 10 A. En un tiempo 
corto dicha corriente se (a) duplica, (b) 
reduce a cero, (c) invierte. Encontrar la 
cantidad de carga que circula por la bo¬ 
bina en cada caso. 

17.19 Encontrar la autoinductancia de 
un solenoide toroidal de N vueltas. Su- 
poner que el radio del bobinado es muy 
peąueno respecto al fadio del toro. 


H Galvanómetro 



Figura 17-45 

17.20 El flujo magnetico a traves de un 
circuito por el que circula una corriente 
de 2 A es 0,8 Wb. Encontrar su autoin¬ 
ductancia. Galcular la fem inducida en 
el circuito si en 0,2 s la corriente se (a) 
duplica, (b) reduce a cero, (c) invierte. 

17.21 El puente ilustrado en la fig.17-45 
se puede usar para comparar las dos in- 
ductancias L, y L 2 , Se equilibra el puente 
de modo que la corriente de B a D sea 
cero en todo momento cuando se aplica 
la fem aUerna V&. Mostrar que LJL 2 = 


17.22 Eh el problem a 17.21 se despre- 
ció la resistencia de las induetancias. Si 
sus resisteneias son R x y R 2 el procedi- 
miento es el siguiente: se eąuilibra pri- 
mero el puente basta que no haya co¬ 
rriente entre B y D cuando se aplica una 
fem consianie . A continuación se eąuili¬ 
bra el puente como en el problema 17-21, 
sin cambiar la resistencia. Demostrar que 
se mantiene la misma relación. 


Figura 17-46 

17.23 Si el circuito rectanguiar de la 
fig. 17-46 se mueve eon velocidad u ale- 
jandose de la corriente rectilinea, encon¬ 
trar la fem inducida. Usar dos metodos. 
[Sugerencia * Recordar el problema 16.68 
y tener en cuenta que v ~ drjdt.] 

17.24 Reflriendose a la situación estu- 
diada en las secciones 17.2 y 17.4, calcu- 
lar el campo electrico en el sistema de 
referenda fijo al conductor móvil y de- 
terminar la diferencia de potencial entre 
sus puntos terminaies. 

17.25 Aplicar el estudio de la sec¬ 
ción 12.10 al analisis de dos circuitos 
idćnticos acoplados. 

17.26 Se conecta un capacitor C que 
tiene una carga inicial q 0 a un resistor R . 
Si se cierra el interruptor S de la fig.17-47, 
el capacitor se descarga a traves del re¬ 
sistor. Demostrar que (a) la corriente en 
el circuito es I ~ — dq/dt f (b) la ecua- 
crón del circuito es q/C = /?/, (c) la 
carga del capacitor al tiempo t es 
q q 0 e~*/ Rc f (d) la energia disipada en 
la resistencia por efecto Joule es igual 
a la energia inicial del capacitor. [Suge¬ 
rencia : Para (c) combinar (a) y (b); para 
(d) calcular la integral RI 2 di.} 

17.27 Un capacitor C, tiene una carga 
inicial q Q . Cuando se cierra el interrup¬ 
tor 5 (fig. 17-48), el capacitor se conecta 
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en serie eon un resistor R y ur capacitor 
descargado C 2 , (a) Demostrar que la ecua- 
ción del circulto es ę/Cj 4-(<? 0 — q)/C 2 = RL 

(b) Determiiiar q e I en función del 
tiempo. 

17.28 Se conecta un capacitor C que 
tiene una carga inicial q 0 a una autoin- 
ductancia L de resistencia despreciable 
(fig, 17-49), Si se cierra el interruptor S, 
el capacitor se descarga a traves de la 
inductancia. Demostrar que (a) la co- 
rriente que circula por el circuito es 
I — — dqjdt > (b) la ecuación del circui¬ 
to es q/C—L dl/dl = 0, (c) la carga en el 
capacitor al ti emp o / es q — q 0 cos tof, 
donde o> — 1/V LC f de modo que se esta- 
blecen oscilaciones elćctricas. Este cir¬ 
cuito se usa para obtener oscilaciones 
de alta frecuencia. 

17.29 Se conecta una bateria de fem 
Vs y resistencia interna despreciable en 
serie eon. un resistor R y un capacitor 
descargado C (fig. 17-50). Demostrar que, 


Figura 17-50 



despues de cerrar el interruptor S , (a) la 
corriente en el circuito es I — Ą-dq/dt , 
donde q es la carga acumulada en el 
capacitor, (b) la ecuación del circuito es 
Vs — q/C — RI, (c) la carga en función 
del tiempo es q ^ VgC(l ■— e~^t RC ), la 
corriente en función del tiempo es 
I = (Vs iR)e~*l RC . Representar q e I en 
función del tiempo. 

17.30 Un circuito esta compuesto de 
una resistencia a la cual se aplica una 


fem alterna Vg = V 0 sen ot. Demostrar 
que la corriente esta dada por / = ( VJR) 
sen cof, representar los vectores rotantes 
de la fem y de la corriente y mostrar que 
estan en fasę. ^Cual es la impedancia del 
circuito? 

17.31 Un circuito esta compuesto de 
una fem alterna de amplitud Vs 0 y fre¬ 
cuencia angular co, conectada a un capa¬ 
citor C. (a) Encontrar la corriente. (b) 
Dibujar los vectores rotantes correspon- 
dientes a la fem aplicada y a la corriente. 

(c) Representar la corriente en función 
de o y de C. 

17.32 Se conecta un capacitor de lpF 
a una fuente de CA cuya amplitud će 
voltaje se mantiene constante a 50 V, 
pero cuya frecuencia se puede variar. 
Encontrar la amplitud de corriente 
cuando la frecuencia angular ee (a) 
100 s^ 1 , (b) 1000 s“S (c) 10,000 s” 1 . 

(d) Construir un grafico bilogarltmico 
de la corriente en función de la frecuencia. 

17.33 La amplitud de voltaje de una 
fuente de CA es 50 V y su frecuencia 
angular es 1000 s“ Ł . Encontrar la ampli¬ 
tud de corriente si la capacitancia de un 
capacitor conectado a la fuente es (a) 
0,01 pF, (b) 1,0 (jlF, (c) 100 pF. (d) Cons¬ 
truir un grafico bilogarltmico de la 'Co¬ 
rriente en función de la capacitancia. 

17.34 Un circuito esta compuesto de 
una fem alterna de amplitud Vs 0 y fre¬ 
cuencia angular co conectada a una auto- 
inductancia L. (a) Encontrar la corriente. 
(b) Dibujar los vectores rotantes corres- 
pondientes a la fem aplicada, a la caida 
de potencial en la autoinductancia y a 
la corriente, (c) Representar la corriente 
en función de w y de L. 

17.35 A la fuente del problema 17.32 
se conecta un inductor dc autoinduc¬ 
tancia 10 H y resistencia despreciable. 
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Encontrar la amplitud de corriente cuan - 
do la frecuencia angular es (a) 100 s~\ 
(b) 1000 s~ l , (c) 10.000 s"\ (d) Gonstruir 
un grafico bjpogarltmico de la amplitud 
de corriente en función de la frecuencia. 

17.20 Encontrar la amplitud de co¬ 
rriente sl la autoinductancia de un in- 
ductor sin resisLenda coneciado a la 
fuente del problemu 17,33 es (a) 0,01 FL 
(b) 1,0 II, (c) 100 H. (d) Constrnir un 
graflco bilogaritmico de la amplitud de 
corriente en función de la autoinduc¬ 
tancia. 

17.37 Un circuito esta compuesto de 
una resistencia y una autoinductancia 
en serie y se !e aplica una fem alterna 
Vs =-■ Vgo sen u>/t Demostrar que la ini' 
pedancia dcl circuito es V i? 2 4- (o>/L) 2 y 
que la corriente es la en atraso respecto 
a la fem en un angulo tg“ 3 (« fLjR). [Sn- 
gerencia: Dihujar el yector rot antę. 
Luego, utiHzando los resultados del pró¬ 
bie ma 17.34, dlbujar los vectores rotan- 
tes eorrespondientes a la diferencia de 
potencial o fem en la resistencia y en la 
inductancia. Encontrar su módulo y 



Figura 17-51 

comparar eon Vso para obtener la impe- 
dancia. El angulo entre el vector rotante 
totai de la fem y el vector rotante de la 
corriente da la diferencia de fasę.] 

17.38 Repetir el problema precedente 
para un circuito compuesto de (a) una 
resistencia y una capacitancia, (b) una 
inductancia y una capacitancia. 

17.39 Una bobina que tiene 20 vueltas 
y un órea de 0,04 m a rota a 10 rev s - " 1 
en un campo magnetico de 0,02 T. La 
resistencia de la bobina es 2 Cl y su auto¬ 
inductancia es 1Q~ 3 H. Encontrar la ex~ 
presión de (a) la fem inducida, (b) la 
corriente. 

17.40 En el circuito de la fig. 17-51 
Vz = V$ 0 sen uf es una fem alterna. En- 


contrar la amplitud y la fasę respecto a 
la fem de Ins dtfercncias de potencial V 0 t, 
V* c? Vr d } VV, Vm. [Sugerencla: Dibujar 
los correspondicntes vectores rotantes 
como se indicó en la fig. 17-27]. 

17.41 Se conecta una fem alterna que 
tiene un valor maximo de 100 V y una 
frecuencia angular de 120r s~ l en serie 
eon una resistencia de 1 O, una autoin¬ 
ductancia de 3 x 10~ 3 II y una capaci- 
tancia de 2 x 10“ 8 F. Determinar (a) la 
amplitud y la fasc de la corriente, (b) 
la diferencia de potencial en el resistor, 
en el inductor y en el capacitor. (c) Hacer 
un diagrama mostrando los vectores ro¬ 
tantes correspondicntes a la fem apli- 
eada, a la corriente y a las tres diferen- 
cias de potencial. (d) Verificar que la 
suma de los tras vectores diferencia de 
potencial es el vector fem. 

1 i . 4 .i S i /mc y ć mc son las raices de las 
medias cuadraticas de la corriente y de 
la fem en_ un ciclo, jiemostrar que 
/mc = I Q j]/ 2, Ć tnc = Ćaf)f 2 y P = Imefmc 
cos a, donde a es el angulo de fasę entre 
la corriente y la fem. 

17.43 Un circuito consiste en una fem 
alterna de valor maximo 100 V, una re¬ 
sistencia de 2 O, una autoinductancia 
de 10 -3 H y una capacitancia de 10 -3 F, 
todas eonectadas en serie. Encontrar eJ 
valor maximo de la corriente para los 
siguientes valores de la frecuencia angu¬ 
lar de la fem: (a) 0, (b) 10 s~S (c) 10 2 sr l , 
(d) resonancia, (e) 10 4 s -1 , (f) 10 5 s _1 . Re- 



presentar la corriente en función del 
logaritrno de la frecuencia. 

17.44 Un circuito esta compuesto de 
una resistencia y una inductancia en 
paralelo como se muestra en la fig. 17-52. 
Demostrar que la impedancia total del 
circuito esta dada por 

1/Z - '{YfR 1 +1 /*>?£* 
y la fasę por aretg (RjufL). [Sugerencia; 



Pr obie mas 


689 


Representar el vector rotante de la fem. 
Luego, usando los resultados de los pro- 
blemas 17.34 y 17.37, dibujar los yectores 
rotantes correspondientes a la corriente 
en la resistencia y en la inductancia. 
Su resultante da la corriente total de la 
cual se obtienen la impedancia y la di- 
ferencia de fasę.] 


I 




Figura 17-53 

17.45 Repetir el problema precedente 
para los tres circuitos ilustrados en la 
fig. 17-53, 

17.46 Se conecta una bobina que tiene 
una resistencia de 1 Q y una inductancia 
de 10~ 3 H en paralelo eon una segunda 
bobina que tiene una resistencia de 1 O 
y una autoinductancia de 3 x 10“ 3 H. 
Se aplica al sistema una fem alterna eon 
una amplitud de 10 V y una frecuencia 
angular de 120 tt s~ l . Calcular (a) la co¬ 
rriente que circula por cada bobina, 
(b) la corriente total. (c) Representar 
los vectores rotantes de la fem, de la 
corriente en cada bobina y de la co¬ 
rriente total. (d) Verificar que el vector 
de la corriente total es igual a la suma 
de los yectores de cada corriente. 

17.47 Un circuito esta compuesto de 
un inductor y un capacitor en paralelo, 
conectados en serie eon un resistor como 
se muestra en la fig. 17-54. (a) Dibujar 


R 




los vectores rotantes correspondientes a 
Vg, 1l , /c, /?/, Vł y Vc. (b) Demostrar 
que la impedancia del circuito es 
[ R 2 + w a L a /( 1 ™6)*LC) 4 ] l/a . iCual es el 
yalor de la impedancia cuando a — 
1 /Y LCl (en este caso se dice que hay 
antirresondncia). (d) Hacer una repre- 
sentación esquemitica de la corriente en 
función de la frecuencia, [ Sugerencia: 
Observar que la suma de los vectores 
rotantes de las corrientes que pasan por 
L y C debe ser igual al de la corriente 
que pasa por /?, pero los correspondien¬ 
tes a la diferencia de potencial deben ser 
identicos. Tambićn se muestra el dia- 
grama de vectores rotantes para ayudar 
al estudiante.] 

17.48 Una bobina circular de radio a, 
resistencia R y autoinductancia L rota 
eon velocidad angular constante alrede- 
dor de un diametro perpendicular a un 
campo magnetico uniforme (yer fig. 
17-55). Encontrar (a) la fem inducida 
en la bobina y la corriente que circula 
por ella, (b) los yalores medios de las 
componentes x e y del campo magnetico 
inducido por la bobina en O, (c) el an- 
gulo que una aguja magnetica colocada 
en O forma eon el eje X. 


Y 
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17.49 Demostrar que si 'fi — Cjr se sa- 
tisface la ec. (17.8). [Sugerencla: Calcu-* 
lar c )3 para r arbitrario, introduclr el 
valor en la ec. (17.8) y calcular la dcri- 
vada respecto a r.] 

17.50 Una carga q dc masa m se mueve 
en una órblta circuiar de radio p bajo la 
acción de una fuerza centrlpeta F. Du~ 
rante cierto intervalo de tiempo, se esta- 
bleće un campo magnetico uniforme per- 
pendicular al piano de la órbita. Usando 
la ley de la inducción electromagnetica, 
demostrar que la variación del módulo 
de la velocidad del ion es Ay—— qp ) 1/2/n 
y que la variación correspondiente del 
momento magnetico es Am =— {q*p*/4m) 
fi. Comparar eon el ejemplo 16.21. fSu- 
gerencia; Para obtener la aceleración 
tangencial mientras el campo magnetico 
esta variando, usar la ec. (17.6) obtenida 
al discutir el betatrón.] 

17.51 Reflriendose a la situaeión des- 
crita en la sección 17.5 (a) demostrar 
que en el sistema de referencia en el 
cual el circuito esta en reposo y el 
campo magnetico rota eon yelocidad 
angular — g>, d c fi/dt » — o> * 13. (b) Es- 
cribir la ec. (17.15) eon este valor de 
d'fi/dt y, usando el resultado del pro- 
bierna 16.64, demostrar que el campo 
elćctrico observado en este sistema de re¬ 
ferencia es £ = |(£t> x fi) x r, (c) De¬ 
mostrar que la fem producida por este 
campo electrico es la misma que la fern 
medida por el observador fijo al campo 
magnetico. [Suwerenna: Notar que Jr x 
dl es el area del triangulo determinado 
por ambos vectores y que A * B*C ~ 
A-B x C.] 

17.52 En una region donde hay un 
campo magnetico uniforme >1, el módulo 
del campo esta aumentando eon una ra- 
pidez constante, es deeir, dfi/dt = 6, 
donde b es un yector constante paralelo 
a fi. (a) Demostrar que, conforme a la 


ec. (17.15), el campo electrico en cada 
punto es <T = — \b x r . (b) Colocando 
el eje Z paralelo al campo magnetico, 
obtener las componentes cartesianas de 
<*. (e) Representar las Uneas de fuerza 
de los campos electrico y magnetico. 

17.53 Encontrar el flujo electrico a tra~ 
ves de una esfera eon centro en una 
carga que se mueve a alta yelocidad. 
[Sugerencia: Usar la expresión (15.64) 
de la ley de Gauss,] 

17.54 Escribir la forma diferencial de 
las ecuaciones de Maxwell (tabla 17-2) 
usando el operador V. 

17.55 Demostrar que la forma diferen¬ 
cial de la ecuación de continuidad (17.51) 

es dp/dt ~ — div }. 

17.56 Demostrar que para que la ecua¬ 
ción de continuidad escrita en el pro- 
blema 17.55 permanezca invariante bajo 
una transformación de Lorentz para 
todos los observadores inerciales, es ne- 
cesario que la corriente y la densidad de 
carga se transformen de aeuerdo eon 
la iey 


i * — pp 
Ki — p*/c*’ 


j'v » ]Vj 


Y* = 


, = P — jzDję^ 

KT — p»/c» ’ 


Escribir el limite no relativista de estas 
expresiones y discutir su yerosimilitud. 
[Superencia; Recordar que j — pv es la 
densidad dc corriente para cargas que 
se mueyen eon Yelocidad t?.] 

17.57 Verificar por sustitución directa 
que la ec. (17.34) es solución de la ec. 
(17.33) si / 0 y a estan dados por las 
ecs. (17.35) y (17.39), respectivamente. 
[.Sugerencia: Desarrollar primero sen 
(< D/t — a) y reemplazar sen a y cos a por 
los yalores obtenidos de la ec. (17.39).] 
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Dc todos los conceptos que se usan en fisica, dos estan dentro de las posibilidades 
de comprensión intuitiva de cualąuier individuo, cualąuiera sea su nivel cultural. 
Son estos el concepto de parttcula y el de onda. Para el lego, una particula es 
una pequeiia porción de materia, donde “peąueńo” significa de dimensiones 
mucho menores que lo que rodea la particula, lo cual se decide normalnienie 
Ufunulo una escala antropomórfica. Analogamente, el lego tiene una imagen 
ob]etiva de las ondas basada en las ondas que observa en la superficie del agua, 
en una cuerda o en un resorte. 

No obstante, como ya el estudiante se habra dado cuenta indudablemente 
despues de leer los capitulos precedentes, el fisico usa el concepto de particula 
en un sentido algo mas abstracto y fundamental que le permite tratar en forma 
adecuada una gran variedad de situaciones fisicas. El concepto de onda tiene 
una transformación similar: el fisico ha extendido el concepto y lo ha aplicado 
A un gran numer o de fenómenos que no se parę cen a la imagen objetiva de una 
onda en la superficie del agua, pero que tienen la misma descripción matematica. 
La Parte 3 de este texto esta dedicada al estudio generał de los fenómenos ondu- 
latorios en este sentido mas amplio. 

Una advertencia: en cada caso el estudiante se debe concentrar en la com¬ 
prensión de los fenómenos fisicos descritos y del marco matematico utilizado y 
debe rehuir la tentación inevitable de imaginar todas las ondas simplemente 
como las ve en la superficie de un liąuido. Analizaremos varios tipos de ondas, 
prlncipalmente elasticas y electromagneticas, eon un enfasis especial en las ulti¬ 
ma#. Los aspeetos mas importantes de las ondas son su yelocidad de propagación, 
y las modificaciones que experimentan cuando cambian las propiedades fisicas 
del rnedio (reflexión, refracción, polarización), cuando se interponen diferentes 
clases de obstaculos en sus caminos (difracción, dispersión), o cuando varias ondas 
cuinciden en la misma region del espacio (interferencia). Estos son por lo tanto 
los tópicos especificos que se cubriran en los próximos capitulos. Pero el fin pri- 
mordial de estos capitulos es permitir que el estudiante llegue a una comprensión 
fundamental de la descripción ondulatoria de fenómenos fisicos, como es la pro¬ 
pagación de una situación fisica descrita por un campo dependiente del tiempo. 
Por esta razón, en el capitulo 24 trataremos un grupo seleccionado de procesos 
bajo la denominación generał de fenómenos de transporte. Se des.criben en mm 
forma matemdtica algo diferente de la correspondiente a las ondas elasticas y 
electromagneticas y, aunąue tambien corresponden a la propagación de una 
condición fisica, el cuadro fisico es diferente del de otros tipos de fenómenos 
ondulatorios. Comparando cuidadosamente los fenómenos de transporte eon las 
otrus ondas dcscritas en los capitulos que lo preceden, podemos tener una yisión 
mófl profunda de la descripción ondulatoria de fenómenos fisicos. 
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(18.1 


18.1 Inłroducción 

Cuando golpeamos una campana o encendemos la radio, el sonido se oye eu 
puntos distantes de la campana o de la radio. El sonido se ha transmitido a 
lrav£s de! aire que nos rodea. Si estamos en la playa y un bote pasa velozmenlo 
a cierta distancia de la orilla sentimos la onda producida por su rapido movimienlo. 
Cuando se enciende la Iampara del cuarto, este se ilumina. En la sección 17.11 
vimos que, como resultado de las relaciones fisicas entre los campos magnetieo 
y elćctrico, es posible transmitir una sehal electrica de un lugar a otro. Aunque 
el mecanismo fisico puede ser diferente para cada uno de los procesos mencionados, 
todos ellos tienen una caracteristica comiin, son situaciones fisicas producidas en 
un punto del espacio, que se propagan a traves del mismo y se reciben en otro 
punto. Todos estos procesos son ejemplos del movimiento ondulatorio . 

Do un modo mas generał, supongamos que tenemos una propiedad fisica des- 
orita por un cierto campo. Este puede ser un campo electromagnetico, la defor- 
mación de un resorte, la presión en un gas, la deformación de un sólido, el des- 
plazamiento transversal de una cuerda, y ąuizas hasta el campo gravitacional. 
Supongamos que las condiciones en un lugar lleguen a ser dependientes doi 
tłem po o dinśmicas, de modo que haya una perturbación del estado fisico en 
aąuel lugar. Las propiedades fisicas del sistema, descritas por las ecuaciones doi 
campo dependientes del tiempo (tal como las ecuaciones del electromagnetismo 
de Maxwell), dan como resultado la propagación de esta perturbación a travós 
del espacio. Esto ocasiona cambios en las condiciones fisicas en otros lugares. 
Entonces decimos que hay una onda asociada al campo particular considerado. 

Por ejemplo, consideremos la superficie librę de un liąuido. El campo en este. 
caso cs el desplazamiento de cada punto de la superficie eon respecto a su posicióu 


V 



PIr. JM.I. Omlas olństleus on (a) un resorlo, (b) un was y .(*•) una cuorda. 
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de equilibrio. En condiciones de eąuilibrio o estaticas la superficie librę de un 
llquido es piana y horizontal. Pero si en un punto las condiciones en la su per¬ 
licie se perturban dejando caer una piedra, por ejemplo, esta perturbación se 
propaga en todas las direcciones segun la superficie del liąuido. Para determinar 
el mecanismo de la propagación y su velocidad, debemos analizar como el des- 
plazamiento de un punto de la superficie del liąuido afecta el resto de la superficie. 
Partiendo de este analisis establecemos las ecuaciones dinamicas del procesu. 
E&tas ecuaciones nos permiten obtener información cuantitativa acerca de la 
variación de la perturbación en el espacio y en el tiempo. 

En este capitulo estudiaremos las caracteristicas generales del movimiento 
ondulatorio, para considerar a continuación algunas clases especiales de ondas. 
Muchos de los ejemplos corresponderan a ondas elasticas en una sustancia. Las 
diferentes y bien conocidas clases de ondas que se muestran en la fig. 18-1 son 
fundamentalmente ondas elasticas. En tales casos ignoraremos la estructura mo- 
lecular de la materia y supondremos que se trata de un medio continuo. Esta 
Buposición es valida mientras la variación espacial de la onda (determinada por 
la longitud de onda) sea grandę comparada eon la distancia intermolecular. 


18.2 Descripción maiemdiica de la propagación 

Consideremos una función £ = f(x) 9 representada graficamente por la curva con¬ 
tinua de la fig. 18-2. Si reemplazamos x por x — a, obtenemos la función 
£ = f(x — a). Evidentemente, la forma de la curva no ha cambiado; los mismos 
valores de £ se obtienen para valores de x aumentados en a . En otras palabras, 
suponiendo que a es positiva, vemos que la cuiva ha sido desplazada sin deforma- 
ción, liacia la derecha, una cantidad a. Analogamente tenemos que £ = f(x ■+ a) 


' S-Kz+a) « £=/(•>') £=/(*—®) 


1 

/ \ a 

A 


.A 



u _« a 

—i----« --—*1 


Fig. 18-2. Traslación de la función £(x) sin distorsión. 


corresponde a un desplazamiento rigido de la curva, hacia la izquierda, en la 
cantidad a . 

Si a vl y donde t es cl tiempo, obtenemos una curva M viajcra ,ł ; csl;o es, 
£ f(x - vl) representa una eurva quc se nnieve liacia la derecha eon vcloejdad 
v t Mamada veheidad de fasę (lig. 18-8a). Del mismo modo, £ -= f(x | vt) repre- 
Henl.a una curva (jue se nmove liacia la izquien!a eon velocidad r (fig. 18-fib). 
(hmchiimoH entonces que ima expresión inalemiHicn de la forma 


•• f(i- i »i) 


( 18 . 1 ) 




(a) (W (e) 


Fig. 18-8* Propagación sin distorsión de una onda (a) hacia la derecha y (b) hacia 
U iząuierda, (c) Ondas que se propagan en direcciones opuestas producen resultados 
adltlvos donde interfleren. 


es adecuada para describir una situación fisica que “viaja” o “se propaga” sin 
deformación en la dirección del eje X; esto se llama mouimienio ondulatorio. La 
cantidad z(x, t) puede representar muy diversas cantidades fisicas, tales como 
la deformación en un sólido, la presión en un gas, un campo electrico o mag- 
ndtlco, etc, 

{'Un caso especialmente interesante es aquel en el cual ę(x, t) es una función 
•inuBoidal o armónica tal como ! 

S(x, i) a* ę 0 sen k(x — vt). (18.2) 

La cantidad k tiene un significado especial. Reemplazando el valor de x por 
Z + 2t xjk t obtenemos para i) el mismo valor, esto es. 


l --irf j sen k — vt j 


Entonces 

X = 2njk 


= sen [k(x — vi) + 2rc] = £(x — vł). 

(18.3) 


Ol el "periodu espaciar de la curva de la fig. 18-4; esto es, la curva se rcpite a 
li misma cada iorfgitud X, La cantidad X se llama longitud de onda . Entonces 
la cantidad k = 2w/x ropresenta el numero de longitudes de onda en la distan- 
cła 2n y ae denomlna nńtnero dc ondu, aunque algunas veces oste nonibre se da 
a 1/X ó /r/2*, el cual ccrresponde al numero de longitudes de onda en la unidad 
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de longitud. Por consiguiente 

O 

j t) == Ę 0 sen k(x — vt) = Ę 0 sen —(x — vf) (18.4) 


representa una onda sinusoidal o armónica de longitud de onda X propagandose 
hacia la derecha segun el eje X eon velocidad v. La ec. (18.4) puede escribirse 
tambiśn en la forma 



donde v es la frecuencia eon la cual la ^ . 

, Fig. 18-4. Onda armomca. 

situacion fisica vana en cada puntó x, 

tenemos la relación importante 

i'Xv = i!M' (18.7) 

entre la longitud de onda, la frecuencia y la velocidad de propagación. Es evi- 
dente que si P es el periodo de oscilación de cada punto, dado, segun la ec. (12.2), 
por P =2tt/o> =s 1/v, podemos tambien escribir la ecuación (18.4) en la forma 

(; ę = ^sen2Tt (18.8) 

Analogamente 

X = E 0 sen k(x + vt) = ę 0 sen (kx + co/) 

= ^sen2*(y + ^r) ! (18.'.)) 

representa una onda sinusoidal o armónica moviendose segun — X. Es inte- 
resante observar la distribución en el espacio de £(x, /) a intervalos sucesi- 
vos de tiempo. La función Ux, t) se ha representado en la fig. 18-5 en los 
instantes / 0 , / 0 -f P/4, / 0 + P/2, t 0 + 3P/4, y t 0 + P. Notamos que mientras h\ 
situación fisica se propaga hacia la derecha, se repite a si misma en el espacio 
despućs de un periodo. La razón es que segun la ec. (18.7), 

x = a/v = vP , 

Ulo cual muestra quc podemos defmir la longitud de onda como la distnnda quo 
avanzu el rnovimicnto ondulntorio en uu periodo.** Por consiguiente, en el inovi- 
miento ondulntorio sinusoidal, tenemos dos periodicidados: unu en el tiempo. 
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dada par el periodo P, y la otrą en el espacio, dada por la longitud de onda X, 
catando las dos relacionadas por x = vP . /i 

El estudiante puede verificar facilmente que la expresión (18.1) para una onda 
puede escribirse en la forma equivalente 

5(x, t) = F(t ± xju) 

donde, como anteriormente, el signo positivo corresponde a la propagación en 


£ 



FI*. 1,8-5. Onda armónica propagandose bada la derecha. La onda recorre tu 
dliUnda X en el tiempo P. 


la dirección de — X y el signo menos a la propagación en el sentido de +X. 
Asi, para una onda armónica, las ecs. (18.5) y (18.9) pueden escribirse 

i(x t 0 = sen o>(/ ± xju) = ę 0 sen (<*>l i kz ). (18.10) 

HJHfiil B LO lH.f t Uh dlapnsftn osclla eon una frecmmclu do 440 I Iz, SI la vcloelcłiul 
doi sonldo en ei airc os 040 m s" 1 , hullur la longitud de onda dul.sonido producicio. 
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$olución: Usando la ec. (18.7), tenemos 



V 


340 m s" 1 
440 Hz 


- 0,772 m. 


BJEMPLO 18 . 2 . La luz se propaga en el vacio eon la velocidad de 3 x 10 8 m s*" 1 . 
Hallar la longitud de onda correspondiente a la frecuencia de 5 X 10 14 Hz, que es 
]ft frecuencia de la luz roją del espectro yisible. 

Molución: Usando de nuevo la ec. (18.7), obtenemo^ 


X 


u 


3 X 10 6 m s" 1 
5 x 10 14 Hz 


= 6 x 10 7 m. 


El estudiante* comparando estos dos ejemplos, se dara cuenta de la diferencia en 
los órdenes de raagnitud de los datos y los resultados cuando se trata de ondas 
sonoras u ondas luminosas. 


18*3 Analisis de Fourier del morimiento ondulatorio 

En la sección 12.15 vimos que, segun el teorema de Fourier, cualquier movi- 
miento periódico se puede expresar como una superposición de moyimientos 
armónicos simples de freeuencias o>, 2co, ...,/ico, ... ó periodos P, P/2, ...» 
P/n, _ El mismo resultado se aplica al movimiento ondulatorio periódico. 



Supongamos que £, = f(x — ot) sea un movimiento ondulatorio periódico, esto 
es, un movimiento que se repite a si mismo en los instantes P, 2P, ..nP, ... 
(fig. 18-6). En otras palabras, 

1 1 ę =» /*(x — ot) = f[x — v{t I; P) ] f(x — vt “F oP). 

t/Esto Higiiblca que en un instante dudo, el valor de 5 es el mismo cuaudo x aumentn 
o diamlnuye cm vl\ 2 o/\ .... nvl\ ..., Por hi tanio, si en lugar de cambiar /, 
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cambiamos x en la cantidad x = vP , la onda se repite a si misma en eł espacio. 
Hen os ya observado que esto sucede en eł movimiento ondulatorio sinusoida! 
(o armónico). 

Supongamos ahora que ę = f(x) es una función periódica en el espacio de pe¬ 
riodu X, esto es, f(x) = f(x + X). Por tanto, usando el teorema de Fourier, ex- 
plicado en la sección 12.15, podemos escribir 

Ę = f(x) = a 0 + a x cos kx +- a 2 cos 2kx + ... + a n cos nkx + ... 

+ b ± sen kx + b % sen 2 kx 4- ... + b n sen nkx + .. ,, 

donde k = 2tt/X juega el mismo papel que co en la ec. (12.74). Los coeficień Los 
a n y b n se obtienen en forma similar a la indicada en las ecs. (12.74), eon x en 
lugar de L Entonces, el movimiento ondulatorio descrito por = f(x — vt) puede 
expresarse como 

l = f(x — vt) = a 0 + a x cos k(x — vt) + a 2 cos 2 k(x — vf) 

+ ... a n cos nk(x — vf) + ... 

. + b x sen k(x — vt ) + b 2 sen 2 k(x — vt ) 

+ ... + b n sen n/c(x — 1 >/) + ... 

o, ya que <o — kv, 

Ę = f(a; — af) = a 0 + a x cos (kx — co/) + a 2 cos 2(kx — W) 

+ ... + a n cos n(kx — co/) + ... 

+ b x sen (kx — co/) + b 2 sen 2(kx — co/) 

+ ... + b n sen n(/cx — co/) + .. ., 

lo cual indica que cualąuier moyimiento ondulatorio periódico se puede expresnr 
como una superposición de movimientos ondułatorios armónicos de freeueneins 
w* 2o>, 3<o, ..., nco, ... y longitudes de onda X, x/2, X/3, .. x/n, .... Debido n 
esto resultado es importante que comprendamos el movimiento ondulatorio 
annónico a lin de entender el movimiento ondulatorio en generał. 



Fig* 18-8- Pulso armónico. 


KJKMPIJ} is m :t 4 Una onda desenia al tiempo t = 0 por la función f(x) utosLnidtt 
en la lig. 18-8, se expresa por Ę —- A sen k 0 x en el intervalo Ax - x 2 x, y por 
cero fue.ru de esic mtervalo. Este lipo de onda se Mama puho o paqneie dc ontlan, 
Huecr el unńllsis de Fourier de esta onda. 

MobirMnt Esto problemu es scmcjanle ul discutido cri la sección 12-15 para !u eurva 
represenladn en la lig. 12-45; sólo es neresurio reemplazar / por x, y <o 0 por /c 0 . Kuto 
il gnili ca qmv paru obtener una onda del Lipo IIuHlrado en la fig. 1K-8, debemos su* 
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perponer muchas ondas eon numeros de onda k que van desde — oo a + oo, cada 
Una asociada eon una amplitud A(k) semejante a la de la fig. 12-46 y tambien mos- 
trada en la lig. 18-9. La amplitud A(k) es apreciable solamente para valores de k 
en un intervalo AA: alrededor de k 0 igual a 

AA: ^ 2tc/Ax ó Ax AA: ~ 2k 9 

en analogia eon la ec. (12.76). Esta relación indica que mientras mas pequeńa sea 
la región del espacio en el cual la onda se localiza, mayor es el intervalo de lon- 
gltudes de onda reąuerido para representar el paquete de onda. 


A(k) 



Fig. 18*9. Transformada de Fourier del pulso mostrado* en la fig. 18-8. 


ISA Ecuación diferencial del morimiento ondulałorio 


Como próximo paso, investiguemos cómo determinar cuando un campo dado, en 
función del tiempo, se propaga como una onda sin distorsión. Como los campos 
asociados eon cada proceso fisico estan gobernados por leyes dinamicas (carae- 
teristicas de cada proceso) que pueden expresarse en la forma de ecuacioncH 
diferenciales, como se mostró en el caso del campo electromagnetico, debenios 
explorar la posibilidad de encontrar una ecuación diferencial que sea aplicable 
a, todo tipo de movimiento ondulatorio. Entonces, cada vez que reconozcamos 
que un campo particular, como resultado de sus propiedades fisicas, satisface 
tal ecuación, podemos estar seguros que el mismo se propaga a traves del espacio 
eon yelocidad definida y sin distorsión.* Reciprocamente, si experimentalmente 
obseryamos que un campo se propaga a traves del espacio eon una yelocidad 
definida y sin distorsión, estamos en condiciones de describir tal campo por rnedio 
de un conjunto de ecuaciones compatibles eon la ecuación de onda. 
i/La ecuación que encontraremos muchas veces y que describe un movimicnto 
ondulatorio que se propaga a una yelocidad definida v y sin distorsión segón las 
direcciones +X ó —X es 


a a 2 ę 

- ss V 2 -. 

dl 2 3X 2 


( 18 . 11 ) 


* Kuta rniHinu tćcnlcn se uUHzó en el cupftulo 12, doiule deseubrlmos que un movlmlenU> <>»cl- 
latorlo anminico fdmple sigm* ona ecuticlón del Upo ,| to a a* 0 y por cmudgulcnle u hu mon 

nutu ecunelón para IdimUnenr vm*ioH UpoH de moyliulento arnióntco nlmple, una vex en lal) leci d as 
Iak leyes flslcan del moylmUmto, 
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llamada ecuación diferencial del mouimiento ondulatorio. La solución generał de 
la eo. (18.11) tiene la forma de la ec. (18.1). Esto es 

'' 0 = fi(x — vt) + f 2 (x + vf). ’’ (18.12) 

De este modo la solución generał de la ec. (18.11) se puede expresar como la su- 
perposición de dos movimientos ondulatorios que se propagan en la misma direc- 
clón pero en sentidos opuestos.^Desde luego,. para una onda que se propaga en 
un Bolo sentido, aparecera una sola de las dos funciones en la ec. (18.12). Sin 
embargo, cuando (por ejemplo) tenemos una onda incidente que se propaga 
BOgón +X, y una onda reflejada que se propaga segun —X, se debe usar la 
forma generał de la ecuación (18.12). Para probar que una expresión de la forma 
de la ec, (18.12) es una solución de la ecuación de onda (18.11), debemos recordar 
tlgunos resultados matematicos, Si tenemos una función y =» f(u) 9 donde u es 
i su vez función de x , esto es, u(x), entonces 

dy _ dy du 

dx du dx 

llamada regla de derwación en cadena .* Por ejemplo, si y = sen (’3x 2 ), tenemos 
y h sen u, u — 3x 2 , dyjdu = cos u y du/dx — 6x, de modo que 

dy/dx = (cos u)( 6x) = 6x cos 3x 2 . 

Apliąuemos ahora la regla de derivación en cadena a 5=f(x± vi ). En este 
caso hacemos u = x ± vt, de modo que g = f(u), y notando que hay dos variables 
X y i debemos usar derivadas parciałeś, duldx = 1, du/dt = ± Luego 

ag _ di eu _ di ćg _ rfg du - \ 

dx du dx du 9 di du di du 

Tomando ahora las derivadas segundas, tenemos 

a 2 g _ / ag \ du _ dH 

dx 2 du \ dx / dx du 2 * 

a 2 g d ( di \ du dH , , , 2 dH 

di 2 du \ dt } di du 2 v ' du 2 

Combinando ambos resultados para eliminar c? 2 g/du a , obtenemos la ec. (I8.il), 
lo cual prueba que g = f(x ± vt) es una solución de la ecuación de onda. inde- 
pondlentomcnte de la forma de la función fjfcomo la ecuación de onda es lincal, 
la solución generał es del lipo indicado en la ec, (18,12). 

Podanios verificar, usando un ejemplo concreto, que la ecuación de onda (18,11) 
10 Sfttiflface para una onda sinusoida!, g = ^ sen k(x — ot). Totnnndo Inn derl- 

* Vor Cdłcuio inflnUeslmal // geometria analflica , Lurceru edlclón, por G. B. Thomai, Agutlur, 
Mftdrld, 1904, fcocclón 2-5. 
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vadas parciałeś eon respecto a x y 1, tenemos 

= kią cos k(x — vt), = — k 2 i 0 sen k(x — vt ); 

dx 8x 2 ' 

~~ = — kvią cos k(x — vt), = — k 2 v 2 i 0 sen k(x — vt). 

Por lo tanto 8 2 ij8t 2 ^v 2 8 2 ijdx 2 y de aeuerdo eon la ec. (18.11). 

A fin de comprender mejor las ideas fundamentales del movimiento ondula- 
torio, en este capitulo discutirenios ciertos tipos de ondas que son mas o menos 
familiares a los estudiantes. El estudiante notara que en las ondas a discutirse 
en las secciones subsiguientes, la ec. (18,11) es el resultado de las leyes dinamicas 
del proceso, teniendo en cuenta ciertas aproximaciones tales como pequena am¬ 
plitud, o gran longitud de onda, etc. Por consiguiente, la teoria relacionada eon 
la ec. (18.11) es aplicable solo en estas aproximaciones. 


18.5 Ondas eldsticas en una barra 

Si provocamos una perturbación en uno de los extremos de una barra, golpeandola 
por ejemplo eon un martillo, la perturbación se propaga a lo largo de la barra y 
eyentualmente sę siente al otro extremo, Decimos que se ha propagado una onda 
elastica a lo largo de la barra. En esta sección, nuestro propósito es discutir deta- 
lladamente esta onda elastica y ver como esta relacionada su velocidad de pro- 
pagación eon las propiedades fisicas de la barra. Consideremos una barra de 
sección transversal uniforme A, sujeta a una fuerza segun su eje indicada por F. 



Fig. 18-10. Las fuerzas sobre cualquier sección lransversal de una barra somolida 
a esfuerzo son iguales y opuestas. 


La fuerza F no es necesariamente la misma en todas las secciones y puede variar 
a lo largo del eje de la barra. Sobre cada sección transyersal actńan dos fuerzas 
iguales y opuestas (como se muestra en la fig. 18-10); una es la tensión sobre la 
parte iząuierda debida a la porción derecha y la olra es la tensión sobre la parte, 
derecha debida a la porción izquierda de la hurra, EJ esfuerzo normal o tensión A 
sobre una sección de la barra se deftne como la fuerza por unldad de ńrea que se 
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e]erce perpendicularmente a la sección transversal en ambos sentidos. Entonees 
d = FI A. (18.13) 

La tensión normal se expresa en N m~ 2 . 

Bajo la acción de tales fuerzas cada sección de la barra experimenta un despla- 
zamicnto i paralelo al eje. Si este desplazamiento es el mismo entodoslospuntos 
de la barra, no se produce deformación, sino simplemente un desplazamiento 
rlgido de la barra segun su eje. Estamos interesados en el caso en el cual se pro¬ 
duce deformación, de modo que haya una variación de Ę a lo largo de la barra, 
eito es, que i sea una función de x. Consideremos dos secciones A y A* separadas 
lft distancia dx en estado de equilibrio (fig. 18-11). Cuando las fuerzas se mani- 

r— : ---i 



flestan, la sección A se desplaza la distancia i y la sección A\ la distancia V. 
Luego, la separación entre A y A' en el estado de deformación es 

dx + (V ^dx + di, 

donde di = £' — i. La deformación de la barra en aquella region ha sido por 
oonsiguicnte di. La deformación unitaria normal e en la barra es la deformación 
por unidad de longitud a lo largo del eje de la barra. Como la deformación di 
oorresponde a la longitud dx vemos que la deformación unitaria de la barra es 

• * 05 / 8 ®. ( 18 . 14 ) 

Obsórvese que cuando no hay deformación, l es constante y € = 0 t o sea que 
no hay deformación unitaria normal. Esta deformación unitaria, siendo el co- 
olente de dos longitudes, es una cantidad adimensional. 

' Entre el esfuerzo normal c5 y la deformación unitaria e de la barra hay una 
relación llamada ley de Hooke , que establece que 

denlro del llmite de elasticidad del materiał , la normal es esfuerzo 
proporcional a la deformación unitaria normal 

o §ea 

= Y«,‘ (18.15) 

dond« y, :la constante de proporcionalidad, es el módulo de elasticidad de Youngi 
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Se expresa en N m~ 2 , ya qne e es un factor sin dimensiones. La ley de Hooke es 
una buena aproximación al comportamiento elastico de una sustancia siempre 
que las deformaciones sean peąuenas. Cuando las tensiones y deforraaciones son 
grandes la ec. (18.15) no es valida y la descripción de la situación fisica se complica. 

, La tabla 18-1 da las constantes elasticas de ciertos materiales; ellas son: el 
módulo de Young Y, el módulo de elasticidad de yolumen k definido en la ec. (18.22) 
y el módulo de rigidez G definido en la ec. (18.31). 


TABLA 18-1 Constantes elasticas (10 11 N m“ a ) 


Materiał 

Y 

K 

G 

Aluminio 

0,70 

. 0,61 

0,24 

Cobre 

1,25 

1,31 

0,46 

Hierro 

2,06 

1,13 

0,82 

Plomo 

0,16 , 

0,33 

0,054 

Niquel 

2,1 

1,64 

0,72 

Acero 

2,0 

1,13 

0,80 


Introduciendo las ecs. (18.13) y (18.14) en la ec. (18.15) y despejando F, ob- 
tenemos 

F=YA—. (18.16) 

dx 

En el caso de una barra o alambre en eąuilibrio eon un extremo fijo en cl 
punto O (fig. 18-12) y sujeto a una fuerza F aplicada en el otro extremo A, tene¬ 
mos que la fuerza sobre cada sección debe ser la misma e igual a F. Entonces, 



integrando la ec. (18.16) eon F constante obtenemos la deformación en cada 
sección, 



En particular, la deformación l en el extremo librę A se obtiene haciendo x = L t 
de modo que l FL/YA . Esta relación nos permite medir experimentalmeule 
el módulo de Young. 

Cuando la barra no estń en equilibrio, la fuerza no es la misma en todus sus 
seceiones, por lo que una de ellas de espesor dx es tara sometida a uiui fuerza 
resuliante distinta de cero. Por ejemplo, en la lig, 18-11, la cara A' de la sección 
do espesor dx estń sometida a lu fuerza F* hucia la derecha debida a la tensión 
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que ejerce la parte derecha de la barra, mientras el lado A estó sujeto a la fuerza F 
hacift la iząuierda, debida a la tensión de la parte iząuierda de la barra. La fuerza 
neta sobre Ja sección es F — F = dF = (8F}dx) dx hacia la derecha. Si p es la 
densidad del materiał de la barra, la masa de la sección es de dm = pd V = pA dx t 
donde A dx es el volumen de la sección. La aceleración de esta masa es dHjdP, 
Por lo tanto, aplicando la relación dinamica fuerza — masa x aceleración, po- 
demos escribir la ecuación de movimiento de la sección en la forma 


dF 

dx 


dx = (pA dx) 


dH 

HF 




(18.17) 


En este problema tenemos dos campos: uno es el desplazamiento l de cada 
sección de la barra, donde Ę es una función de la posición y del tiempo, y el otro 
es la fuerza F que se ejerce sobre cada sección, siendo F, tambien, función de la 
posición y del tiempo. Estos dos campos estan relacionados por las ecs. (18.16) 
y (18.17) que se pueden denominar ecuaciones diferenciales del campo elaslico 
de la barra deformada y que describen las condiciones fisicas del problema. Estas 
ecuaciones son matemśticamente equivalentes a las ecuaciones de Maxwell para 
fl electromagnetismo. Combinaremos ahora las ecs. (18.16) y (18.17). Tomando 
lt derlvada de la ec. (18.16) respecto a x tenemos 


= i. 

8x dx 2 


Suitituyendo este resultado en la ec. (18.17) y cancelando el factor coraun A, 

tenemos 


dK __ y a 2 £, 
di 2, p 8x 2 


(18.18) 


Gita es una ecuación similar a la ec. (18.11) y por lo tanto podemos concluir que 
•1 Campo de deformación ; se propaga a lo largo de la barra, eon una velocidad 

v = fY/p, (18.19) 


reiultado que ha sido confirmado experimentalmente, midieado independien- 
temente las tres cantidades. Notemos que la ec. (18.19) es correcta dimensio- 
nalmentc, ya que Y se expresa en N m~ 2 y p en kg m~ 3 ; luego, su cocientc es 
(N m- 8 )(kg lTr 3 )"* 1 = m 2 s~ 2 , que son las dimensiones del cuadrado de una velo- 
cidad. Utilizando la ec. (18.16) el estudiante puede verificar que el campo de 
fuerzas F satisface una ecuación similar, 


d*F _ Y 8*F 
dl 2 ~ p dx 2 ’ 


(18/20) 


indlcando que el campo de fuerzas se propaga a lo largo de la barra eon la inisma 
veloclthul que el campo de desplazamientos. 

E& impprtante notar que la ondn deserita por las ecs. (18.18) y (18.20) corres- 
ponde a lim propledades fisieas deformación 5 y fuerzu F t oiiimtadaa aegón ln 
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dirección de propagación de la onda, o sea segun el eje X. Ęste tipo de movi- 
miento ondulatorio se llama longitudinaL 

Debemos observar que las ecuaciones de campo (18.16) y (18.17) implican Jas 
ecuaciones de onda (18,18) y (18,20), pero la reciproca no es eierta ya ąueotras 
ecuaciones de campo pueden implicar tambien una ecuación de onda. Por con- 
siguiente, las ecuaciones fundamentales del campo de nuestro problema son 
(18.16) y (18.17). Las ecuaciones de onda (18.18) y (18.20) solo son consecuencias 
de las ecuaciones de campo. 


EJEMPLO ISA, Estimar la velocidad de propagación de las ondas elasticas lon- 
gitudinales en una barra de acero. 


Solución: Usando los valores de la tabla 18-1 y el valor 7,8 X 10 3 kg m 3 para la 
densidad del acero, tenemos, usando la ec. (18.19) que 


u 



X 10 11 N m" 2 
X 10 3 kg m~ 3 


= 5,06 x 10* m s" 1 . 


El valor experimental es 5,10 x 10 3 m s -1 a 0°C. Comparese eon la velocidad del 
sonido en el aire, que es de 340 m s" 1 . 


EJEMPLO 18.5 . Discutir las ondas longitudinales en un resorte. 

Solución : Cuando se produce una perturbación en un resorte estirado y el desplaza- 
miento experimentado por una sección del mismo es Ę, la fuerza en esa sección 
es F = K(dZ,fdx% donde K es el módulo de elasticidad del resorte. Esta ecuación 
es la equivalente de la ec. (18.16) para una barra. El coeficiente K no debe con- 
fundirse eon la constante elastica k introducida en la ec. (12.5). Para obtener la 
relación entre K y k observamos que si el resorte, de longitud L se estira lenta- 
mente hasta que su longitud aumenta en /, la fuerza F debe ser la misma en todos 
los puntos del resorte en equilibrfo. De este modo dfydx = IjL y F = ( K/L)l. La 
cantidad l es lo que hemos llamado x en la ec. (12.5), F — kx 9 y por consiguiente 
k = K/L ó K = kL. Consideremos ahora una porción del resorte de longitud dx f 
de masa m dx , donde m es la masa por unidad de longitud. Razonando del mismo 
modo que para obtener la ec. (18.17), escribimos 

m dt* 8x dx 2 dł a m Sx 2 ’ 

que tiene la forma de la ecuación de onda (18.11). Por lo tanto, la yelocidad de 
propagación de la onda longitudinal a lo largo del resorte es 

v ~ V K/m — V kL/m. 


18.6 Ondas de presión en una columna de gas 

A continuación consideraremos las ondas elósticas que se produccn en un gas 
debido a las yariaciones de presión. El sonido es el ejemplo mós imporLante de 
este tipo de onda. Para siinplifiear, consideraremos queolas ondas se propagan 
en un gas enoerrado en un tubo o cafto cilindrico. 

I Fay una diferencia iuiportante entre las ondas elóstieas en un gns y las ondas 
eldsticas en unu barnu Los gases son rnuy compresibles y cumido se estableoen 
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fluctuflciones de presión en un gas, la densldad del mismo experimenta las mismas 
fluctuaciones que la presión, 

Scan p 0 y p 0 la presión y la densidad del gas en condiciones de eąuilibrio. En 
estas condiciones, p 0 y p Q conservan el mismo valor en todo el volumen del gas, 
OBto es, son independientes de x. Si la presión del gas se modifica, un volumen 
elemental tal como .4 dx (fig, 18-13) se pone en movimiento debido a una fuerza 
neta no nula. En consecuencia, la sección A se desplaza la distancia i y la sec- 
dón A* la distancia de modo que el espesor del volumen elemental despues 
de la deformación es dx + (£' — i) = dx + di. Hasta aqui, todo parece identico 
ftl caao de la barra. Sin embargo, debido al cambio de volumen, la densidad 



Fig. 18-13. Onda de presión en una columna de gas. 


cambia porque el gas es mas compresible. La masa del volumen elemental en 
eąuilibrio es p 0 A dx y la masa del volumen perturbado es pA(dx + di), donde p 
68 la densidad del gas perturbado. El principio de la conservación de la masa 
reąuiere que dichas masas sean iguales, es decir 

pA(dx + dl) = p 0 Adx ó p ^ 1 + j = p 0 • 

Despejando p , obtenemos 


H l + di/dx * 

Como en generał di/dx es pequeńo, podemos reemplazar (1 + di[dx)~ x por 
1 — dljdx f usando el desarrollo del binomio (M. 28); asi resulta que 

p = p 0 (i - dijdx) Ó p — p 0 = — p 0 (aę/ftc). (18.21) 

La presión p cstó relacionada eon la densidad p por la ecuación de estado, quc 
■e pue.de escribir p = f(p ). Aplicando el desarrollo de Taylor (M. 31) a esta fun- 
Olón, sc tienc 

" ^ (■%■), + +••• 

Para varlącioncH de densidad rclativamente peąueftas, podemos conservar ńnl- 
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camente los dos primeros terminos y escribir [recordar la ec. (M. 32)] 


P = Po + (p — Po) 



La cantidad 


k = p 0 



(18.22) 


recibe el nombre de módulo de elasticidad de uolumen. Se expresa en N m~ a , las 
mismas unidades que usamos para la presión. Entonces podemos escribir 

P =Po + k (±IZPł.\ (18.23) 

V Po ' 

Esta expresión corresponde a la ley de Hooke para los fluidos. Usando la ec. (18.21) 
para eliminar p — p 0 , tenemos 


P 


= Po — K 


ii 

dx 


(18.24) 


Esta expresión relaciona la presión en cualąuier punto de la columna de gas eon 
la deformación en el mismo punto. [Para una barra elastica la ec. (18.24) es 
equivalente a la ec. (18.16).] 

Necesitamos ahora la ecuación de movimiento del volumen elemental; la masa 
del mismo es p 0 A dx y su aceleración es d^jdt 2 . El gas a la iząuierda de nuestro 
elemento de volumen lo empuja hacia la derecha eon una fuerza pA y el gas quc 
esta a la derecha ło empuja hacia la iząuierda eon una fuerza p’A, Por lo tanto, 
la fuerza resultante en la dirección + X es (p — p')A = — A dp, ya que 
dp • = p f — p. Entonces la ecuación de movimiento es 

d 2 E dp d 2 l ■ .>■ 

O-Adp=( P0 Adx)-^. 6 (18.25) 

Tambien en este problema tenemos dos campos, el campo de desplazamiento ę 
y el campo de presión p. Las expresiones (18.24) y (18.25) son las ecuaciones que 
relacionan ambos campos. Estas ecuaciones pueden combinarse del siguiente 
modo. Derivando la ec. (18.24) eon respecto a x , recordando que p 0 es constante 
en todo el gas, se obtiene 

dp __ 

dx dx 2 

la cual, comparada eon la ec, (18.25), nos indica que 

. f/ m _ k m 

dl* p 0 <lr* 


( 18 . 26 ) 
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Una vez mós obtenemos una ecuación similar a la ec. (18.11) y concluimos que 
cl dcsplazamiento producido por la perturbación de la presión de un gas se pro- 
paga eon la velocidad 

» = y«IPo- (18.27) 

El estudiante debera verificar la compatibilidad de las unidades en esta ecuación. 
IiH presión tambien obedece a una ecuación como la (18.26), lo cual el estudiante 
putule verificar combinando la ec. (18.24) eon la ec. (18.25). Dicha ecuación es 

d 2 p K d 2 p 

'W ** 77 ~dx 2 ’ 

Esta es la razón por la cual a las ondas elasticas en un gas se les llama ondas de 
presión . El sonido es simplemente una onda de presión en el aire. Una explosión, 
o sea un rópido aumento local de presión, produce una fuerte onda de presión, 
pero en este caso las variaciones de densidad pueden ser tan grandes que las 
tproximaciones heebas en nuestra teoria dejan de ser validas, resultando una 
ecuación mas complicada. 

Anńlogamente, el estudiante, combinando las ecs. (18.21) y (18.26), puede 
veriflcar que la densidad del gas obedece a una ecuación de la misma forma, o sea 

d 2 p K d 2 p 

"W 77 

Por consiguiente, al referimos a un gas, podemos hablar de una onda de desplaza- 
młento, una onda de presión o una onda de densidad. Las ondas de desplazamiento 
16 asemejan a la imagen grafica que tenemos de las ondas superficiales en un 
lląuido (es decir, el movimiento de materia en conjunto). Las ondas de presión 
y las de densidad, aunąue no corresponden a tal imagen grafica tambien des- 
criben una situación fisica que se propaga a traves del gas. 

El rnovimiento ondulatorio en los gases es un proceso adiabatico, termino que 
»e usu esencialmente en el sentido de que no hay intercambio de energia calórica 
entre los elementos de volumen del gas. En oondiciones adiabaticas p = Cp y 9 
donde y cs una cantidad caracteristica de cada gas. Para muchos gases diatómi- 
COS, hu valor es aproximadamente 1,4. Entonces dpjdp = yCp*" 1 , y K=. p 0 (dpjdp) {) = 
yCpi « yp 0 . Entonces, ąuitando el subindice 0 y sustituyendo en la ec. (18.27), 
encontrainos que la velocidad del sonido en un gas es 

P = y^pip. (18.28) 

La onda asociada eon el campo £ es tambien una onda longitudinal, ya quc el 
dciplazamiento es paralelo a la dirección de propagación. La presión />, sin em¬ 
bargo, no es un veclor y no tiene dirección asociadu. La dirección asociadn es 
la de la fuerzu producida por la difcrencia de presión y es norma] u la superllcie. 
Por consigiiUHite, el movimie»ito ondulatorio correspondiente ul campo de presión 
ci una mula escalar. Lu onda correspondiente a la densidad /> es Intubićn escnlnr. 
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BJEMPLO 18.6 , Obtener la relación entre la velocidad de una onda de presión 
en un gas y la temperatura del gas. 

Solución: Como probamos en el problema 9.46, la relación entre la presión y el 
yolumen de un gas es pV = n RT. Pero como p = m/V, tenemos que p/p = n RT/m 
RT/M f donde M = th/n es la masa de un mol del gas, expresada en kg. Por lo 
tanto, la razón p/p es proporcional a la temperatura, y podemos escribir 

v = v YP/P = K JRT/M = a ff, 

donde a = Y yR/M. Sabemos por medidas experimentales que a T = 273,15°K (0°C), 
la yelocidad del sonido en el aire es 331,45 m s" 1 . Luego el coeficiente a tienc el 
valor 20,055, y la yelocidad del sonido en el aire a cualąuier temperatura (medida 


Y 



Fig. 18-14. Fuerzas que se ejercen sobre una sección de una cuerda desplazada 
transversalmente. 


en K) es v = 20,055 T m s* 1 , resultado en concordancia eon los valores experi- 
mentales para grandes intervalos de temperatura. 

EJEMPLO 18,7. Obtener la relación entre las amplitudes de las ondas de desplaza- 
miento y las de presión en una columna de gas. 

Solución: Supongamos que las ondas de desplazamiento sean armónicas y estón 
expresadas por £ = 5 0 sen (kx — u>t) t Sustituyendo en la ec. (18.24), encontramos 

dl „ 

p — Po = -* —— = — A*/c£ 0 COS (łcx - tot). 

dx 

De este modo la onda de presión oscila en torno a su valor promedio eon una am¬ 
plitud 9 0 dada por 9 0 = KkĘ 0 . Usando la ec. (18.27) para eliminar ic> cscribimos 


9 0 — t? 2 p 0 /cĘ 0 . 


Podemos obtener una expresión equivalente usando la relación dada en la ec. (18.6) 
k = co/y, entonces 


9 o — ^Po w ^o — 27ryp 0 v£ 0 . 

Estas relacioncs son exlrcmadamcntc utiles en cdlculos acusticos. Por ejcmplo, a 
la frocuenebi de 400 Hz, el sonido mas dćbll que se puede oir eorrespomle a una 
amplitud de presión de alrodedor de K x 10“* N nr®. La co rres pond lenie amplllud 
de (iespluzumlenlo, toummto 1,29 kg nr® paru la donsidad doi aire y 345 rn s -1 
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pani la yelocldad doi sonldo, es 

ę 0 = — = 7,15 x 10- 11 m. 

2tui; p 0 v 

Esta amplitud es del orden de las dimensiones moleculares. 


18J7 Ondas transrersales en una cuerda 


Como problema siguiente consideraremos el caso de una cuerda sometida a una 
tensión T. En condiciones de eąuilibrio la cuerda estó en linea recta. Desplacemos 
la cuerda perpendicularmente a su longitud, en una pequeńa cantidad, como 
muestra la fig. 18-14, Entonces una porción AB de la cuerda de longitud dx se 
dcsplaza de su posición de eąuilibrio una distancia Ę. En cada extremo actua 
una fuerza tangencial T; en el extremo B esta fuerza es producida por la tensión 
de la cuerda a la derecha y en el extremo A por la tensión de la cuerda a la iz~ 
ąuierda. Debido a la curvatura de la cuerda, estas dos fuerzas no son directamente 
opuestas. La componente vertical de cada fuerza es T' y =? T sen a', — T sen a. 

La fuerza resultante sobre la porción AB de la cuerda es 

F y = T(sen a' — sen a). 

Si la curvatura de la cuerda no es muy grandę, los dngulos a y a' son peąuenos 
y sus senos se pueden reemplazar por sus tangentes. De modo que la fuerza hacia 
arriba es 

Fy = T ( l S — tg a) = T d (tg a) ~ T (tg a) dx , 


donde se usan derivadas parciałeś porąue tg a depende de x y de t. Como tg a, 
que es la pendiente de la curva formada por la cuerda, es igual a dtyd: r, se tiene 



Esta fuerza debe ser igual a la masa de la porción de cuerda AB multiplicada 
por su aceleración hacia arriba Si m es la densidad lineal de la cuerda, 

o masa por unidad de longitud, expresada en kg nT 1 , la masa del segmento AB 
es m dx ; la ecuación de movimiento de este segmento de cuerda (usando la rela- 
ción fuerza = masa x aceleración) es, entonces, 


(m dx) 


dH 



6 


_ T 

~ In ~d& % 


(18.29) 


Una vez mds obtcncmos la ec. (18.11), lo que verifica que una perturbación trans- 
vcnal en una cuerda se propaga a lo largo de la misma eon una ve!ocidad 

(18.30) 
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tłempre que la amplitud sea peąueńa. El estudiante puede verificar la compa- 
tlbilidad de las unidades en esta ecuación. 

Este ejemplo difiere de los anteriores en dos aspectos importantes. Uno es que 
tcnemos un solo campo, el desplazamiento £, y la ecuación de onda (18.29) es un 
resultado directo de la ecuación de movimiento. El segundo, mas importanie 
itn, es que el movimiento ondulatorio es transversal. Esto es, la propiedad fisica, 
(I desplazamiento ę, es perpendicular a la dirección de propagación de la onda, 
que es segun el eje X. Pero hay muchas direcciones para las cuales el desplaza- 
mlento es perpendicular al eje Xi' Si escogemos dos direcciones perpendiculares 


Y 



Fig. 18-15* Onda transversal no polarizada, en una cuerda. 


entre si, Y y Z como referenda, podemos expresar el desplazamiento transver- 
aal £, considerado como vector, en función de sus componentes segun los ej es 
Y y Z. Mientras la perturbación se propaga, la dirección de Ę puede camhiar 
dc un punto a otro dando como resultado que la cuerda se retuerce (fig. 18-15). 
Sin embargo, si los desplazamientos son paralelos, por ejemplo, al eje Y, la cuerda 
estaró siempre en el piano XY, y decimos que el movimiento ondulatorio estó 
polarizado linealmenłe (fig. 18-16). Es obvio que una onda transversal se puede 
siempre considerar como la combinación de dos ondas polarizadas linealinente 
en direcciones perpendiculares. Si £ tiene una longitud constante pero cambia 
de dirección, de modo que la cuerda yazca sobre una superficie cilindrica (fig. 18-17), 
la onda estó circalarmenłe polarizada . En este caso cada porción de cuerda se 
mueve en un circulo alrededor del eje X. La polarización de las ondas transversa- 
les es un tema muy importante, que discutiremos detalladamente en el capitulo 20, 
Debe observarse que al escribir la ec. (18,29) hemos tornado en consideración 
SOlamente el movimiento transversal de la cuerda. Sin embargo, podemos veri- 
flcar fńeilmente que no hemos ignorado ningun movimiento a lo largo de la cuerda. 
La fuerza resultante paralela al eje X es 
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FI*. 18-10. Onda transversal polariza- 
da linealmente, en una cuerda. 



Fig. 18-17. Onda transversal polariza- 
da circularmente, en una cuerda. 


Pero cuando el óngulo es muy peąueńo, el cosepo es, eon mucha aproximación, 
lgual a uno. Por consiguiente, hasta aproximaciones de primer orden, cos a' «s# cos a 
y F x = 0, de modo que la fuerza neta paralela al eje X es cero. 

JBJEMPLO 18.8. Ondas elasticas transversales en una barra, 

Boluctón: En la sección 18.5 estudiamos las ondas elasticas longitudinales en una 
barra, Analizaremos ahora las ondas elasticas transversales. Consideremos una 
barra que en su estado sin distorsión esta representada por la parte punteada de 
la fig. 18-18. Si en un instante dado se hace vibrar la barra golpeandola transver- 
lalmonte, adopta la forma de la llnea curva y podemos suponer que cada sección 
de la misma se mueye hacia arriba y hacia abajo pero no horizontalmente. Sea Ę 
el dcsplazamiento transversal de una sección dx en un instante dado. Este desplaza- 
mlento debe ser una función de la posición, porąue, si fuera constante, correspon- 



Fig. 18-18. Onda cortante o de cizallamiento en una barra. 


derla a un dcsplazamiento paralelo de la barra. La cantidad y ~ d^/dx que es la 
varlftción de desplazamiento transversal por unidad de longitud, recibe el nombre 
de dejormación iransuersal unitaria. Como resultado de la deformación, cada sección 
de espesor dx estń sometida a dos fuerzas de sentido contrario F y F', tangentes 
ą la a u per licie (compurar eon la situación de la fig. 18-11) ejercidas por las por- 
clonoa de la barra a cada lado de la sección transversal. La fuerza tangencial por 
Untdad cle órea, rl - FfA f so denomlua esfuerzo tangencial o cortante . Tarnbión aqhl, 
como co la (18.15) que raluclona el esfuerzo normal eon la deformación normal, 
hay una reinelón alndlur a la ley de llookc eutre cl eafuerzo corUnto y la defor- 


18.7) 


Ondas łransuersales en una cuerda 715 


mación correspondiente; esto es, ó = Gy, donde G es un coeficiente caracterlstieo 
del materiał, llamado módulo de iorsión. Por consiguiente, 


F = AG (18.31) 

8x 

La fuerza resultante sobre la sección es F' — F = dF — (8F/8x) dx. Por otrą 
parte, si p es la densidad del materiał, la masa de la sección es p A dx , y la ecuación 
de movimiento en dirección transversal es 


8F . ,. . . o> 2 $ 

— te-(pAd.} — 


dF _ 

8x 9 8t 2 


(18.32) 


Tomando la derivada respecto de x en la ec. (18.31) tenemos 


8F 

8x 


AG 


8*ź 
8x 2 ’ 


que sustituida en la ec, (18.32), da (despues de cancelar el factor comun A) 


8 2 g = G 8 2 Ę, 
8t z p 8x 2 


(18.33) 


De nuevo obtenemos la ecuación diferencial (18.11) indicando que la deformación 
transversal se propaga a lo largo de la barra eon una velocidad dada por 

v = V G/p. (18.34) 


Mas propiamente, la onda podrla llamarse onda de corte . Otro ejemplo de esic 
tipo de onda lo constituyen las ondas de torsión. Supongamos que en el extrcmo 
librę de una varilla fija en el otro extremo, aplicamos un torąue variable, Esto 





Fig. 18-10. Onda de torsión en una barra. 


produce una torsión de la varilla (fig. 18-19). Si el torąue es función dcl tierupo, 
el óngulo de torsión cambia eon el tiempo, dando como resultado una onda de 
torsión que se propaga a lo largo de la varilla. Un analisis matematico del problemu 
muestra que, independientemente de la forma de la sección transversal de la varl!la, 
la velocidad de propagación de la onda de torsión se expresa por la ec, (18.34). 
No es sorprendentc que la onda transversal y la onda de torsión en una variJUi se 
propagucn eon la misma velocidad, ya que arnbos procesos sou debidos, esenclul- 
mentc, a los feuómenos que ocurren en el interior del materiał de que es hi licdui 
la varllla. Otro aspecto interesanta de las ondas de torsión es que no correspondeii 
a desplazamicntos paralelos o perpemliculares al eje de Ja varllla, sino a rotaclones 
alredcdor dcl e]e sin camblo en la forma. Esto ayudaró ul ostudimite u cortiprendcr 
la gran varlcdud dc feuómenos involuci*ados en lus ondas ehislieas. Todos son pro¬ 
cesu* eon unu dlnómlcu interna dUeronta, poro que, eon lus aproxlmadones usadus, 
•on deRcrltoft matemńllcttmontc por el mlsmo lipo dc ocuudón, esto oh, lu ec, (18,11). 
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Fl«. 1N-20. Dcsplazamiento de las moleculas como consecuencia de una onda 
•Uporftcial en un liąuido. 


18.8 Ondas superficiales en un liąuido 


Como ultimo ejemplo de movimiento ondułatorio en una direccion, considera- 
remoH ahora las ondas en la superficie de un liąuido. Estas son las ondas mas 
COmunes; son las que observamos en los oceanos y en los lagos, o simplemente, 
lai que se producen en un pozo cuando cae una piedra en el. Eł aspecto matę- 
mńtico, sin embargo, es mas complicado que en los ejemplos anteriores y por lo 
tftnto lo omitiremos, En su lugar, presentaremos en esta sección una discusión 
descriptiya, dejando una discusión matemdtica simplificada para el ejemplo 18.10. 

La superficie de un liąuido en eąuilibrio es piana y horizontal. Una pertur- 
bación de la superficie produce un dcsplazamiento de todas las moleculas situadas 
lnmediatamente debajo de la superficie (fig. 18-20). Gada volumen elemental de 
liąuido describe una trayectoria cerrada. La amplitud de los desplazamientos 
Ycrtical y horizontal de un elemento de volumen de un fluido varia, en generał, 
eon lu profundidad. Desde luego, las moleculas del fondo no experimentan des- 
plazainiento vertical, porąue no pueden separarse del mismo. En la superficie 
del liąuido entran en juego ciertas fuerzas ademśs de la fuerza debida a la pre- 
•lón atmosfćrica. Una de ellas es la debida a la tensión superiicial del liąuido, 
que da lugar a una fuerza hacia arriba sobre un elemento de superficie, similar 
i la que se eneuentra en el caso de una cuerda. Otrą fuerza es el peso del liąuido 
lltuudo por encima del nivel de eąuilibrio. La ecuación resultante para el despla- 
aamiento de la superficie no es exactamente del tipo (18.11), sino ligeramente 
mis complicada. Sin embargo, es satisfecha por ondas armónicas de longitud de 
onda X y velocidad de propagación dada por 


v 



2ttT 


( 18 . 35 ) 


donde p es la densidad del liąuido, T la tensión superficial y g la aceleración de 
gTAYedad. Esta ecuación es v&lida para profundidades no muy gran des en corft- 
paraclóu eon la longitud de onda X En caso contrario, la cxpresión resultante 
aft dłforonte (ver ejemplo 18.9), 
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El aspecto mas interesante de la ec. (18.35) es que la oelocidad de propagación 
depende de la longitud de onda, una situación no encontrada previamente. Como 
la frecuencia esta relacionada eon la longitud de onda y eon la velocidad de pro¬ 
pagación a traves de v = zj/X, concluimos que la uelocidad de propagación depende 
de la frecuencia. Supongamos, por ejemplo, que X es suficientemente grandę como 
para que el segundo termino de la ec. (18.35) sea despreciable. Entonces tenemos 

V = y^X/2rr. (18.36) 

Las ondas en este caso son llamadas ondas grauitacionales. Con esta aproximación 
la velocidad de propagación es independiente de la naturaleza del liquido, ya 
que ningun factor referente al llquido (tal como su densidad o su tensión super- 
ficial) aparece en la ec, (18.36), Vemos que, en este caso, la velocidad de propa¬ 
gación es proporcional a la ralz cuadrada de la longitud de onda, y que a mayor 
longitud de onda, mayor rapidez de propagación. Por esta razón un viento fuerte 
y continuado produce ondas de mayor longitud de onda que una rafaga repentina 
e irregular. 

Cuando la longitud de onda es muy pequeńa, el termino que predomina es el 
segundo en la ec, (18.35) y entonces la velocidad de propagación es 

v = ]/2ttT//>'*. (18.37) 

Estas ondas se Haman rizado u ondas capilares ; son las que se observan cuando 
sopla una brisa, o cuando el recipiente que contiene un liquido se somete a vi- 
braciones de alta frecuencia y pequeńa amplitud. En este caso, a mayor longitud 
de onda, menor velocidad de propagación, 

Cuando la velocidad de propagación de un movimiento ondulatorio depende 
de la longitud de onda o de la frecuencia, decimos que hay dispersión . Si un 
movimiento ondulatorio resultante de la superposición de varias ondas armóni- 
cas de diferentes frecuencias penetra en un medio dispersioo, la onda se distorsiona 
porque cada una de sus ondas componentes se propaga con diferente velocidad. 
La dispersión es un fenómeno importante que se presenta en varios tipos de pro¬ 
pagación de ondas. En particular, aparece en la propagación de las ondas elec- 
tromagneticas a traves de la materia, como yeremos en el próximo capitulo. 


EJEMPLO 18.9. La expresión generał para la velocidad de propagación de las 
orldas superficiales en un Iiąuido es 


v 



2ttT 

px 



(18.38) 


donde h es la profundidad del lląuido. Hallar los valores llmites de esta expreslón 
aegóii que h sea muy grandę o muy pequena con respecto a X. 


Solución: Cuando la profundidad h es muy grandę comparada con la longitud de 
onda (esto es, la cantidad 2*/i/X es grandę comparada eon la unldad), el valor de la 
tangente hlpcrbóllea es cer cali o a uno y por lo tanio, el ultimo factor tle la ec. (18.38) 
se pumie reemplazar por la unldad sin mucho orrór. Con esta aproximaclóu la 
ec. (18.38) se transforma en la ec. (18.35). 
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Por otrą parte, cuandó la profundidad h es muy peąuena comparada eon la 
longltud de onda X, la cantidad 2 nh/\ es muy peąuena comparada eon la unidad, 
y usando la aproximación tgh x za x que es valida cuando x es muy peąueno, 
podemos reemplazar el ultimo factor en la ec. (18.38) por 2nh/\. Despreciando 
tamblćn el tdrmino 2ttT/pX, ya que hemos supuesto una longitud de onda relati- 
yamente grandę, tenemos 

O = ]/“ • = Vgh. (18.39) 

En estas circunstancias la velocidad de propagación es independiente de la longitud 

de onda. 


BJRMPLO 18.10. Obtener de un modo directo la ecuación para las ondas superfi- 
;Olałeś en un liąuido cuando la longitud de onda es muy grandę y la amplitud es 
muy peąuena comparada eon la profundidad. 

Bolución: Consideremos un liąuido en un canal de profundidad h y ancho L . Si 
perturbamos la superficie del liąuido eon ondas de peąuena amplitud y gran łon- 
fitud de onda (comparada eon h)> una sección vertical particular de liąuido de 
tnchura dx experimenta desplazamientos en las direcciones vertical y horizontal. 

A consecuencia de estos desplazamientos 
Superficie Superficie el ancho de la sección varia desde dx has- 

ta dx -j- dl (fig. 18-21) y su altura desde 
h hasta A + 7], Suponiendo que el liąuido 
es incompresible, el volumen de la sec¬ 
ción debe permanecer constante. Por lo 
tanto, debemos tener 

Lh dx = L(h + 7]) (dx + dl) 

= L(h dx -f- 7] dx -f- h dl -f- yj dĘ)« 

Considerando que tj es muy peąuena com¬ 
parada eon h y que dl es muy peąueno 
comparado eon dx 9 podemos despreciar cl 
ultimo termino, 7}dl, y escribir 

ridz + hdl^ 0 ó , A-P-, 

ćx 

(18.40) 

Figura 18-21 ąue relaciona los desplazamientos verticai 

y horizontal de la superficie para un liąui¬ 
do incompresible. 

Debido a que el nivel perturbado no es horizontal, la presión media a cada lado 
de la sección fluida es diferente, como se muestra en la figura. Si A = hL es el 
Area de la sección transversal del canal, la fuerza neta hacia la derecha de la sec- 

ción es 

pA — p'A — — (p' — p) A = •— A dp. 

Lucgo la ecuación del movimiento horizontal de la sección es 



(pA dx) 


d*i_ 

ł)t* 


— A dp ó 


d a l 

d? 


dp 

dx 


Paro usando la oc. (9.69), esto es, p = pflrz, la dlferenda de presión cs 
dp - p gW — n) « P g ^ dx, 
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de modo que dpfdx ~ p gd’t)idx 9 y la ecuación anterior se convierte en 


8t 2 



De la ec. (18.40) obtenemos, derivando, que 

gą _ h ^ t 

dx 3x 2 

Por consiguiente, eliminando dt)/dx entre estas dos ecuaciones, obtenemos finalmente 

ń _g!I_ 
a / 2 571 a ^ 2 * 


Esta es, otrą vez, la ec. (18.11) correspondiente a ondas que se propagan eon velo- 
cidad v — / < 7 / 1 , en concordancia eon el resultado obtenido en la ec. (18.39) bajo 
circunstancias similares. Debido a la relación (18.40), el desplazamiento vertical 
de la superflcie satisface una ecuación semejante, o sea, 



a a 7) 
dx 2 


18.9 iQuć se propaga en un movimienło ondulatorio? 

Es muy importante comprender claramente que es lo que se propaga como onda 
en un movimiento ondulatorio. La respuesta generał es: lo que se propaga es 
una condición fisica generada en algun lugar y que, como consecuencia de la na* 
turaleza del fenómeno, puede ser transmitida a otras regiones. Como esta expli- 
cación es algo abstracta, trataremos de formularla en terminos mas concretos. 

Consideremos las diferentes clases de ondas discutidas en las secciones ante- 
riores. Todas ellas corresponden a ciertos tipos de movimiento de atomos o mo- 
lóculas del medio a traves del cual la onda se propaga, pero los atomos, en pro- 
medio, permanećen en sus posiciones de eąuilibrio (fig. 18-22). Entonces, lo que 
se propaga, no es la materia sino su estado de movimiento. Es una condición 
dinómica que se transmite de una region a otrą. Pero como estamos acostum- 
brados a describir las condiciones dinamicas usando los conceptos de momentum 
y energia, podemos decir: 


en un mouimiento ondulatorio se transmite o propaga momentum y 
energia. 


Observemos, por ejemplo, el caso de las ~!idas elósticas longitudinales que se 
propagan a lo largo de una barsa. En uiiu .ección transversal particular que 
se desplaza eon velocidad d^/dt (fig. 18-10), el lado derecho de la barra tira del 
lado izquierdo eon una fuerza F y el lado iujuierdo tira dcl lado derecho eon 
Una fuerza — F. Por lo tanto, la potencia (trabajo por unidad de tierupo) que el 
lado izquierdo transmite al lado derecho de la seccióri considerada cs 


dW 

"di 
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Fig* 18-22, Propagación de un pulso en un 
resorte. Las seeeiones del resorte se mueven 
hacia arriba y hacia abajo a medida que el 
pulso avanza desde la iząuierda hacia la de- 
recha. 
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Por lo tanto, cuando la perturbación pa¬ 
sa de una sección transversal a otrą, esta 
potencia se transmite. Si la onda se pro- 
paga de iząuierda a der echa, debe suminis- 
trarse energia al extremo iząuierdo de la 
barra. Si se suministra energia durante un 
corto intervalo de tiempo, se produce una 
perturbación de extensión limitada o pulso. 
Si ąueremos que se produzca un tren Con¬ 
ti nuo de ondas, debe suministrarse energia 
en forma continuada al extremo iząuierdo. 

Para analizar el pro bierna mas detalla- 
damente, consideremos el caso de una onda 
elastica sinusoida!ę = ^ sen (fcr — co/). To- 
mando las derivadas apropiadas encontra- 
inos que dĘ/di = — co £ 0 cos ( kx — c ot) y 
F = YA dlldx — YA H 0 cos (kx — co /). En- 
tonces, usando las relaciones co = ku y 
u = ][ Ylp> tenemos 

dW 

= YAoką cos 2 (kx — co/) 

= (py 2 )A(co 2 /y) ę 2 cos 2 (kx — co/) 

= vA[po>*£Ą cos 2 (kx — <o/)]. 

La presencia del factor cos 2 (kx — co/) mos 
asegura que dWjdt es siempre positiva, 
aunque variable. Como dWjdt depende de 
kx — 1 co/, tambien satisface la ecuación de on¬ 
da y corresponde a una onda de energia. La 
potencia media es 

j sr t>A{/>co 2 Ę 2 cos 2 (kx — co/)}. 


/ aw 

\ dt 


Pero cos 1 (kx — co/) — por lo que 


(18.41) 
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Recordando ahora la ec. (12.11), que da la energia total de un oscilador en la 
forma Ąmu> 2 A 2 , y observando que la amplitud A se esta designando ahora eon 
y que en Iugar de la masa m tenemos la densidad p , vemos que 

e - łp<*Ht (18.42) 

es la energia por unidad de volumen o la densidad de energia en la barra dębi da 
a las oscilaciones producidas por el movimiento ondulatorio. Sustituyendo la 
ec. (18.42) en la ec. (18.41) podemos escribir 



(18.43) 


Como v es la velocidad de propagación, tenemos que ve es el flujo de energia por 
unidad de drea y por unidad de tiempo. Multiplicando esta cantidad por A, tene¬ 
mos la energia por unidad de tiempo que fluye a traves de la sección transversal 
de la barra. Asi concluimos que podemos interpretar la ec. (18.43) como la energia 
media que fluye a lo largo de la barra como consecuencia del movimiento ondu¬ 
latorio. 

El promedio de flujo de energia por unidad de area y de tiempo, expresado 
en W nT 2 , es 


I = 


^4 



= VE, 


(18.44) 


cantidad que recibe el nombre de intensidad de la onda. El estudiante debe veri- 
ficar que resultados similares valen para las ondas de presión en un gas y para 
las ondas transversales en una cuerda. 


EJEMPLO 18.11 . Expresar la intensidad de las ondas en una columna de gas 
(estudiadas en la sección 18.6) en función de la amplitud de la onda de presión. 
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FI#. lnlurvalo modło de uudli lón pum el oido liumuno. 
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Bolución: Del ejemplo 18.7, deducimos que las amplitudes de las ondas de presión 
y de desplazamiento estón relacionadas por 9 0 = 27tap 0 v£ 0 . Por consiguiente, la 
densldad de energia de la onda es 

B = łPo- 27t 2 p 0 v a Ęo = 91/2v* Po 
y la Intensidad de la onda es, de acuerdo eon la ec. (18.44), 


I - 


2yp 0 


La sensibilidad del oido humano es tal que para cada frecuencia hay una inten- 
lldad minima o umbral de audición, por debajo de la cual el sonido no es audible 
y una Intensidad maxima o umbral de dotor> por encima del cual el sonido produce 
molestia o dolor. Esto esta ilustrado para cada frecuencia por las dos curvas de 
la fig* 18-23, la cual tambien indica las amplitudes de intensidad y presión. Nótese 
que la intensidad tambien se expresa eon otrą unidad llamada decibel. El niuel de 
intensidad de un sonido (o de cualąuier movimiento ondulatorio) se indica eon B 
y le expresa en decibeles (abreviado db), segun la definición 


B — 10 log 


h 


Donde / 0 es una intensidad de referenda. Para el caso del sonido en el aire el nivel 
da referenda, tornado arbitrariamente, es 10 -12 W m~ a . Por ejemplo, para la am¬ 
plitud de presión dada en el ejemplo 18.7, al sonido mas debil que pueda oirse a 
400 Hz, le corresponde una intensidad de 7,2 x 1CT 12 W m“ 2 y un nivel de inten- 
gtlftd 8, 57 db. 


18*10 Ondas en dos y łres dimensiones 

Aunque £ = f(x — ut) representa un movimiento ondulatorio que se propaga 
legńn el eje + X, no tenemos necesariamente que interpretarla como significando 
una onda concentrada sobre ese eje. Si la perturbación fisica descrita por Ę se 
4Xtiende sobre todo el espacio, tenemos que a un tiempo dado /, la funcióu 
( m f{% —- vt) toma el mismo valor en todos los puntos de abscisa x . Pero 


Dirección 
de propagación 




pif. 18*24. Onda piana propagandose Fig. IH-25. Onda plmm propagńiulose 
logrtn ol X, en una dlrecdóa rabllrurlu. 
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X « const representa un piano perpendicular al eje X (fig. 18-24). Por lo tanto, 
5 = f(x — vi) describe en tres dimensiones una onda piana que se propaga para- 
lelamente al eje X. Si £ es un desplazamiento (o un campo veetorial), tenemos 
una onda longitudinal cuando Ę es paralelo a la dirección de propagación o eje X 
(indicado por la flecha L ), y tenemos una onda transversal cuando Ę es perpen¬ 
dicular a la dirección de propagación (o sea, paralelo al piano YZ). En este ultimo 
caso se puede tambien expresar como la superposición de dos desplazamientos 
segun direcciones perpendiculares entre si, tal como estó indicado por las fle- 
chas T y T 

Observemos que lo caracteristico en una onda piana es la dirección de propa¬ 
gación, que se indica eon un versor u perpendicular al piano de la onda, siendo 
la orientación de los ej es coordenados mas o menos arbitraria. Por consiguiente, 
es conveniente expresar la onda piana ę = f(x -— vf) en una forma tal que sea 
independiente de la orientación de los ej es. En el caso de la fig. 18-24, el versor u 
es paralelo al eje X. Si r es el vector de posición de cualquier punto P del frente 
de onda, tenemos que x =u*r, y por lo tanto, podemos escribir 

Z=f(U'r — vl). (18.45) 

Cualquiera que sea la dirección de u (fig. 18-25), la cantidad u*r es siempre la 
distancia medida desde el origen O segun la dirección de propagación. Por lo 
tanto, la ec. (18.45) representa una onda piana que se propaga en la dirección u . 
En el caso de una onda piana armónica o sinusoida! propagdndose en la dirección 
u , escribimos 

£ — sen k(u • r — vt). 

Es conveniente definir un vector fc = ku , llamado yector de propagación. Este 
yector tiene una longitud k ==.... 2 ju/x = w/y y apunta en el sentido de la propa¬ 
gación. Como w = kv, una onda armónica piana se expresa por 

l = £ 0 sen (fc*r— w t) — 5 0 sen (k x x + k y y + k z z — w t), (18.40) 

donde k Xi k y , k z son las componentes de k que satisfacen la relación 

*| + ą + k 2 z = k 2 = w*/y 2 . (18.47) 


Cuando la propagación tiene lugar en un espacio tridimensional, la ecuación de 
onda (18.11) se debe modificar en consecuencia; se convierte en 


di 2 \ dx 2 dy 2 e>z 2 .}' 


(18.48) 


resultado que era de esperarse por consideraciones de simetria solamentc. Debe 
yerificarse por sustitución directa que la expresión (18.46) para una onda armó¬ 
nica piana satisface la ecuación generał (18.48). Esta verificación se deja al estu- 
diante. [Suyerencia: usar la ec. (18.47).] 

Las ondas plaims (18.45) o (18.40), aunque contienen las tres coordenadas x % 
y % z, son en realidad monodimensionales, ya que la propagación es segńn una 
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Fig. 18-26. Ondas (a) planas, (b) cilindricas y (c) esfćricas, 


dlrección particular y la situación fisica es la misma en todos los planos perpen- 
dlculares a la dirección de propagación (fig. 18-26a), Pero en la naturaleza hay 
Otras clases de ondas que se propagan en varias direcciones, de las cuales las 
mńs interesantes son las ondas cilmdricas y las esfericas . Puede probarse que 
eetas ondas mas generales son tambien soluciones de la eeuación tridimensional 
(18.48). En el caso de las ondas cillndricas, los frentes de onda son superficies 
paralelas a una linea dada, digamos el eje Z, y por lo tanto perpendiculares al 
piano XY (fig. 18-26b). La perturbaci6n se propaga en todas las direcciones 
perpendiculares al eje Z. Este tipo de onda se produce, por ejemplo, si tenemos 
un conjunto de fuentes uniformemente distribuidas a lo largo del eje Z, todas 
oscilando en fasę. 

SI en un cierto punto se origina una perturbación y esta se propaga en todas 
direcciones eon la misma velocidad, se dice que el medio es isótropo (isos: igual, 
tropos: dirección) y la onda resultante es esferica. Los frentes de onda son esferas 
concćntricas eon centro en el punto donde se originó la perturbación (fig. 18-26c), 
Tales ondas se producen, por ejemplo, cuando hay un repentino cambio de pre- 
sión cn un punto de un gas. 



Fig. 18-27. Disiribución anflular de In 
łiiteusldad dcl sonldo produddo por unii 
lioclna. 
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Algunas veces la yelocidad de propagación no es la misma en todas las diree- 
ciones, en cuyo caso el medio es anisótropo. Por ejemplo, un gas en el cual liaya 
un gradiente de temperatura, un sólido sometido a ciertas deformaciones, o un 
cristal, pueden tener propiedades elasticas diferentes en varias direcciones, resul- 
tando una yelocidad de propagación diferente para cada dirección. En estos 
medios las ondas no son esfericas. 

Aun cuando la onda sea esferica, puede darse que no tenga la misma amplitud 
o intensidad en todas las direcciones, porąue la fuente de perturbación puede 
producir efectos diferentes en cada dirección. Por ejemplo, cuando se toca una 
corneta se produce una onda de presión o sonido en el extremo abierto. Sin em- 



Fig. 18-28. Ondas circulares en la superficie de un liąuido. 


bargo, debido a la forma del extremo del tubo, un observador no percibe el sonido 
eon la misma intensidad en todas las direcciones, aunque se propague eon la 
misma yelocidad en todas ellas (fig. 18-27). 

Algunas veces una onda se propaga sobre una superficie tal como una mem¬ 
brana o la superficie librę de un liquido. Si se produce una perturbación en un 
cierto punto de la superficie, aquella se propaga por la superficie en todas direc¬ 
ciones eon la misma yelocidad, resultando un conjunto de ondas circulares (lig. 
18-28). Esta es una onda bidimensional por lo que requiere sólo dos eoordenadas 
espacialcs para describirla. La ecuación para esta onda no es la (18.48), sino 


« 'i 

\ !lx* 0y* ! ' 

ya que la coordenadu z no es necesaria para describir estc proeeso. 


(18.49) 


EJKMVU> l*UV. Ondas elitsllcas produddas en una membrana totum. 
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Fig. 18-20. Onda superficial en una 
membrana tensa. 


Fig. 18-30. Fuerzas que se ejercen so- 
bre un elemento de superficie de una 
membrana tensa. 


Solución: Gonsideremos una membrana delgada y tensa, la cual, para simplificar, 
lupondremos rectangular, aunąue esta limitación no es necesaria (fig. 18-29). La 
'membrana esta montada sobre un marco el cual ejerce la tensión T por urtidad de 
longitud t expresada en N m” 1 . Si la membrana se deforma en un punto particular 
y experimenta un desplazamiento en dirección perpendicular a ella; esta deforma- 
Clón se propaga por la membrana, resultando una onda superficial. 

Para obtener la ecuación de este movimiento ondulatorio, consideremos una 
luperficie elemental de la membrana de lados dx , dy (fig. 18-30). En un instante 
dftdo esta superficie experimenta un desplazamiento Ę hacia arriba; debido a que 
U membrana es curva, el desplazamiento Ę es una función de x e y y las fuerzas 
lobre los lados del area elemental no son directamente opuestas. Para obtener la 
fuerza ycrtical neta, usamos el mismo razonamiento aplicado en la sección 18.7 
cuando tratabamos las ondas transyersales en una cuerda. Segun este razonamiento, 
doclmoa que los lados paralelos al eje Y estan sujetos a fuerzas T dy y la resultante 
yertleal dc estas fuerzas es 


(T dy) 


a 2 Ę 

dx 2 


dx 


a 2 Ę 

dx 2 


dx dy. 


Amilogamente, los lados paralelos al eje X estan sometidos a las fuerzas T dx , 
cuya resultante es 

(T dx) dy — T ~ dx dy. 
v 7 dy 2 dy 2 

Por consiguicnte, la fuerza neta yertical es la suma de las dos 


Fz 




SI la masa por unidad de drea (o densidad superficial, expresada en kg m 2 ) de la 
membrana es cr, la masa de esta porción de membrana es ty dx dy, y como su ace- 
leraclón vcrlical es d 2 ^jdi 2 , podemos escribir la ecuación de moyimiento de esta 
pordón de membrana en la forma 


o lou 


(a dx dy) 


"<)L*" 


f a s 

U 




- f 



tn t / \ 

dt* o \ łJo>* a dy*) 
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Rita, ecuación es similar a la ec. (18.49) por lo cual concluimos que la perturbación 
Itt propaga por la membrana como una onda eon una velocidad v = ]f T/a. El cslu- 
(lluntc debera verificar que la expresión para u es correcta dimensionalmente. 


18.11 Ondas esfericas en un fluido 


Como ejemplo de ondas esfericas, consideremos una onda de presión en un fluido 
homogćneo e isótropo. A primera vista estariamos tentados de decir que si r es 
k distancia desde el origen y p 0 la presión normal, la onda de presión podria 
Mcribirse en la forma p — p 0 ~ f(r — vt) 9 ya que r desempeńa el mismo papel 
quc x en una onda piana. Sin embargo, no es asl, y debemos examinar el asunto 
mń» cuidadosamente. 

()bservemos que mientras una onda esferica se propaga, el frente de onda se 
cxtiende continuamente (crece como r 2 ). Consideremos, por ejemplo, una onda 
que se propaga en el interior de un 
Angulo sólido £1 (fig. 18-31). A una dis¬ 
tancia r de la fuente, la onda superfi- 
clttl tiene un area A; las areas de las 
aupcrficies de ondas a las distancias 
2r, 3/*, .. nr son 4A, 9A, ..n 2 A. 
listo sugiere que la amplitud de la 
onda de presión debe disminuir a me- 
didu que la distancia a la fuente 
alimenta, ya que actua sobre un area 

nmyor, resultado confirmado experimentalmente y predicho cuando se bace un 
nuólisis teórico mas detallado que omitiremos. Por ejemplo, si el fluido es isótropo 
y Jn onda tiene la misma amplitud en todas las direcciones puede probarse que la 
onda de presión esta dada por la expresión 



P—Po= — f(r- 


vł). 


(18.r»U) 


Tenemos ahora el factor geometrico 1 jr que no aparecia en una onda piana, el 
cual cxplica por que la presión disminuye eon la distancia a la fuente. Cuando 
In amplitud (o intensidad) es diferente en cada dirección, se obtendra una ex~ 
presión uuis complicada. La ec. (18.50) representa una onda esferica salimle. 
Podemos tambien tener una onda esferica entranle la cual estara expresada por 

P — Po = — f( r + vt). 
r 


Lu veloeidad de propagaeión esta (lada por la misma expresión obtonida para las 
omlns plauas, et*. (18.27). listo es, 

o \ /a//v (IH.M) 

Un raso piirtieulnrinciile inleresnnle es el -de. una onda armóniea eslcrien de 
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presión expresada por 


P 


— p Q H-— sen (kr — w/). 

r 


(18.52) 


La amplitud de la onda de presión es y disminuye eon la distancia a la 
fuente. El desplazamiento correspondiente a esta onda de presión estś. dado 
por una expresión m4s complicada. Pero a grandes distancias de la fuente este 
desplazamiento se puede expresar eon muy buena aproximación por 

S == — cos (kr — <o/), (18.53) 


donde £ 0 = jPo/^Po 0 ^ relación que es identica a la que se obtuvo para las ondas 
planas (ejemplo 18.7). Nótese que la amplitud de la onda de desplazamiento 
tgmbićn disminuye eon la distancia a la fuente, es decir, como 1/r, 

Consideremos a continuación la intensidad de una onda esferica. Usemos la 
ec. (18.53) y observemos que la amplitud es ahora £ 0 /r en lugar de £ 0 . A grandes 
distancias, la energia por unidad de volumen esta dada, de aeuerdo eon la ec. 
(18.42), por 

E = J_ m!! o = 

2 r 2 2v 2 p 0 r 2 ’ 

y disminuye como 1/r 2 , El flujo de energia por unidad de tiempo que pasa a travćs 
de una superficie esferica de radio r, si usamos la ec. (18,43) eon A — 4t rr 2 , es 

Notemos que el factor r 2 se ha canceiado, resultando una expresión indepen- 
diente dei radio. Este es el resultado que esperabamos, ya que la conservación 
de lu energia requiere que, en promecjio, fluya la misma cantidad de energia por 
unidad de tiempo a traves de cualquier superficie esferica, independientemente de 
su radio. Esto explica la presencia del factor 1/r en las ecs. (18.52) y (18.53). 

De aeuerdo a la ec. (18.44), la intensidad de una onda esferica, o sea el promedio 
de energia que atraviesa ai la unidad de area en la unidad de tiempo, es 


donde 



■ 9H2pv, 


(18.55) 

(18.56) 


Mlultado que es idćntico al obtenldo en el ejemplo 18.11. Concluiinos entonces que 


en una onda esferica la intensidad es inoersarnenlc proporcional al 
cuadrado de la distancia a la fuente, 




Yelocidad de grupo 720 


U,li) 

filUllndo que tiene muchas aplicaciones en actistica y óptica. Este resultado es 
tftinbiću eompatibłe eon la conservaeión de la energia, ya que, si la energia que 
fluye a lraves de cada superficie esferica debe ser la misma y el area de la esfera 
V«rla como r 2 , la energia que fluye a traves de la unidad de area en la unidad 
dc tlempo debe variar como 1/r 2 . 

ondas esfericas que hemos discutido son aplicables solamente al caso de 
loi lluidos perfectos, los cuales no soportan esfuerzos cortantes. Sin embargo, 
ID un sólido elastico, son posibles dos clases de ondas: ondas irrotacionales y 
Ondas solenoidałes. En el caso de ondas planas ellas corresponden esencialmente 
ft las ondas longitudinales y transversales estudiadas en las secciones 18.5 y 18.7. 
Sui respectiyas velocidades de propagación son 

/£±E. 

Ob»ćrvese que si G = 0, tenemos solo ondas longitudinales eon una yelocidad 
Iglial a nuestro resultado (18.51). Por otrą parte, en ningun medio estable puede 
•er =0 y propagar solamente ondas transversales, porque se requeriria que 
Jf *— (f)G a® numero negativo. Tal valor para k significaria que un aumento 
do presión produciria un aumento de volumen, lo que es contrario tanto a la 
CXperiencia como a la intuición. 


18*12 Velocidad de grupo 

La yelocidad v — co//c, expresada por la 
cc. ( 18 . 6 ) para una onda armónica de 
freonencia angular co y longitud de onda 
X 2 t://c, se llama yelocidad de fasę. Sin 
embargo, ćsta no es necesariamente la 
yelocidad que observamos cuando anali¬ 
za mos un movimiento ońdulatorio. Si te¬ 
nemos una onda continua (o como se 
(lice algunas veces, un tren de ondas de 
longitud iniinita) esta puede cónstar de una sola longitud de onda y de una 
sola frecuencia. Pero una onda de.estas caracteristicas no es adecuada para trans- 
mitir una seńal, porque una seńal implica algo que empieza en un cierto ins¬ 
tant e y termina un cierto tiempo mas tar de. Esto es, la onda debe tenor una 
forma similar a la representada en la fig. 18-32. Una onda de esta forma se 
den o mi na pulso . Por consiguiente, si medimos la yelocidad eon que la sona! se 
transmile, nos ostainos rofiriendo, esoncialmente, a la yelocidad cou que osie 
pulso yiaja. 

Do inmedinto, dinamos que osia es la yelocidad do faso u ^ o>//c, ya que 
hemos yenido diciendo en las secciones antorioros que esta es la yelocidad de 
propaganda de las ondas. Sin embargo, a<|(ii eatra mi facl.or imporlautc; ła 
onda o pulso representndo eu la lig. 18-32 no es armónica; ponpie .su amplitud 



Fig. 18-32. Tren de ondas. 
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no es constante a lo largo del eje X. Luego, debemos hacer un analisis de Fourier 
de la onda. Al hacerlo descubrimos que realmente contiene varias frecuencias y 
varlas longitudes de onda, Desde luego, si la yelocidad de propagación es inde- 
pendiente de la frecuencia (o sea, si no hay dispersión), todas las componentes 
de Fourier de la onda viajan eon la misma yelocidad y en ese caso es correcto 
decir que la yelocidad del pulso y la yelocidad de fasę son las mismas. Sin em¬ 
bargo, en un medio dispersivo cada componente de Fourier tiene su propia veło- 
ddad de propagación y, por lo tanto, debemos examinar la situación eon mayor 
cuidado. 



Fig, 18-38. Yelocidad de grupo y yelocidad de fasę. 


Para simplificar, consideremos eł caso en el cuał la onda puede estar constituida 
de dos frecuencias co y o/ casi iguales, de modo que co' — to sea muy peąueńa. 
Supondremos que sus amplitudes son las mismas. Entonces, usando la ec, (M, 7), 

tenemos 

5 = ^0 sen (kx — toż) + £ 0 sen ( k'x — co '/) 

= Ę 0 [sen (kx — co /) + sen ( k'x — co'/)] 

= 2$o cos i[(k' — k)x — (<o' — co)/] sen J[(/c' + k)x — (co' + co)/]. 

Como co y co', lo mismo que k y k\ son casi iguales, podemos reemplazar £(co + to') 
por <o y Ą(k f + k) por k, de modo que 

Ę == 2Ę 0 cos Ą[(k' — k)x — (co' — co)/] sen (kx — co/). (13.57) 

La cc. (18,57) representa un movimiento ondulatorio de amplitud modulada. 
El factor de modulación estd dado por 

2 £o cos ±{(k' — k)x — (to' — to)/]. 


y ge ha indicado en la fig. 18-33. La piodulación de amplitud corresponde en si 
A un movimiento que se propaga eon una yelocidad 


to' — to dco 



(18.58) 


llamadn pelocidad de grupo. Esta es la yelocidad eon la cual la onda de amplitud, 
representada por la linea punteada de la fig. 18-33, se propaga. Si recordumos 
que w «= ku, la ec. (18.58) se coiwierte en 
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Si la yelocidad de fasę es independiente de la longitud de onda, du/dk = 0 y 

I )g == v . Por.consiguiente, en un medio no dispersivo no hay diferencia entre la 

yelocidad de fasę y la velocidad de grupo, lo que habiamos inferido previamente. 
Pero en un medio dispersivo la velocidad de grupo puede ser mayor o menor 
que la yelocidad de fasę. Goncluimos, entonces que el maximo del pulso de la 
flg. 18-32 se propaga eon la yelocidad de grupo v g . Por lo tanto, en un medio 
dispersivo la yelocidad de la seńal es la yelocidad de grupo. Aunque hemos deri- 
yado la ec. (18.59) para el caso de dos frecuencias solamente, esta es yerdadera 
para el caso de un pulso que contenga frecuencias desde co — Ato hasta o> + Aco. 
Debemos dej ar sentado, sin embargo, que esta materia es realmente mas compli- 
cada de lo que aqui hemos presentado, y una discusión completa del asunto estń 
fuera del propósito de este libro. 

Como ilustración, consideremos el caso de las ondas superficiales en un liąuido 
eon la aproximación de longitud de onda grandę. La yelocidad de fasę para este 
caso, eon la aproximación seńalada, esta dada por la ec. (18.36) y como k = 2tc/X, 
V = Y~g\j2n = ]/ g/k. Entonces 

dv = _ 1_ 1/7 = _ v 

dk 2k V k 2 k 9 

y la ec. (18.59) da v g = \v, de modo que la yelocidad de grupo es precisamente 
la mitad de la yelocidad de fasę. Esto significa que si se produce en el agua una 
perturbación de gran longitud de onda, la perturbación inicial se distorsiona de 
tal modo que las componentes de mayor longitud de onda “escapan” de la pertur¬ 
bación moviendose mas rapido que la yelocidad de grupo, que es la yelocidad 
del pico de la perturbación. 


18,13 El efecto Doppler 

Cuando la fuente de ondas y el observador estan en movimiento relativo eon 
respecto al medio materiał en el cual la onda se propaga, la frecuencia de las 



Flir. 18-84. Kfnclo l)op])!er dobldo a una fuente en movlmlento, La fotografia 
tluBlrn cl ofoclo I)op[>l«r en la supcrAclc de un Uąuldo. 
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ondas observadas es diferente de la frecueneia de las ondas emitidas por la fuente. 
Este fenómeno recibe el nombre de efedo Doppler en honor al fisico C. J, Doppler 
(1803-1853) quien lo observó por vez primera en las ondas sonoras. 

Supongamos que tenemos una fuente de ondas, tal como un cuerpo vibrante, 
movićndose hacia la derecha (fig* 18-34) eon velocidad v s a traves de un medio 
en reposo tal como aire o agua. Observando la fuente en varias posiciones 1, 2, 3, 
4 , .,., notamos que despues de un tiempo i , contado a partir del tiempo en que 
la fuente estaba en la posición 1 , las ondas emitidas en las varias posiciones ocupan 
esferas 1, 2, 3, 4, *.las cuales no son concentricas. La separación entre las 
^Ondas es menor del lado en el cual el cuerpo se esta moviendo y mayor del lado 
opuesto. Para un obsęryądor en reposo a cualąuier lado, esto corresponde, res- 
pectivamente, a una menor y a una mayor longitud de onda efectiva o a una mayor 
jjr & una menor frecueneia efectiva. Pero si el observador esta en movimiento 
Gon velocidad u 0 , las ondas lo alcanzarśn eon diferente rapidez. Por ejemplo, si 
al observador se aproxima a la fuente por la derecha, observara una longitud de 
onda aun menor o una mayor frecueneia, ya que el va al eneuentro de las ondas. 
Lo opuesto ocurrird si el observador se aleja de la fuente. 



Para obtener la relación entre la frecueneia v de las ondas producidas por la 
fuente y la frecueneia v' registrada por el observador, razonamos del siguiente 
modo (para mayor sencillez supondremos que tanto la fuente como el observador 
ie mueven sobre la misma recta): supongamos que en el instante t — 0, cuando 
la distancia AB (fig. 18-35) entre la fuente y el observador es l , la fuente emita 
Una onda que llega al observador en el tiempo t; durante ese tiempo el observa- 
dor hft recorrido la distancia vot y la distancia total recorrida por la onda en el 
tiempo / es / + v 0 t\ si v es la velocidad de propagación de la onda, esta distancia 
•i tambićn vL Entonces 

vt = l + vot ó i ---. 

V - Vo 

Al tiempo / s= T la fuente estd en A' y la onda emitida en aquel instante alcanzUrd 
tl observador al tiempo ¥ medido desde el mismo origen de tiempos que el pri- 
mero. La distancia total recorrida por la onda desde el tiempo en que fue emitida 
en A 9 hasta que fue captada por el observador es (l — ivr) + vot! El tiempo real 
durante el cual viajó la onda es ¥ — t y la distancia recorrida es v{V — t). Por 
lo tanto 

v{¥ - t) aa l - V 9 T + Vo¥ Ó ¥ mm LŻiSF- -, 

V — VQ 
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El intervalo de tiempo registrado por el observador entre las ondas emitidas 
por la fuente en A y en A* es 


T 52= t - t = --— T. 

V - Vo 

Ahora bien, si v es la frecuencia de la fuente, el numero de ondas emitido por 
ella en el tiempo t es vt. Como estas ondas las recibe el observador en el tiempo 
t\ la frecuencia que el mide es v' = vt/t' o sea 


v — v 0 

v-. 

v — v s 


( 18 . 60 ) 


Esta ecuación da la relación entre la frecuencia v de la fuente y la frecuencia v' 
medida por el observador cuando ambos se estan moviendo segun la dirección 
de propagación. 

Cuando ambas yelocidades vo y v s son muy peąueńas comparadas eon v> la 
expresión (18.60) se puede simplificar. Primero la escribimos asi 


V 


1 — Upjy 
1 — v s jv 






Pero recordando el desarrollo binomial, ec. (M. 28), podemos escribir (1 — tf s /i>)~ 1 ^ 
1 + v s lv, y 




fi 

v 


VoV s \ 

u 2 ) V ’ 


Al multiplicar ambos parentesis debemos mantener nuestra aproximación y tomar 
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(a) (b) (c) 


FU. 18-87. Ondas de Mach (de choąue) producidas por (a) una punta yibrante 
en movimiento tocando la superficie del agua, (b) una bała en el aire y (c) un bote 

ripldo. 


lólo los terminos de primer orden. Entonces, despreciando el termino Vov s /v 2 , 
tenemos que la frecuencia medida por el observador es 

= ( 18 . 61 ) 

don'de vos = vo — v s es la velocidad del observador respecto a la fuente. Recor- 
dando que co = 2 ttv, podemos expresar la frecuencia angular medida por el ob- 
»crvttdor en la forma 


co 



( 18 . 62 ) 


Si Vq s es positiva, el observador se aleja de la fuente y la frecuencia medida es 
menor. Pero si uo s es negativa, el observador y la fuente se acercan y la frecuencia 
medida es mayor, 

Cuando la dirección de vq s no es la misma que la de propagación de las ondas, 
■ino que forma un angulo eon esa dirección, debemos reemplazar la ec. (18.62) por 


<0 



I 


Vq s CQS 0 
V 


) 


co, 


( 18 . 63 ) 


como el estudiante puede verificar Mcilmente. Observese que vo s cos 6 es la com- 
pononte de la velocidad relativa del observador respecto a la fuente segun la 
dirección de propagación. 

Un caso especial se presenta cuando el observador est& en reposo pero la fuente 
■e mucvu eon una vclocidad mayor que a. Entonces, en un tiempo (lado la fuente 
AYanzn mfts rńpido quc el frento dc onda; f)or ejemplo, si en un tiempo t la 
fuente se iuuevc dcsde A hasta li (lig. 18-36), su onda cnuiida en A ha viajado 
lolamonfco desde A hasta A\ Lu superficie taugcnle u lodns las aueesWns ondas 
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es un cono cuyo eje es la recta sobre la que se mueve la fuente y cuya apertura a 
estó dada por 

sen a =s vlu s . (18.64) 

El movimiento ondulatorio resultante es entonces una onda cónica que se propaga 
Como se indica eon las flechas en la fig. 18-36. Esta onda se llama, a veces, onda 
de Mach u onda de choque , y no es mas que el sonido repentino y violento que 
oimos cuando un avión supersónico pasa cerca de nosotros. Estas ondas tambión 
•e observan en la estela que dejan los botes que se mueven eon mayor yelocidad 
que la de las ondas superficiales sobre el agua (fig. 18-37). 


18.14 Sonido; acństica 

Con la excepción de las ondas superficiales en un liąuido, todas las otras ondas 
discutidas en este capitulo estan dentro de la categoria de ondas elasticas en las 
cuales la perturbación (sea esta una deformación, una presión o el desplazamiento 
de un yolumen que contiene muchos śtomos) se propaga con una yelocidad que 
depende de las propiedades elasticas del medio. Estas ondas elósticas son tambien 
llamadas sonido. 

En el lenguaje popular el sonido esta relacionado con la sensación auditiva. 
Siempre que una onda elastica que se propaga a traves de un gas, un liquido o 
un sólido, alcance nuestro oido, produce yibraciones en la membrana auditiva; 
estas yibraciones provocan una reacción del nervio auditivo y el proceso se conoce 
como audición. Pero nuestro sistema nervioso produce una sensación auditiva 
sólo para las frecuencias comprendidas entre 16 Hz y 20.000 Hz (el intervalo 
de frecuencias audibles es diferente para otros animales). Fuera de estos limites 
el sonido no es audible, aunque a las ondas elasticas correspondientes se les sigue 
llamando sonido. La fisica de las ondas elasticas de frecuencia por encima de 
20.000 Hz se denomina ultrasónica. 

La ciencia que trata de los metodos de generación, recepción y propagación 
del sonido se llama acustica . Esta cubre realmente muchos campos y esta Inti- 
mamente relacionada con varias ramas de la ingenieria. Entre los campos dc la 
actistica esta el diseńo de instrumentos acusticos, incluyendo la eledroacustica y 
que trata de los metodos de producción y registro del sonido por medios electricos 


TAPLA 18-2 Yelocldad del sonido, m s 1 


Sólldos (20°) 

Liąuidos 


Gases (0°C) 

granlto 

6000 

agua dulce 

1493,2 

aire 

331,45 

hlorro 

5130 

agua de mar 

1532,8 

liidrógeno 

1209,5 

cobre 

3750 

(salinidad 3,6%) 


oxlgeno 

317,2 

aluminto 

5100 

kerosćn 

1315 

nltrógeno 

330,3 

plomo 

lucltfl 

1230 

1840 

morcurlo 

1450 

yapor (100°C) 

404,8 
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(micrófonos, altoparlantes, amplificadores, etc.). La acustica arquitedónica , trata 
del diseńo y construcción de salas y edificios y del comportamiento de las ondas 
sonoras en ambientes cerrados. La acusiica musical trata directamente de la 
relación entre el sonido y la musica. 

El sonido, como ya se ha explicado, involucra el desplazamiento de śtomos 
y molóculas del medio en el cual se propaga. Pero este desplazamiento se debe 
a un movimiento colectivo ordenado en el cual todos los 4tomos de un peąueno 
Yolumen experimentan esencialmente el mismo desplazamiento. A este movi- 
miento ordenado se superpone la agitación molecular en los liąuidos y gases. 
El resultado neto es que la intensidad del sonido disminuye o se atenua mientras 
la onda sonora se propaga porque parte de la energia de la onda se disipa en los 
choques entre las moleculas del medio. Esto da como resultado un aumento en 
la energia interna molecular, principalmente en las energias de rotación y de 
traslación. En los liąuidos la viscosidad, que en esencia es un efecto del movi- 
miento molecular, tambien desempeha un papel importante en la atenuación 
del sonido. 

La yelocidad de propagación del sonido es practicamente independiente de la 
frecuencia para un amplio intervalo de frecuencias que śe extiende hasta por 
encima de 10 8 Hz. El valor de esta yelocidad para diferentes sustancias estś 
dftdo en la tabla 18-2. La yelocidad de propagación es, sin embargo, dependiente 
de la temperatura y de la presión porąue la densidad depende de estos factores. 
Muchos de los fenómenos ondulatorios que se describir&n en los capitulos sub- 
ilguientes se aplican a las ondas sonoras. Sin embargo, no entraremos en un 
estudio detallado de la actistica, sino que concentraremos nuestra atención prin¬ 
cipalmente en las ondas electromagneticas. 
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Problemas 

‘i i(D Distinguir entre (a) las palabras grafico la velocidad en cada punto. Ha- 

homogćneo y heterogeneo, (b) las pala- cer el grafico de la yelocidad dl/dt y de 

bras isótropo y anisótropo. (c) ^Puede la ageleración en el instante t = 0. 

Uli medio ser homogeneo y anisótropo, ^ Demostrar que una onda elósticu 

haterogśneo e isótropo? transversal que se propaga segun el ejc X 

1(L2/ Un bote en moyimiento produce eon un desplazamiento Ę cuyas dos com- 

Otmas superficiales en un lago tranquilo. ponentes son Ę* = Ę Q sen ( kx — u>l) y 


BI bote ejecuta 12 oscilaciones en 20 se- 
gUndos; cada oscilación produce una 
Btesta de onda. La cresta de la onda 
ttrda 6 s para alcanzar la orilla distante 

12 m. Calcular la longitud de onda de 
kum das de superficie. 

La ecuación de una cierta onda es 
1 — 10 sen 2 tt(2x — 1000, donde x se 
łtllde en metros y f en segundos. Hallar 
(t) la amplitud, (b) la longitud de onda, 
(C) la frecuencia y (d) la velocidad de 
propagación de la onda. Dibujar la onda, 
mostrando la amplitud y la longitud de 
oitóa. 

18(^) Dada la ecuación 

1 = 2 sen 27 t( 0 , 1 x — 50, 

donde x estó en metros y ł en segundos, 
determinar: (a) la longitud de onda, 
(b) la frecuencia, (c) el periodo, (d) la 
yelocidad de propagación (e) la ampli¬ 
tud; y (f) la dirección de propagación. 
Escribir la expresión para una onda que 
sen idćntica pero que se propague en 
sentido opuesto. 

18.5 Dada la onda 

£ = 2 sen 2tt(0,5x — 100, 

donde t esta en segundos y x en metros, 
hacer el grófico de extendido a varias 
longltudes de onda, para f=0 y f = ^s. 
RepCtir el problema para Ę = 2 sen 2n 
(0,5x f 100- Gomparar resultados. 

18.6 Una onda armónica 

£ = A sen 2«(*/X — t/P) 

se propaga hacia la derecha. Seleccionar 

13 puntos equidistantes sobre una dis- 
tancla de una longitud de onda y hacer 
los grńflcos correspondientes a los instau- 
tes ł ~ 0, i P, 1 P> iP y P despućs dc 
que la onda ha uleanzado el prlmer punlo. 

18.7 SupouUmdo que en el problema 
anlcrlor lu onda correspotnla u una onda 
elóiticu trunsversal| mosirur en cada 

/ 


% z — 5 0 cos (kx —- &>0, esta polarizada 
circularmente. Determinar el sentido de 
rotación de $ visto por un observador 
situado sobre el eje X . Escribir las ex- 
presiones de Ę y y para una onda de 
polarización opuesta. 

*18.9 Dada la ecuación de onda en una 
cuerda Ę = 0,03 sen (3x — 20, donde Ę 
y x estan en metros y t en segundos, 
contestar lo siguiente: (a) para t — 0, 
&cual es el desplazamiento cuando x 
0,1 m, 0,2 m y 0,3 m? (b) Para x~0,l m, 
&cual es el desplazamiento cuando t = 0, 
0,1 s y 0,2 s. (c) <;Gual es la ecuación de 
la velocidad de oscilación de las particu- 
las de la cuerda? ^Cual es la velocidad 
maxima de oscilación? (d) ^Cual es lu 
velocidad de propagación de la onda? 
18.10 Un pendulo consta de un alambre 
de acero de 2,0 m de largo que soporla 
una lenteja de masa 20 kg. Si el pendulo 
se libera desde una posición donde forma 
un angulo de 60° eon la vertical, hallar 
la diferencia en longitud del alambro 
cuando la lenteja esta en la posición ini- 
cial y cuando pasa por su posición mós 
baja. 

yi8.ll Una barra de acero transu dle 
ondas longitudinales por medio de un 
oscilador acoplado a uno de sus extre~ 
mos. La barra tiene un diametro de 
4 mm. La ampiitud de las oscilaciones 
es 0,1 mm y la frecuencia es 10 oscila¬ 
ciones por segundo. Hallar (a) la ecua¬ 
ción de las ondas que se propagau a lo 
largo de la barra, (b) la energia por unl- 
dad de yolumen, (c) el prumedio dc Jlujo 
de energia por uuidad de tiempo a travćs 
de una sección cualąuiera de la barra, 
(d) la potencia reąuerida para operar el 
oscilador. 

I 18.12 A lo largo de una barra se pro- 
' pagan ondas lougltudLnnlcs (sección 18.5). 
La tloformaclón en cada punto os 

5 5 0 sen 2tc(x/X — l/P)* 
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(a) Uaando la relación (18.16), obtener 
la expresión para la fuerza sobre cada 
iccclón transversal, (b) demostrar que 
las ondas de £ y F tienen una diferencia 
de fasę de un cuarto de longitud de onda. 
Hacer el grdflco de ę y F en función de x 
en un instante dado para varias longi- 
tudes de onda. 

Un resorte que tiene una longitud 
normal delmy una masa de 0,2' kg se 
OStlra 4 cm cuando se le aplica una fuerza 
de 10 N. Hallar la velocidad de propaga- 
Cfón de las ondas longitudinales a lo 
largo del resorte. 

18.14 Un resorte de acero tiene una 
longitud normal de 4 m y una masa de 
200 g. Cuando el resorte se suspende 
yertlcalmente eon un cuerpo de 100 g 
fljo a su extremo librę, se estira 5,0 cm. 
Hallar la velocidad de las ondas longi¬ 
tudinales en el resorte. 

18.15 Obtener la velocidad de las ondas 
de tor&ión en el acero. Comparar eon el 
reeultado obtenido para ondas longitu- 
dtnales en el ejemplo 18.4. 

18.16 Probar que las ondas de energia 
festudiadas en la sección 18.9 se pueden 
eicrlbir en la forma 

dW/dt - v{ ? <**¥ 0 [i + icos 2(kx —cof)]}. 

Obtener de esta ecuación el valor pro- 
medlo. Demostrar que la frecuencia de 
la onda de energia es dobie y que la lon¬ 
gitud de onda es la mitad de la que 
COrresponde a la onda de desplazamiento. 
Hacer el grdfico dW/dt en función de x 
ttinpi instante dado. 

18ni7) iCómo varia la velocidad de pro- 

f )agaeión de una onda transversal a lo 
argo de una cuerda si la tensión (a) se 
dupllcu, (b) se reduce a la mitad? &En 
cudnie debe reducirse la tensión de la 
cuerda (c) para duplicar, (d) para reducir 
a la^itad la velocidad ,de propagación? 
1«V Un alambre de acero de didmetro 
0,2 mm esta sujeto a una tensión de 
200 N. Doterminar la velocidad de pro- 

f )agaclón de las ondas transversales a lo 
arflfTttel alambre. 

Una cuerda de 2 m de longitud 
y dc4 g do masa se inanticne horizontal- 
mente eon un extremo fljo y cl otro 
•oportando una masa de 2 kg, Iiallar la 
yeloclduri de Las ondas transvcrsules en 
la cucrcla. 


18.20 Un extremo de una cuerda hori- 
zontal esta sujeto a uno de los brazos 
de un diapasón de frecuencia 240 Hz 
operado electricamente. El otro extremo 
pasa por una polea y soporta un peso 
de 3 kg. La masa por unidad de longitud 
de la cuerda es de 0,020 kg nT 1 . (a) ^Cual 
es la velocidad de las ondas transversales 
en la cuerda? (b) &Cudl es la longitud 
de onda? 

18(21y Un extremo de un lubo de goma 
esfaiijo a un soporte, el otro extremo 
pasa por una polea situada a 5 m del 
extremo fijo y sostiene una carga de 2 kg. 
La masa del tubo entre el extremo fijo 
y la polea es 0,6 kg. (a) Hallar la velo- 
cidad de propagación de las ondas trans- 
versales a lo largo del tubo. Una onda 
armónica de amplitud 0,1 cm y longitud 
de onda 0,3 m se propaga a lo largo del 
tubo; (b) hallar la velocidad transversal 
maxima de cualquier punto del tubo. 

(c) Escribir la ecuación de la onda. 

(d) Determinar el promedio de la rapidez 
eon que fluye energia a travćs de cual- 
quier sección transversal del tubo. 

18.22 Una fuente vibrante al extremo 
de una cuerda tensa tiene un despla¬ 
zamiento dado por la ecuación Ę = 0,1 
sen 6 1, donde 5 esta en metros y t en 
segundos. La tensión en la cuerda es de 
4 N y la masa por unidad de longitud 
es 0,01 kg m” 1 . (a) £Cudl es la velocidad 
de la onda en la cuerda? (b) ^Cual es la 
frecuencia de la onda? (c) <,Cudl es la lon¬ 
gitud de onda? (d) <,Cual es la longitud 
del desplazamiento de un punto situado 
a 1 m de la fuente?, ^y a 3 m? (e) Hacer 
un grafico de Ę en función de t en x —3 m. 

(f) ^Cual es la amplitud del movimiento? 

(g) Hacer un grafico de Ę en función de x 
para t = tt/12 s. 

18.23 Un alambre de acero que tiene 
una longitud de 2 m y un radio de 0,5 mm 
cuelga del techo. (a) Si un cuerpo de 

^100 kg de masa se suspende del extremo 
librę, hallar la elongación del alambre. 

(b) Hallar el desplazamiento del punto 
inedio y cl esfuerzo hacia abajo sobre ćL 

(c) Determinar la velocidad de las ondas 
longitudinales y transversales que se pro- 
pagan a lo largo dcl alambre cuando la 
m£sa N estd suspendlda. 

1 Utul cuertfir de longitud L y 
masa M cuelga Hbremento del techo. 
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w Demostrar que la, velocidad de una 
Onda transversal en función de la posi- 
Olón a lo largo de la cuerda esu = f gx 9 
Itendo x la distancia desde el extremo 
librę, (b) Probar que un pulso trans- 
versal recorrera la cuer da (ida y vuelta) 
•n un tiempo 2 Y L/g. Notar que estos 
rcsultados no dependen de la masa de 
te cuerda. 

16 ,25 En la sección 18.9 obtuvimos el 
ftujo de energia de una onda longitu- 
4lnal en una barra. Repetir el calculo 
parą las ondas transversales en una 
GUCrda y demostrar que la potencia 
piedia es Notar que la can- 

ttdad encerrada en el parentesis corres- 
ponde ahora a la energia por unidad de 
longltud. [Sugerencia: Galcular la rapi- 
dcz eon que la fuerza perpendicular a la 
ooerda (F sen a « F{d^jdx) en la fig. 
.18-14) realiza un trabajo,] 

16 ,26 Calcular la velocidad de propa- 
fftctón del sonido en el hidrógeno, nitró- 
geno y oxigeno a 0°C. Gomparar eon los 
Wiultados experimentales. Tomar y = 
1,40 para los tres gases. 

18.27 Hallar la variación de la veloci- 
dad del sonido en el aire por unidad de 
Yariación de temperatura a 27°C. 

18.28 Del valor dado en el ejem plo 18,6 
para el coeficiente a = Y yR/M para el 
glre, obtener la masa molecular efectiva 
del alre y compararla eon el resultado 
Obtenldo por otros medios, Suponer que 
para cl alre y = 1,40. 

18.29 Rcflrićndose a las ondas de pre- 
•lón en una columna de gas (sección 18.6), 
lUponcr que la presión cambia en la 
forma /) p 0 «= 9 0 sen 2 tt(x/X — t/P ). (a) 
Uftnndo las ccs. (18.21) y (18.24), obtener 
181 expresiones para las ondas de densi- 
dad y dc desplazamiento en el gas. (b) 
Moetrar que las ondas de presión y de 
denaldad cst&n en fasę pero que la onda 
de desplazamiento tiene un defasaje de 
un cuarto de longitud de onda. (c) Hacer 
Cl gródco de las tres ondas en función 
de x para un tnstante dado, extendido 
a varlas longitudes dc onda. 

18.30 Una onda semora armónica piana, 
en el alre a 20 °C y presión normal, tiene 
una frecutmda de 500 llz y una ampli¬ 
tud de UF" ni. (a) Escriblr la expreslón 
que Ueicrlbo la onda de desplazamiento. 


(b) Dibujar la onda de desplazamiento 
para t — Os hasta unas pocas longitudes 
de onda. (c) Escribir la expresión que 
describe a la onda de presión. (d) Dibu¬ 
jar la onda de presión para t = Os hasta 
unas pocas longitudes de onda y corn- 
parar eon el grafico hecho en (b). (e) Ex- 
presar el nivel de intensidad de esta 
onda en db. 

18.31 El sonido mas claro que puede 
oirse tiene una amplitud de presión de 
cer ca de 2 x 10" 3 N m~ 2 , y el mas alto 
que puede oirse sin dolor tiene una am¬ 
plitud de presión de 28 N m" 2 . Deter- 
minar, en cada caso, la intensidad del 
sonido en W m“ 2 y en db, y la amplitud 
de las oscilaciones si la frecuencia es 
500 Hz. Suponer que la densidad del 
aire es 1,29 kg m -3 y que la velocidad 
del sonido es 345 m s" 1 , 

18.32 Los niveles de intensidad de dos 
ondas sonoras difieren en (a) 10 db, 
(b) 20 db. Hallar el cociente entre sus 
intensidades y entre sus amplitudes de 
presión. 

18.33 (a) ^En cuanto varia la intensi¬ 
dad de una onda sonora cuando se du- 
plica la amplitud de presión? (b) ^En 
cuanto deberia cambiar la amplitud de 
presión para que la intensidad fuera 10 
veces mayor? 

18.34 Expresar en db la diferencia en 
los niveles de intensidad de dos ondas 
sonoras si (a) la intensidad de una dc las 
ondas es dos veces la intensidad de la 
otrą, (b) la amplitud de presión de una 
es el dobie de la de la otrą. 

18.35 Dos ondas sonoras, una en el 
aire y la otrą en el agua, tienen la nitsmn 
intensidad. (a) ^Cuól es el cociente entre 
las amplitudes de la onda en el agua y 
de la onda en el aire? (b) ^Cual seria la 
razón de sus intensidades si las ampli¬ 
tudes de las ondas de presión fuerau las 
mismas? 

18.36 Comparar la importancia relaliva 
de los dos tćrminos que apareeen on la 
expresión de la velocidad dc las ondas 
superficiales en aguas profundas [cc, 
(18.35)1 para las siguient.es longitudes 
de onda: (a) 1 mm, (b) 1 cm, (c) 1 m* 
^Para cudl longitud dc onda son los dos 
tćrmluos Iguales? La tenslón superlldal 
del agua es aproxl mada monie 7 x lO"* 
N itrK 
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18.37 Considerar un canal de sección 
transversal rectangular y de 4 m de 
profundldad, Determinar la velocidad 
de propagación de las ondas de longi- 
tud de onda (a) 1 cm, (b) 1 m, (c) 10 m, 
(d) 100 tn. En cada caso usar la fórmula 
que mejor corresponda al orden de mag- 
nltuti de las cantidades inyolucradas. La 
temlón. superflcial del agua del canal es 
7 X 10~ a N 

18.38 Dos ondas armónicas de la misma 
frecuencia y amplitud se propagan eon 
lgual velocidad en direcciones opuestas. 
(a) Determinar el movimiento ondulato- 
rlo resultante. (b) Suponiendo que la 
onda resultante corresponda a una onda 
transversal en una cuerda, hacer el gra- 
fleo del desplazamiento de los puntos de 
U cuerda en diferentes instantes. 

Dos ondas de igual amplitud, 
YelScidad y frecuencia, pero eon un de- 
f asa Je de n/4, viajan en la misma direc- 
dón en una cuerda. Sumar las dos ondas 
y mostrar que la resultante es una onda 
vlajera de la misma velocidad y fre¬ 
cuencia. 

18.40 Dos ondas de la misma amplitud 
y velocldad pero de frecuencias 1000 y 
1010 Hz respectivamente, viajan en la 
mlsnia dirección a 10 m s~L Escribir las 
ecuaclones correspondientes a las ondas 
leparadas y a su suma. Hacer un dibujo 
do la onda resultante. 

18.41 Hepctir el problema anterior 
cuando una de las ondas tiene dobie 
amplitud que la otrą, 

18.42 Dos ondas polarizadas en planos 
perpendlculares viajan en la dirección 
OX a la misma velocidad. Hallar el mo* 
ylmteulo ondulatorio resultante si (a) 
A t 2A # y de fases iguąles, (b) A!=2A 2 
y un dofasiije de tt/2, (c) A x = A z y un 
defasaje ir/2. 

If^J/ .En cl estudio de las ondas lon- 
gltudlnalcs en una barra (sección 18.5), 
despreclamos las deformaciones laterales 
que acompaftan a la deformación longi- 
tudinal. Cuando este efecto se toma en 
conslderación puede mostrarse que la ve- 
looidud do fasę de las ondas armónicas 
longltudlnales de longitud de onda X que 
•• propagan a lo largo de un cillndro de 
radio R cs v p « Y "y/p (i — n*o , R , /x*) > 
dondc n un eoeflelonte llamado razón 


de Poisson (ver problema 18.54). Hallar 
la velocidad de grupo de las ondas que 
se propagan a lo largo de la barra y ex~ 
presarla en función de v v . Obtener el 
valor limite de la yelocidad de grupo 
para el caso en que R es muy pequeńo 
respecto a X. Discutir la variación de v p 
y yj, en función de R/X. 

1 ^ 44 ? La velocidad de fasę de una 
onda armó nica de flex ión en una b arra 
es v P = v/V 1+X 2 /4tt 2 X 2 , donde v = fY/p 
es la velocidad de fasę para las ondas 
longitudinales, X la longitud de onda y 
K el radio de giro de la sección trans- 
versal de la barra respecto del eje que 
pasa por el centro y es normal al eje 
longitudinal de la barra. (a) Hallar la 
velocidad de grupo de las ondas de 
flexión y expresarla en función de la 
velocidad de fasę. (b) Estudiar el caso 
de una barra de sección transyersal 
circular. (c) Obtener la velocidad de 
grupo cuando X es muy grandę respecto 
a 2nK . [Nota: Una onda de flezión es 
aquella que se propaga a lo largo de una 
barra cargada, esto es, una barra some- 
tida a fuerzas transversales (tal como su 
propio peso) distribuidas uniformemente 
en toda su longitud.] 

18.45 Se produce una cierta onda por 
medio de una fuente cuyo movimiento 
puede ser representado por 


y 



sen ot — 


3 a 


sen 3 ot 


+ 


sen 5co t — ... 


(a) Construir aproximadamente la forma 
de la onda sumando graficamente los tres 
primeros tćrminos. (b) que se redlice 
la forma de la onda tomando todos los 
terminos de la serie? Esta curva recibe 
el nombre de “diente de sierra", (c) Dar 
la expresión de una onda viajera que 
tenga la misma forma y se propague 
Hiacia la derecha eon velocidad v, inde- 
pendiente de la frecuencia. [Sugerencia: 
observar que 1 4- (4) 2 4- (£) a 4- ... — tc 2 / 8 *] 
18.46 Repetir el problema 18.45 para 
una fuente cuyo movimiento estó dado 
por 

4 

y « — A (sen ot 4 ł sen 3 ot 

7t 

i -I* i sen bot 4- *..). 
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[Sugerencia: observar que 1 — i + i — 

... =-*/4.] 

18.47 El tono del silbato de una loco- 
motora es de 500 Hz. Determinar la 
frecuencia del sonidó que oye una per¬ 
sona en la estación si el tren se mueve 
eon una velocidad de 72 km h _1 (a) acer- 
candose, (b) alejandose de la esitación. 

18.48 Una fuente sonora tiene una fre¬ 
cuencia de 10 3 Hz y se mueve a la velo~ 
cidad de 30 m eon respecto al aire. 
Suponiendo que la velocidad del sonido 
respecto al aire en reposo es de 340 m s -1 , 
hallar la longitud de onda efectiva y la 
frecuencia percibida por un observador 
en reposo respecto al aire y que ve a la 
fuente (a) alejandose de el, (b) acercan- 
dose a el. 

18.49 Repetir el problema 18.48, supo¬ 
niendo que la fuente esta en reposo res¬ 
pecto al aire pero que el observador se 
mueve eon la velocidad de 30 m s~ Ł . De 
sus resultados, ^podria usted concluir que 
no importa cual de los dos se esta mo- 
viendo ? 

18.50 La ec. (18.61) para el efecto Dop¬ 
pler se dedujo suponiendo que el medio 
a traves del cual la onda se propaga 
permanece en reposo. Demostrar* que si 
el medio tiene una velocidad Vm segun 
la linea que une al observador eon la 
fuente, la ecuación se transforma en 

v' = v(l> - V Q + Vm)/(V - U 8 + Vm). 

18.51 La deformación especifica de vo- 
lumen de un cuerpo se define por la 
relación ev = dV/V , donde dV es la 
variación de volumen como resultado 
de las fuerzas aplicadas al cuerpo de vo- 
lumen V. (a) Demostrar que €v = — d p/p, 
donde p es la densidad del cuerpo. [Su- 
gerencia: observar que pV = m = const.] 
(b) Demostrar ademas que el módulo de 
olastięidad de volumen definido por la 
ec. (18.22) puede expresarse en la forma 
equlvalente k = — V(dp/dV ), donde dV 
es el cambio de volumen resultante de la 
varlaclón de presión dp. 

18.52 Usando los valores del módulo de 
olasllddad de volumen para el liierro y 
para el ploino (Lahla 18-1) calcular el 
porcontttje de variación en densidad y 
Yolunum de rada sus land a correspou- 
dkmlo u mi rumbio ile presión Iguul 
a 1 alin. 


18.53 La deformación lineal especifica 
se define por la relación €l = dL/L , 
donde L es la distancia entre dos puntos 
cualesquiera del cuerpo en el estado no 
deformado, y dL es la variación de esta 
distancia como resultado de la deforma¬ 
ción. Demostrar, considerando un cubo 
de lado L, que €r = 3€l. 

18.54 Guando se estira un alambre su 
diametro D disminuye, dendo como re¬ 
sultado una deformación lateral especifica 
definida por e D = dD/D . La razón de 
Poisson se define por a = dD/dL. Probar 
que si un paraleleplpedo rectangular esta 
sometido a un esfuerzo normal S sobre 
cada cara, la deformación lineal neta 
sobre cada arista es cl = 5(1 — 2a)/Y. 
[Sugerencia: observar que el esfuerzo 
normal sobre cada par de caras del 
paralelepipedo da como resultado de- 
formaciones laterales opuestas sobre el 
otro par de caras.] 

18.55 Usando los resultados de los pro¬ 
blemas 18.53 y 18.54, demostrar que 

Y = 3/c(l — 2a), De esta relación obte- 
ner a, y usando los valores de la tabla 
18-1, talcular la razón de Poisson para 
algunos materiales. 

18.56 Por razonamiento similar al del 
problema 18.55, puede probarse que 

Y = 2G(1 + a). Eliminando cr entre esta 
relación y la del problema 18.55, mos* 
trar que Y = 3 kG/(k + £G). Usando los 
valores de la tabla 18-1, verillcar para 
algunos materiales tabulados, hasta dón- 
de es valida esta exprcsión teórica de Y. 

18.57 Para una eierta sustancia G 
1,24 X 10 10 N nr 2 e Y = 3,20 x 10*« 
N m“ 2 . Calcular el valor del módulo de 
elasticidad de volumen y la razón de 
Poisson para esta sustancia. Haccr lo 
mismo para el cuarzo, que tiene Y • - 
5,18 X10 10 N m“ s y G = 2,88 X 10 10 N nr 2 . 
Discutir las implicaciones fisicas de los 
resultados. 

18.58 Puede probarse que para un re~ 
sorte, la co ustanie K i ut rod u ci da en el 
ejeiuplo 18.5 esta dada por tcG/\ 4 /2o\ 
donde R es el radio <lel alambre y a el 
radio del resorte. Ilallar el vałor de 7C 
para un resorte de acero de radio 1 cm 
iiccho de alambre de radio 1 mm. SI hi 
lougitud del resorIc siu esUrnr es 50 cm, 
lmllar su elonguclón cmuukIo se le upllcn 
una fuerza do 50 N, 
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18,59 Suponer un campo Ę cuya ecua- 
clón de propagación es d 2 Z a ldt 2 =ad*źldx i 9 
donde a es una cierta constante. (a) j,Ad- 
mlŁlrla como solución una expresión de 

la forma 

Ę = ę 0 sen k(x ± vt) 

li la admite, ^cual es el valor de ul 
(b) iAdmitiria i — f(x ± ut) como solu¬ 
ción? (c) De los resultados precedentes, 
jconcluirla usted que este campo se pro- 
paga stn distorsión? 

18,00 Una barra de sección transversal 
drcular de radio R se tuerce como conse- 
CUencla de un torąue aplicado en torno 
a IU e]e» Prób ar que si 0 es el angulo de 
torslón en un punto x sobre la abscisa, 
•1 torąue es 

t - i AGR\dQ/dx)> 

donde A “ rc R 2 es el area de la sección 
transversaL 

18,61 Usando el resultado del problema 
interior, mostrar que la velocidad de 
propagación de una on da d e torsión a lo 
largo de una barra es V G/p. [ Sugerencia ; 


considerar una porción de espesor dx y 
observar que el torque sobre esa porción 
es (dx/dx)dx.] 

18.62 Puede probarse que una onda 
esterica isótropa satisface la ecuación 
diferencial 

dKrt) ^ g(rg) 
dt 2 dr 2 

Yerificar que la solución de esta ecuación 
es 5 = (l/r)/(r -f vt). Comparar eon la 
discusión hecha en la sección 18.11 para 
las ondas de presión en un fluido. 

18.63 Demostrar que para gran des am- 
plitudes la ecuación de las ondas trans- 
versales en una cuerda se convierte en 

d 2 j __ L __ 3_ (dt, y] 

dt 2 m dx 2 [ ~2 \dx ) \ 

Observar que esta ecuación no es lineal 
y que se reduce a la ec. (18.29) cuando 
(d^/dx) 2 es despreciab le. [Su gerencia: no- 
tar que sen a—tg a /Y l+tg a a=tg a—i 
tg 3 a -f-1 
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(19.2 


En la sccción 15.11 hemos sugerido que el campo electromagnetico se propagaria 
en el vacio eon una velocidad 


1 


3 X 10 8 m s -1 . 


que corresponde a la velocidad de la luz en el vacio. En la sección 17.11, cuando 
flrtudióbamos el fenómeno de inducción electromagnetica, senalamos la posibi- 
lidad de trasmitir una senal de un lugar a otro por medio de un campo electro- 
magnćtico dependiente del tiempo. Hacia fines del siglo xix, el fisico aleman 
Heinrich Hertz (1857-1894) probó fuera de toda duda que el campo electromag- 
nćtico se propaga en el vacio eon una velocidad igual a c* Las propiedades de 
las ondas electromagneticas deseubiertas por Hertz se han estudiado cuidadosa- 
mente en forma experimental. El gran volumen de información que se ha acu- 
mulado sobre las ondas electromagneticas (como se producen, propagan y absor- 
ben, por ejemplo) ha posibilitado el mundo maravilloso de las comunicaciones 
que conocemos hoy dla. Antes de que Hertz realizara sus experimentos, la exis- 
tencia de ondas electromagneticas habia sido predicha por Maxwell como resultado 
de un anólisis cuidadoso de las ecuaciones del campo electromagnetico (sinteti- 
Zftdas en la sección 17.15). El desarrollo de nuestro conocimiento sobre las ondas 
electromagneticas constituye otro ejemplo de la intirna relación entre la teoria 
y el experimento que ha existido en la evolución de la fisica. 

En este capitulo vamos a examinar las ecuaciones de Maxwell (que describen 
el cainpo electromagnetico dependiente del tiempo) para ver como podemos in- 
terpretar la propagación de este campo en forma de ondas. Para lograr esto 
tenemos que verificar si los campos electrico y magnetico satisfacen una ecuación 
de ouda de la forma indicada en la ec. (18.11)! Discutiremos las ondas electro- 
magnćticas planas en primer lugar; luego algunos mecanismos de emisión, ab- 
SOrción y difusión de la radiación electromagnetica, concluyendo eon una breve 
consideración de las diferentes partes del espectro electromagnetico. 


10.2 Ondas electromagneticas planas 

Veamos si las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnetico admiten, 
como solución particular, un campo electrico £ y un campo magnćtico 93 per- 
pendicularcs entre si. Tomaremos el eje Y paralelo al campo C y el eje Z paralelo 
al campo W. En este caso particular, 

ĆX =0, fy = Ć\ Ć Z = 0, 

y 

1 Ha — 0 , 9 ^- 0 , 93 ,- 93 . 


Loi ozptirUnontoi Uo Hertss su iloseribun o u lu sccdón 22 . 7 * 
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Bopondrcmos tambien que el campo se encuentra en el vacio, es decir que no 
Hay cnrgas libres ni corrientes; esto implica que p = 0 y j = 0 en las ecua- 
Oiom n de Maxwell. 

lin cstas condiciones las ecs. (17.65) se expresan en la forma: 

<■) Icy de Gauss para el campo electrico, 



09.1) 


(b) Iny de Gauss para el campo magnetico, 



(d) !ey de Ampere-Maxwell, 


d 13 

ty 


-o, 


Fig. 10-1, Orientación de los campos 
electrico y magnetico eon respecto a la 
direęción de propagación de una on da 
(19.5) electromagnetica piana. 


3x 


dć 


(19.0) 


Lun ces. (19.1), (19.2), (19.3) y (19.5) indican que ni ć" ni °)3 dependen de // o de r. 
Kn conseeuencia los campos C y 93 dependen solo de a:y de t, y en cada instanlo 
tmdu lino de cllos tiene el mismo valor sobre cualquier piano perpendicular al 
X (lig. 10-1). Por lo tanto nos quedan las ecs. (19.4) y (19.6) para determinar 
Ońllio (*■’ y jl j dependen de x y de /. Derivando la ec. (19.4) eon respecto a x, ob- 
tentMiios 

i)Y _ _ a 2 9j 

()x l dx di 


Allrtlognmente, derivando la ec. (19.6) eon respecto a /, resulta 

dY 

dt f)ł dr 

Gninbiimmlo esl.os dos resullados se tiene 

dV' 1 

di ' 1 r (ł e 0 d.r 2 


(10,7) 
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(19.2 


Eflta ecuación es de la misma forma que la ec. (18.11), lo cual indica que el campo 
eWctrico ć se propaga en la dirección del eje X eon velocidad 

c = (19.8) 

\ *0^0 

y se puede expresar en la forma 

ć = <?(* — ct). (19.9) 

De una manera similar se obtiene 


mi ^ 1 3*93 

df 2 f 0 pL 0 dx 2 


(19.10) 


de modo que el campo magnetico 93 tambien se propaga en la dirección del eje X 
eon yelocidad c por lo que puede expresarse en la forma 


93 = 93(x — d). 


(19.11) 


Conslderemos en particular el caso de ondas armónicas de frecuencia v = a>/2jr 
y longitud de onda X = 2tt//c. En tal caso 


y 


£ = ć 0 sen k(x — ct) — £ 0 sen (kx — <*>() 
93 = 93„ sen k(x — ci) = 93 0 sen (kx — <oż). 


(19.12) 


Al escribir estas ecuaciones hemos usado la relación w = kc , que corresponde a 
la ec. (18.6). Las amplitudes £ 0 y 93 0 no son independientes pues deben satisfacer 
las ecs. (19.4) y (19.6). Ahora bien, 



Fitf. 1D-IS. ('.utnpoN clćclrlco y niuniuklco cn unu otula eloclromatfitóLIcu imnónlru 

piana. 
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Sustituyendo estas igualdades en la ec. (19.4), obtenemos 

ć 0 =cC ®0 ó ^ = 1^ (19.13) 

c 

El estudiante puede verificar que se obtiene el misrno resultado usando la ec. (19.6) 
en vez de la ec. (19.4). La relación (19.13) entre las amplitudes significa que para 
los valores instantaneos, dados en las ecs. (19.12), tambien se cumple que 

cf = <f)3 ó ' 93 = — <9 (19.14) 

c 

Por medio de las ecs. (19.4) y (19.6) puede verificarse que las mismas relaciones 
•on vólidas para campos definidos en forma mas generał por las ecs. (19.9) y (19.11). 
De la ec. (19.14) se deduce que los campos C y 93 estan en fasę, es decir que toman 
yalores extremos y nulos al mismo tiempo. En la fig. 19-2 se ha representado 
la onda electromagnetica descrita por la ec. (19.12). El campo electrico oscila 
jn el piano XY y el campo magnetico en el piano XZ, lo cual corresponde a una 
Onda piana polarizada linealmente, El piano de polarización se define como el 
piano en el cual oscila el campo electrico, en este caso el piano XY. Vemos que 
Una onda electromagnetica consta en realidad de dos ondas acopladas: la onda 
elćctrica y la onda magnetica. 

La ec. (19.12) no es la unica solución en forma de onda piana de las ecs. (19.7) 
y (19.10). Por ejemplo: el campo electrico puede estar en la dirección del eje Z, 
en cuyo caso el campo magnetico esta en la dirección del eje Y eon sentido nc- 
gativo, o sea 

ćz = Ćq sen (kx — 0>t ) 9 = — C S 0 sen (kx — w/). 

Tanto en esta onda como en la de la ec. (19.12) es posible usar cosenos en vez 
de senos, o aun agregar una fasę constante arbitraria. 



FU. Onda clcctromagnćLica pola- FIk. J9-4. Onda eleclronmgnóllca osfó- 

rltftdu drculnnmmte. J-os campos f y U ricu a grandes dlstunclas dc lu fuontc. 
Rlran nlrcdcilor de lu dirección de pro- 
paguclón. 
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Otrą solución en forma de onda es aąuella en la cual los campos electrico y 
magnćticu ticnen una magnitud constante pero rotan alrededor de la dirección 
de polarización dando como resultado una onda polarizada circularmente (fig. 19-3). 
Estft fmeva solución se obtiene combinando las dos soluciones linealmente pola- 
rlzadas tratadas anteriormente, eon amplitudes iguales para cada campo y eon 
la diferencia de fasę apropiada. (Esta combinación es posible porąue las ecua- 
dones de Maxwell son łineales en los campos ć y 93 ). La polarización circular 
puede ser derecha o iząuierda, segun sea el sentido de rotación de los campos. 
Las cornponentes de los campos electrico y magnetico segun dos ejes perpen- 
dlculares se expresan entonces por 

ć y = ć 0 sen (kx — o9), £z ~ ± cos (kx — wf), 

y 

9 % — T 93 0 cos (kx — 6>/), 93 z = 93 0 sen (kx — o>/), 

que corresponden a un defasaje de ±7r/2 entre las cornponentes de cada campo, 
de aeuerdo eon lo dicho en la sección 12.9, siendo el campo magnetico 93 per- 
pendicular al campo electrico £ en todo instante, Se sugiere que el estudiante 
lUfltituya las expresiones anteriores para los campos magnetico y electrico en 
las ecs. (17.65) y que verifique que se satisfacen las ecuaciones de Maxwell. Si 
las amplitudes de las dos cornponentes ortogonales de cada campo son distintas, 
se obtiene polarización eliptica. Existen ademas otras soluciones de las ecuaciones 
de Maxwell que tambien tienen forma de ondas planas pero que no corresponden 
a un estado de polarización definido. Sin embargo, no las discutiremos aqui por- 
que la comprensión de las ondas polarizadas linealmente y circularmente es 
lufleiente para la mayoria de las aplicaciones. 

Como la elección de los ejes XYZ es cuestión de conveniencia, podemos sacar 
la conelusión de que las soluciones en forma de onda piana que hemos obtenido 
de las ecuaciones de Maxwell son completamente generales, y que 

las ondas eledromagneticas planas son iransuersales , eon los campos £ y 

93 perpendiculares entre sty a la dirección de propagación de las ondasJ 

lista predicción teórica de las ecuaciones de Maxwell ha sido ampliamente 
conflrmada por la experiencia y da lugar a varios fenómenos que seran conside- 
rados cn los capitulos siguientes. Existen, ademas de las soluciones de las ecua- 
oioncH de Maxwell cn forma de ondas planas, las ondas electromagneticas cilin- 
dricas y esfericas. A grandes distancias de la fuente, una porción pcquena dc una 
ondu eilindrica o de una esferica puede considerarse practicamente como piana; 
en esta caso los campos electrico y magnetico son tambien perpendiculares entre 
Hi y u la dirección de propagación (dirección radial), como se indica en la lig. 19-4. 


19*3 Energia y momenłum de una onda electromagn&tiea 

Si unamos la cc. (16.40), la densidad de energia asociada eon el campo elćctrico 
de una ondu elcclromngnćtica es 

Ho - iV 2 - 
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JtU) 


AnAlogamcnte, usando las ecs. (19.14), c )3 = <f/c, y (19.8), c = l//e 0 ti 0 , se obLiene 
pttfH Ja densidad de energia magnetica dada por la ec. (17.25) 


e m 



1 

2^ 0 c 2 


Ć ' 2 = 


dc modo que Eg = e^. O sea: la densidad de energia electrica de una onda elee- 
tromaguetica es igual a la densidad de energia magnetica. La densidad de energia 

total es 

E = Es + = € 0 f 2 . (19.15) 

Lii intensidad de la onda electromagnetica (es decir, la energia que pasa a traves 
do la unidad de area en la unidad de tiempo) es, por analogia eon la ec. (18.4-1), 


I = EC = C€ 0 Ć 2 . (19.H>) 

U intensidad media de la onda electromagnetica es / = ceć 2 . En el caso de una 


onda electromagnetica armónica, 
Intensidad media es 

I^$Ce Q Ćl ( 19 . 17 ) 

Uallemos ahora el producto vectorial 
f x ‘/i para una onda electromagnetica 
piana. La dirección dc f x 93 es perpen- 
(Henlar al frente de onda apuntando por 
consiguiente en la dirección de la onda 
<««• 19.5). Su módulo es 

| ć x 931 = <5)3 = — ć*. 

C 

KI módulo del vector c£ x 93 es <f 2 . Lue- 
go e a € ( /‘ x ( J3> llamado vector de Poynling, 
el II u jo de esta cantidad a traves de una 


sen 2 k(x — ci) = de modo (jue la 



del flujo de energia en ima onda 
electromagnetica. 

tiene módulo igual a I; por lo tanio, 
snperficie S, dado por 


I 


(Ć xtti)*u N dS « 


dE 

di 


(19.1K) 


es la energia que pasa a traves del area S en la unidad de tiempo, y por esa razóu 
lo hemos llamado dEjdi . 

Kn el eapitulo 11 verillcamos el hecho dc (juc la energia y el momentom esl.au 
intimnmenle relaeionados y (]ue forinan un cuadriveetor (lo cual es im recpiisilo 
d( ł l principia de re!ativi(lad). Podemos suponer entone.es (jue una onda eled.ro- 
mngnelira Iransporte, ademas de su energia, tm ric.rto momentom. Komo la 
rndinción eleel romagnelien se propaga eon eelocidad e, podemos usar la rełarión 
enl.re energia y momenłum dada por la er. (11.17), p n/i/r 2 (eon e r), para 
obłemu* el momenhmi p por unidad de volumen asoeindo eon una onda elee.lro- 
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magnótica. Se tiene 


(19.3 


p = (19.19) 

c c 

El estudiante debe verificar que e 0 |f x 93| tiene dimensiónes de xn~ 2 kg que 
corresponden a momentum por unidad de volumen, Como el momentum debe 
tencr dirección igual a la de propagación, podemos escribir la ecuación anterior 
en la siguiente forma vectorial 

p=™w = e 0 fx ( B ) 
c 

donde U es un versor en la dirección de propagación. Aunque la relación expre- 
sada por la ec, (19.19) ha sido establecida para la unidad de volumen, tenemos 
que a una cantidad arbitraria de energia E en una onda piana corresponde un 
momentum p ~ Ejc> en la dirección de propagación. 

Si una onda electromagnetica tiene momentum, tiene tambien momentum 
angular. El momentum angular por unidad de volumen es 

L = r x p = e Q r x (C x T3). 

Esto es lo que podria llamarse momentum angular “orbital” de la radiación, 
por analogia eon el momentum angular de una partlcula que describe una orbita. 
La radiación electromagnetica posee ademas un momentum angular intrinseco, 
O espin, similar al espin de las particulas elementales (recordar el ejemplo 15.6). 
Puede demostrarse que, para una onda piana polarizada circularmente, el espin 
tiene una componente en la dirección de propagación que es igual a TE/w, 
»egun sea la polarización en el sentido de las agujas del reloj o a la inversa. En 
una onda polarizada linealmente el valor medio de la componente del espin en 
la dirección de propagación es cero. 

En consecuencia, cuando una particula cargada absorbe o emite radiación 
electromagnetica no solo cambian su energia y su momentum, sino tambien su 
mornentum angular, lo cual ha sido verificado experimentalmente tanto en forma 
directa como indirecta. Resumiendo: 

una onda electromagnetica lleva momentum y momentum angular 
ademas de energia . 

ISste hecho no es sorprendente. La interacción electromagnetica entre dos 
cargas elćctricas implica un intercambio de energia y de momentum entre las 
mlsinas. Esto se lleva a cabo por intermedio del campo electromagnetico, que 
Ol el yehlculo de la energia y del momentum intercambiados. La existencia de 
un momentum asociado eon el campo electromagnetico ha sido ya sugerida en 
la neccióti 15.14, La relación p = Ejc entre energia y momentum de la radiación 
electroniugnćtica es particularmcnte iniportante. 'rendremos oportunidad de refo- 
rirnos mievahumte a dla varias vcces y seńalarcmos alguna cvideneia experimentttl 
on apoyti de usta aupoidcióii trasceiulentul. 
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EJEMPLO 19,1 . Discutir la presión de rediación. 

f \J > 

Soludón : Como las ondas electromagneticas posęen momentum, dan lugar a cierta 
ptesión cuando se reflejan o absorben en la superficie de un cuerpo, El principio 
Ddsico es el mismo que en el caso de la presión ejercida por un gas en las paredes 
de un recipiente, como se explicó en los ejemplos 9.2 y 9.16. 

Consideremos en primer lugar algunos casos siinples. Supongamos que una onda 
electromagnetiea piana incide perpendicularmente sobre una superficie perfecta- 
mente absorbente (fig. 19-6). El momentum incidente por unidad de volumen es p 
y el total de momentum de la radiación que incide sobre la superficie A en la unidad 
de tiempo se obtiene multiplicando p por el volumen cA, o sea que es pcA, Si la 
radiación es completamente absorbida por la superficie, la cantidad anterior es 




Fig. 19-6. La presión de radiación para Fig. 19-7. La presión de radiación para 
lncldencia normal. incidencia oblicua. A la derecha se mues- 

tra el diagrama de momentum. 


tftmbión el momentum absorbido por la superficie A en la unidad de tiempo, o sea 
U fuerza que actua sobre A. Diyidiendo por A obtenemos la presión debida a la 
radiación 


Prąd = Cp = E = € 0 Ć 2 . 

En consecuencia, para incidencia normal, la presión de radiación sobre un absor- 
fienfe perfecto es igual a la densidad de energia en la onda. 

Por otrą parte, si la super ficuTes perle ctarnente reflectora, la radiación reflejada 
tlone un momentum de módulo igual al de la incidente pero en dirección opuesLi. 
Por lo tanto la variación de momentum por unidad de yolumen es 2p, y la presión 
de radiación es entonces 

Prąd = 2 cp = 2e = 2€ 0 ć\ 

Estos resultados pueden generalizarse para el caso de incidencia oblicua (fig. 19-7), 
en el cual el cambio de momentum de radiación por unidad de yolumen en la su- 
perflcie perfectamentc reflcctora es 2p cos 0 y la correspondicntc presión de rad Ja- 
dón os 


Prąd -- 2 Cp COS 0 — 2k COS 0. 

KI esLudliuiLe puedc yerlflcar cpie ćsle es un resułtado idóulico al del ejemplo 9.16, 
li se rcempluzu c por In yolocfdnd moleeular o y p por nnw, SI lu radlueión se propagu 
en todas liirocclones, lenomos que Integmr sobre lodns las orUml aclone*, corno 
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hlclmos en el ejemplo 9,16, .obteniendo como resultado 


Prąd = $cp = Je. 

Cuando la superficie es un absorbente perfecto, la variación de momentum normal 
a la superficie se reduce a la mitad del valor obtenido anteriormente (porąue no 
hfty onda rellejada que lleve momentum), resultando 

Prąd = Je. 

La exlstencia de la presión de radiación, que se ha yerificado experimentalmente 
y quc es responsable de varios fenómenos importantes, constituye una yerificación 
lndirecta de la ec. (19.19). Por ejemplo, la curyatura de la cola de un cometa puede 
cxpllcarse en función de la presión de radiación debida a la radiación electromagnć- 
tica del sol. Para estimar la presión de radiación sobre la superficie terrestre, debe- 
mos tener en cuenta que la energia incidente por unidad de area en la unidad de 
tlempo es alrededor de 1,4 x 10 3 W m“ 2 , lo cual corresponde a una densldad de 
energia (diyidiendo por c) igual a 4,7 x 10 -6 J m~ 3 . Suponiendo que la tierra es 
un absorbente perfecto y que la radiación yiene de todas las direcciones, la pre- 
llón de radiación es Prąd = |e = 1,6 x 10“ 6 N m” 2 . Gompare el estudiante este 
VRlor eon el de la presión atmosferica, que es 10 5 N m“ 2 aproximadamente. 


19.4 Radiación por un dipolo electrico oscilante 

En lo estudiado hasta ahora, hemos considerado las ondas electromagneticas sin 
mcncionar como se producen, o sea, sin explicar cuales son las fuentes de las 
ondas electromagneticas. Si estamos por ejemplo tratando las ondas elasticas 
(COino el sonido), decimos que la fuente de las ondas es algun cuerpo que vibra, 
tal como la membrana de un tambor o la cuerda de un violin. En el caso de las 
Ondas electromagneticas, sus fuentes son evidentemente las mismas que las del 
Ćftinpo electromagnetico, o sea las cargas electricas en moyimiento. Dado un 
eon junto de cargas en moyimiento, las ecuaciones de Maxwell permiten calcular 
(on principio) el campo electromagnetico que producen dichas cargas y por lo 
tftnto las ondas electromagneticas resultantes. En vez de considerar la solución 
generał de las ecuacionfes de Maxwell para cargas en moyimiento arbitrario (lo 
CUfll es un problema teórico muy importante, pero demasiado complicado para 
■er diseutido en este libro), concentraremos nuestra atención en dos casos impor- 
tnntes. Uno es el de cargas en moyimiento formando un dipolo electrico oscilante 
y el otro el de cargas en moyimiento que corresponden a un dipolo magnetico 
oicllnnte. 

El caso de un dipolo elćctrico oscilante se da cuando el moyimiento de las 
cargas puede describirse colectivamente por medio de un dipolo electrico cuyo 
momento varia en el tiempo segun la ley n = n o sen at* Por ejemplo, este 
podlili ser cl caso de un electrón; o el de la comente oscilante en una antena 
roctllfnca dc una radiodifusora, Cuando el momento dipolar electrico es constantc, 
el linko campo producido es electrico, como se cxplicó en la sección 14.11. En 
oamblo, cuando el momento dipolar elćctrico oscila, el campo electrico tambión 


* Kn i'*U' c-m pi lulo hi* \\m el Kłmtmlo II pum el mommiLo dipolar ulricłrłco pum quo no ho coh- 
funcla eon et móiiumtuin y lu pmttlón, 
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oscila y por lo tanto depende del tiempo. Esto significa que hay ademas un campo 
magnetico, como lo prescribe la ley de Ampere-Maxwell. Esto se puede tambićn 
deducir del hecho de que un dipolo electrico oscilante es equivalente a una co- 
rriente rectilinea oscilante y una corriente electrica siempre produce un campo 
magnetico a su alrededor. 

La solución de las ecuaciones de Maxwell para el caso de un dipolo electrico 
oscilante es un problema matematico demasiado dificil para ser presentado aqui; 
podemos sin embargo usar nuestra intuición fisica para determinar las caracte- 
risticas principales de dicha solución. El efecto de retardo debido a la velocidad 
finita de propagación de las ondas electromagneticas es despreciable en puntos 
muy cercanos al dipolo electrico porque la distancia r es muy pequena (recordar 
lo discutido en la sección 15.14). El campo es entonces similar al creado por un 
dipolo electrico estatico, campo que se Dirección 

calculó en la sección 14.11. Es decir: si del fluj0 

suponemos que el eje Z esta orientado 
paralelamente al dipolo, podemos escribir 
las componentes del campo electrico en 
la forma 


r 


("o 


2 n cos 0 
4?x€ 0 r 3 


2 TL cos 0 

u sen w/ 


4^e 0 r 3 


(19.20) 


n sen 0 n 0 sen 0 


47te 0 r 3 


4Tce 0 r 3 


sen ojf, 



Fig. 19-8. Campos electrico y magnć- 
tico producidos por un dipolo electrico 
osciląnte. 


Biendo despreciable el campo magnetico. 

Por el contrario, a grandes distancias, 
la velocidad finita de propagación de las 
ondas produce una modificación en el 

Ctttupo. La solución de la ecuación de onda para ondas esfericas de igual amplitud 
en todas las direcciones, dada en la sección 18.11, sugiere que en este caso (aunque 
no hay simetria esferica sino cilindrica alrededor del eje de oscilación del dipolo) 
el campo electromagnetico debe depender asintóticamente de la distancia en la 
forma Ijr en vez de 1/r 3 como para pequenas distancias. (Esto se confinua resol- 
vlendo las ecuaciones de Maxwell). A grandes distancias, ademós, cuatido una 
porción pequeńa del frente de onda parece una onda piana, el campo electrico 
debe ser perpendicular a la dirección de propagación; como la dirección de pro¬ 
pagación es la inisma quc la del vector posición r, se tiene <!' r = 0. KI campo 
elćctrico tiene entonces módulo 



sen 0 

7T€ 0 r 



seu (kr — o/), 


(19.21) 


y dirección como se iiullca en la lig. 19.8. KI campo magnólico, <(ue corresponde 
a una corriente en la (Urecelón del eje Z t ho debe repreneutar por llneu» de lueraa 



Fig. 111-11. Lineas del campo eleclrieo producido por un dipolo electrico oscilante. 


que son circunferencias paralelas al piano XY. Usando la ec. (19.14) tenemos 

93 = -i (5 = U » S - n ° ( — V sen (kr — «<). (19.22) 

c 4 Tce 0 cr \ c J 

ton la orientación indicada en la fig. 19-8, de modo que £ y 93 son perpendiculares. 
Nótese que tanto £ como 93 son nulos para 0 = 0, o sea para los puntos que estan 
•obre el eje Z. Esto significa que la amplitud de la onda electromagnetica prove- 
niente de un dipolo electrico oscilante es cero en la dirección de osciląción. Por 
Otrą parte, sen 0 alcanza su valor maximo cuando 0 = tt/2, o sea en los puntos 
que estón sobre el piano XY. En consecuencia, la onda electromagnetica prove- 
nionte de un dipolo electrico oscilante tiene su maximo de intensidad en el piano 
fCUOtorial. Las ondas estan polarizadas linealmente, oscilando el campo electri¬ 
co en planos meridianos. En la fig, 19-9 se muestran las lineas de campo electrico 
en un piano meridiano; cada lazo corresponde a una osciląción completa. Las 
lineas de campo magnetico son circunferencias paralelas al piano XY eon sus 
oentros en el eje Z. 

Como el vector <f x 93 tiene la misma dirección que r, la energia y el momentum 
lluyen deade el dipolo electrico en dirección radial, por lo que para mantener la 
Oldlaclón del dipolo elćctrico se le debe suministrar energia, Si usamos las ecs. 
( 19 . 15 ) y (19.21), encontramos que a grandes distancias dcl dipolo elćctrico osci¬ 
lante la densidad de energia en la onda es 


li 8 0 sen a 0 w 4 

.... sen *(fcr ■—«/)• 

1GtcV b * 


J9J) 
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La densidad promedio de energia es, ya que sen 2 (kr — o>() = 



32Tc 2 c 4 t 0 r 2 


sen 2 6. 


(19.23) 


La intensidad de la radiación emitida por el dipolo electrico oscilante (es decir 
la energia que pasa por unidad de area y por unidad de tiempo en el sentido de 
propagación) es, segun la ec. (19.16), 


7(0) = CE 


ngo > 4 

32 ^ 2 c 3 e 0 r 2 


sen 2 0. 


(19.24) 


Esta expresión presenta dos particularidades interesantes. En primer lugar mues- 
Jra la dependencia funcional 1/r 2 que era de esperarse de acuerdo eon la discu- 
sión de ondas esfericas que hicimos en la sección 18.11. Tiene ademas una de¬ 
pendencia angular puesto que es proporcional a sen 2 0. En consecuencia, la inten¬ 
sidad es maxima en el piano ecuatorial y nula segun el eje del dipolo electrico 
oscilante. Esto significa que un dipolo electrico oscilante no irradia energia segńn 
su eje , La dependencia angular de 7(0) esta representada en la fig. 19-10. 


z 



Fig. 1 9-10. Dependencia angular de la 
Intensidad de la radiación electromagne- 
tlea producida por un dipolo electrico 
oscilante. 


Z 



Fig. 19-11. Calculo de la energia tniul 
que un dipolo electrico oscilante irradia 
por unidad de tiempo. 


Para calcular la energia total irradiada por el dipolo en la unidad de tiempo, 
debemos proceder como sigue. Teniendo en cuenta que la energia fluye en direc- 
ción radial (ver fig. 19-8), podemos trazar una esfera de radio muy grandę alre- 
dedor del dipolo (lig. 19-11). La energia que pasa por unidad de tiempo ntravćft 
de la superficic elernental dS es J(0) dS por lo que la energia total irradiada cn la 
unidad de tieinpo es 



7(0) dS. 


dE 

dl 


(19.25) 
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El eńlculo de esta integral es un ejercicio matematico puro que se omitiró; el 
resultado es 


dE _ Ilfa* 

dl 12 TT € 0 c z 


(19.20) 


Como el memento dipolar electrico se puede expresar en la forma qz , donde q 
es la carga que oscila y z = z 0 sen o>t, podemos reemplazar n 0 por qz 0 , donde z {) 
es la amplitud de las oscilaciones. En muchos casos lo que oscila es un proton 
O un electrón dentro de un nucleo o de un ótomo, en cuyo caso q es la carga fun- 
damental ± e. La ec. (19.26) se transforma entonces en 


dE __ e*z\ to 4 
dl “ 12tt€ 0 c 3 * 


(19.27) 


En el caso de un electrón en un atomo, la cantidad z 0 es del orden del tamano 
del ńtomo, o sea de alrededor de 1CT 10 m. Introduciendo los valores de las otras 
constantes, vemos que para la radiación dipolar electrica atómica es 


dE 

dt 


10~ 74 o> 4 W. 


lin la región óptica, w es del orden de 10 15 S” 1 , lo cual significa que dE/dt ~ 10~ 14 W 
ó 0 t l MeV s** 1 , cantidad que es muy pequeńa segiin los patrones de la ingenieria 
pęto apreciable desde el punto de vista atómico. 

La radiación dipolar electrica es u na de las maneras mas efectivas de producir 
ondas electromagneticas y constituye el mecanismo mas importante por el cual 
Atomos, moleculas y nucleos emiten (o absorben) radiación electromagnetica. 
Sin embargo, para estudiar la radiación dipolar electrica por atomos, moleculas 
o nucleos, debemos usar los metodos de la mecónica cuantica. En consecuencia, 
los resultados que se indican aqui y en las secciones que siguen solo pueden dar 
una estiinación aproximada de los órdenes de magnitud involucrados, Uno de 
los resultados experimentales mas importantes a considerar en el tratamiento 
cudntico es el de que un atomo no emite radiación continuamente sino por deste- 
1)08. Otro resultado experimental que debe explicarse es que la radiación emitida 
por los dtomos (o moleculas, o nucleos) se compone de un conjunto bien definido 
de frocuencias w lt o> 2 , o> 3 , ... caracteristicas de cada atomo, molecula o nucleo, 
que se denomina espedro de emisión de la sustancia; mencionamos este hecho 
en la sección 16.7. 

Como dijimos al discutir la fig. 19-9, la radiación dipolar electrica estó polari- 
zada, yaciendo siempre el campo electrico en un piano meridiano; sin embargo, 
el ojo humano parece no ser sensible a la dirección de polarización de una otula 
eloctromagnćlica, por lo que no podemos distinguir esta importante propiedad 
a Bimple vista. En cambio, es interesante que ciertos insectos parecen ser scnsibles 
a la polurizncióii. Adcmós, en la mayoria de las sustaneias, los dipolos atómicos 
radlantes óstńn orientados al azar, de modo que no sc observa polurización 
algunu ,ón Ja. radiación total emitida por la sustancia. 
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jMtiMClo W.2. Aplicar la ec. (19.27) para calcular la potencia trasmitida por la 
do una radioemisora. 

IftlfjrtAłi.* En esencia, una antena es simplemente un alambrę de longitud z 0 en 
|] turni se mantiene una corriente oscilante. La corriente csta relacionada eon las 
firyns por / — dąjdt , de modo que la amplitud de corriente es l 0 = gw; en conse- 
OU^Ildii lł 0 — qz Q — 7 0 z 0 /«. Introduciendo esta relación en la ec. (19.26), tenemos 


dE = IfaHl 

dt 12 7C€ 0 C 3 


(19.28) 


Bitu Igualdad expresa la potencia que reąuiere una radioemisora de frecuencia <o. 
En miestra discusión de la ley de Ohm aplicada a circuitos eon corrientes alternas 
(lieelóu 17.10) vimos que la potencia media requerida para mantener una corrienie 
41 ł/ł/H |ec. (17.40)]. De aeuerdo eon esto, podemos escribir la ec. (19.28) en la forma 


dE = 1 ( tfzl \ 
dt 2 \ 6 t z€ 0 c*) 09 


(19.29) 


y por analogia llamar a 



Itt resistencia de radiación de la antena. Se expresa en ohms, como puede verHI~ 
Garno escribiendola en función de unidades fundament aleś. Por supuesto quc la 
reiUleucia total de la antena es la resistencia de radiación mas la resistencia dc 
OOinlucción. Introduciendo yalores numericos en la ec, (19.30), obtenemos R -» 787 
(t u /X) a ohms. Notar que las ecs. (19.29) y (19.30) para una antena rectilinea hau 
iłdo ob l eni das por medio de la aproximación dipolar electrica, por lo que las mis 
trutH sini validas solo cuando la longitud z 0 es muy pequeha comparada eon la lou- 
gitnd de onda de la radiación, 

toino ejemplo, consideremos una antena rectilinea de 30 m de longitud que 
Ir radiu on das electromagneticas de frecuencia 5 X 10 5 Hz, El valor medio eua- 
drńtlco de la corriente es 20 A. Usando la ec. (19.30) eon co — 2™ — 3,14 x 10° s ! 
y z {) 30 m, obtenemos R = 1,97 para su resistencia de radiación. Como 

/nuc IjY 2 (ver problema 17.42), tenemos /W = P° r 1° tanto la potencia 
Ir rad i ad a cs 

dT? 

— = RItm c ~ 400 W. 
dt 


Nul ar que en este caso X = c/v = 600 m, de modo que la aproximación cs correda 
ya <iue z 0 /X 1. 


ID.fi Radiación por un dipolo magnetico oscilante 

Otrą fuente iniportaate de ondas electromagneticas es el dipolo magnetico ości- 
lanie. vSm estudio cs muy similar al dcl dipolo electrico, solo que se intereambinn 
los papeles dc los canipos magnetico y electrico. 

En la seeelón 1 i>.(> ddiuimos un dipolo magnetico como una pequena espira 
de romenle, siendo el momenlo magnetico f //( 7/1, domie / es la ronienie 

y A el aren de la espira. Siipnuganios que la espira csta en el piano XV eon su 
centro en el origeu (lig. 19-12). Si la eorrienle ose.ila de aeuerdo a In ley 7 / 0 
sen <.»/. el niomento mugnetieo es )li ! 7/t 0 sen <>»/. domie }/i u l 9 A. On dipolo 
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magnitico estńtico produce solamente un campo magnetico constante, pero cuando 
el dłpolo magnćtico oscila, su campo magnetico en todo punto del espacio tambien 
oscila o sea que depende del tiempo. Esto significa que hay tambićn un campo 
elćctrico, de acuerdo eon lo dicho al hablar de la ley de Faraday~Maxwell. 

Como en el caso del dipolo electrico oscilante, omitiremos, a causa de las difi- 
cultadcs matemóticas, los detalles de cómo se obtienen las expresiones para los 
campos elćctrico y magnetico. En puntos cercanos al dipolo magnetico, el efecto 
de rctardación debido a la fmitud de la velocidad de propagación de las ondas 
electromagneticas es despreciable porąue la distancia r es muy pequeńa. El campo 
es entonces similar al de un dipolo magnetico estatico, estudiado en la sección 15.6, 
o sea 

% = EE C0S A = _*L sen o>t, 

i 3 4tc r 3 

(19.31) 

Ul sen e (x 0 9^ 0 sen 6 

Ł »9 = --=- = --x-sen tor, 

4 7T r 3 4?r r 3 



Pl(ł. 19-12, Campos electrico y mag** 
nótlco producidos por un dipolo magnć- 
tlco oscilante. 


y el campo electrico es despreciable, A 
gran des distancias, sin embargo, el hecho 
de que la velocidad de propagación de 
las ondas sea finita, produce una modifi- 
cación notable en el campo. Como en 
el caso de un dipolo electrico, podemos 
esperar una solución que dependa asin- 
tóticamente de 1/r en vez de 1/r 3 , como 
en las ecs. (19.31), estando los campos 
electrico y magnetico en un piano per- 
pendicular a la dirección de propagación 
de las ondas, Podemos suponer tambien 
que los campos electrico y magnetico 
intercambian sus papeles eon respecto a 
los que desempenan en el dipolo electri¬ 
co; es decir: el campo magnetico estarii 
en un piano meridiano y el campo elec¬ 
trico estara en una dirección transversal f 


do modo que las lineas de campo electrico son circunferencias eon centro en el 
eje Z. Con estas aproximaciones, los campos se expresan por 


y 


^ C ^0 sen 6 
4 tt r 

^ ( o ^ 

4-nr r 



sen (kr — w/) 


sen (kr — <o/). 


(19.32) 


Obsemunos que la relación = ć']c es vń!ida aim. La orientación relativa do los 
campos {' y h do un dipolo magnćtico oscilante »e i lustra en la lig. 19-12. Nótoso 


JM) 
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r! vc(-1,or (' x Y) tiene dirección radial. La onda esta polarizada linealm eiite 
JM ul rampo magnetico oscilando en un piano meridiano; en otras palabras; 
W piano de. polarización esta rotado 90° eon respecto al de las ondas dipolares 
||Jp|.rlt •as. Ksto suministra un me di o para distinguir entre las radiaciones dipol ar 
iMntrini y dipolar magnetica. 

(!on el mismo razonamiento usado para obtener la ec. (19-23), se eneuentra 
Itt densidad media de energia de la radiación emitida por un dipolo magnetico 

ftoiluntr es 


E(0) 


c n 


’2 4 


32 k 2 e 0 c 6 r 2 


sen 2 9. 


(19.33) 


Lu inlonsidad de la radiación emitida por el dipolo magnetico, /(0) = ck( 0), 
|| nu In segun el eje del dipolo (eje Z) y maxima en el piano ecuatorial, situaeión 

R ilogu a la encontrada en el caso del dipolo electrico oscilante. La energia media 
Hilladn en la unidad de tiempo por el dipolo magnetico oscilante es 


dE 9 gjy 

dt 127T€ 0 c 5 


(19.31) 


ftltc resultado se obtiene siguiendo el mismo procedimiento sugerido para el 
(łipolo electrico. 

Lu el caso de un electrón en un atonio tenemos, segun la ec. (15.27), cpie 
- (c/2./n c )L, donde L es el momentum angular orbital del electrón; por 

In tu u to 

dE (e/2m e )W 

dt 12:rce 0 c 5 


]«a e.uiitidad ej2m e vale 1,759 x 10 11 C kg -1 y el momentum angular L es del 
orden de U) ?A J s _1 (ver ejemplo 15.7), de modo que 


dE ss W. 

dl 


tlmindo eomparamos este resultado eon el correspondiente a un dipolo electrico, 
II ogum os a la eonclusión de que para atomos (y tambien para molćciilas), el eo 
clenie entre la inlensidad de la radiación dipolar magnetica y Ja de la dipolar 
ji Wet lica es del orden dc 10~ 6 . Esto indica que para u na misma freeuencia, la 
rndlitcióii dipolar magnetica emitida por atomos es dcspreciablc Irenie a la dipolar 
rlóelricn y sola menie se debe tenor en cuenta cnamlo por algo na rnzón no hay 
radiación dipolar eleotriea; este |)iuiLo no se discuUra mpd ponpte para ello se 
lireeniln apliear la moeaniea euantica. En realidad, como L mm, y r y ~ son del 
IhIniiio orden de magnitud, se eneuentra que 


( ,n ' : ) -1 

( " ) 

f ( M \ 

\ dt J tuu^iirtiro 

( r J 

V dl J 
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de modo que sólo son comparables para electrones muy rapidos. En los nucleos, 
por el contrario, la radiación dipolar magnetica es relativamente mós intensa 
que en los Atomos y moleculas. 


KJKMPLO 19.3. Estudiar la radiación dipolar magnetica emitida por una antena. 


Solución: Aplicando la fórmula (19.34), eon C M 0 = J 0 A, a una antena radiante, se 
eneuentra que la potencia media reąuerida para hacerla funcionar es 


dE 

dt 


ĄAW 

12rre 0 c 6 


(19.36) 


Comparando eon la ec. (19.28) correspondiente a una antena dipolar electrica, resulta 


(dEjdt) dipolo magnćtico / A co \ 8 

(dE/dt)& ipolo electrico V Z Q C ) ' 


Teniendo en cuenta que t o/c = k = 2n/\ y que A es del mismo orden de magnitud 
que zl se obtiene 

(dĘjdt) dipolo magtićtico ^ / 27tZ 0 \ 2 
(dE/dt)di polo electrico \ X / 

Como para las antenas de radiodifusión, z 0 es normalmente mucho menor que X, 
nuevamente llegamos a la conclusión de que el modo magnćtico de la radiación 
es mucho mas debil que el modo elćctrico. Resulta instructivo aplicar la ec. (19.37) 
Bl caso atómico. En este caso z 0 es del orden de 1CT 10 m y en la región óptica X es 
dc alrededor de 10~ 7 m, por lo que para el cociente que aparece en la ec. (19.37) 
se eneuentra un valor del orden de 10~*, que esta de aeuerdo eon nuestra estimación 
antorior. Por otrą parte, en los nucleos, z Q es del orden de 10~ 14 m y X del orden 
dc 10~ 18 m, de modo que el cociente (19.37) vale aproximadamente 10~ 4 , por lo 
quo la radiación dipolar magnetica es relativamente mas importante que en el caso 
atómico. 


EJfCMPLO 19.4. Obtener la resistencia de radiación de una antena en forma de 
eaplra. Aplicar el resultado al caso de una antena circular de 30 m de iongitud en 
la que oscila una corriente de frecuencia 5,0 x W Hz y valor medio cuadratico 
dc 20 A. 


Holucióm Scgun la ec. (19.36) se tiene 

dE = ± ( AW \ J2 

dt 2 \ 6tt€ 0 c 5 / 


do modo que la resistencia de la radiación es 

n = = M V 

67T€„c» 3 y € 0 V X* ; 


-31,170 (A)' 


ohms. 


En nuostro caso el radio es 30/2 tc m por lo que el area es A = 900/4 tt = 72 m a ; la 
longllud de onda es la misina que en el ejetnplo 19.2. Por consiguiente R « 0,0012 ił. 
Lft polcneltt media irradtada es 


dE 

dt 


nn mc - 0,24 w, 


Yttlor quc dc be compararse eon cl obtenido en cl ejuiuplo 19.2. 



10.7) Radiación por una carga acelerada 70/ 

10 M lladiación por multipolos oscilantes de orden superior 

Kn Iiih dos secciones anteriores hemos considerado la radiación emitida por di- 

{ ItlloH cleclricos y magneticos. En los capitulos 14 y 15 hemos hablado de mul- 
IfioloH de orden superior, tanto magnetieos como electricos, relacionados eon 
41fnreiit.es distrihuciones de cargas y de corrientes. Si estos multipolos oscilan, 
pfoducen ondas electromagneticas cuya distribución angular y estado de pola- 
fllHrión diiieren de los de las ondas dipolares. En generał, cuanto inayor es el 
(tfden dcl multipolo, menor es la intensidad de radiación en comparación eon Ja 
Sfi nil dipolo de dimensiones similares y de la misma frecuencia, Por ejemplo, 
•1 f tt oh el orden de magnitud de las dimensiones del sistema y X la longitud de 
fllltll!, i 1 ! cociente entre la intensidad de la radiación cuadrupolar electrica y la 
d* Im di polar electrica es del orden de (r 0 /x) 2 . En los atomos, r 0 es del orden de 
|() 10 iii y para la luz X es del orden de 1(L 7 m, de modo que (r 0 /x) 2 vale aproxi- 
Itkmlainentc 10~~ 6 . Por otrą parte, en los nucleos r 0 es del orden de 10“ 14 m y X 
m del orden de 10“ 12 m, de modo que (r 0 /x) 2 vale aproximadamente 10~ 4 , por 
Id cpie la radiación cuadrupolar electrica es mas importante que en los atomos. 
m oho ej uc en ambos casos la intensidad de la radiación cuadrupolar electrica 
UH del mismo orden que la de la dipolar magnetica. Estos resultados muestran 
quo la radiación dipolar electrica es la mas importante en sistemas atómicos. 
Pm lo cmilrario, en ciertos nucleos debe tenerse en cuenta la radiación cuadrupolar 
elMriea y la dipolar magnetica y, en algunos casos, tambien la octopolar elec- 
trlen y la cuadrupolar magnetica. La radiación inultipolar de orden superior es 
inny debil y muy pocas veces se observa, salvo en condiciones muy especiales. 


III.7 lladiación por una carga acelerada 

Ku Ins secciones 19.4 y 19.5 estudiamos dos mecanismos particulares de einisión 
de rmlineión electromagnetica: los dipolos oscilantes magnetico y electrico. Es 
hI n embargo muy importante tener una comprensión mas generał de la einisión 
de In radiación electromagnetica. Consideremos en primer lugar el caso de una 
eurgn en movimiento uniforme, o sea una carga moviendose eon velocidad cons- 
lunle. Los campos electrico y magnetico que resultan en este caso fueron osi o¬ 
dła dos en la sección 15.13. El campo electrico es radial y el campo magnetico es 
lrnnsvcrsal siendo sus lineas de fuerza circunferencias eon centros en la trayee- 
l.oria de la carga. La fig. 19-13 muestra el campo electrico f y cl magnetico )} 
en euatro puntos simelrieos P v P 2 , P 3 y P 4 . En cada punto se ha indicado tambien 
el veeiur ( x /j. Observando la figura, se ve quc cuando sumamos las contrilm- 
elones cle ( x )] en to dos los ]>untos del espacio, las componontes perpemlieulares 
ii In direeción del inoviiniento se eancelan rnientras que las oomponenles paralelas a 
la direeción del mov imieniu ustań lodas en el mismo sentido y se suman mins a 
olras. I Cs to signifiea (|in* hay ii n finjo nelo de energia en la misma direeeión. en 
que se mueve la earga. Esl.o es esplicalde desde el punto de visla lisico ya que la 
pm llciiln lleva ronsigo el campo (y eon el su energia y su momentom). Kit punlns 
II jon eon respeelo a miesiro sislcma de referenda de! laboratoria y que se cueiieu 
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tran por detrós de la carga en movimiento, el campo electromagnetico es deęre- 
cientc, mientras que en puntos que est&n al frente de la carga el campo creęe 
en la misma proporción. Esto requiere una transferencia de energia de izquierda 
a derecha (es decir en la dirección del movimiento de la carga en nuestro sistema 
de referenda), lo cual da ługar al flujo de energia mencionado. 

Para constatar si se irradia energia, debemos calcular el flujo del vector £ x 93 
a travśs de una superficie cerrada que contiene la carga. Usando la ec. (19.18) 

para el caso de una superficie cerrada tenemos 




Como superficie cerrada elegimos una esfera 
de radio r eon centro en*la carga. En la fig. 
19-13 se ve que el vector £ x 9} es en todos 
los puntos tangente a la superficie esferica y 
por lo tanto perpendicular al versor u N normal 
a la superficie. Luego, 

£ x T3 *Mn = 0 

y el flujo neto de energia a traves de la su¬ 
perficie esferica es nulo. Llegamos entonces a 
la conclusión de que 


n*. 19-18. Campos electrico y 
magnćtico de una carga en rno- 
yimlento uniforme. 


una carga que esta. en mouimien- 
to rectiltneo uniforme no irradia 
energia eledromagneiica , 


Esto tambien es explicable puesto que en el 
listema inercial de referenda de la carga, el campo es estatico y la energia per- 
maricce constante; por lo tanto en el sistema de referencia del laboratorio la 
energia tambien permanece constante. Hay simplemente un flujo estacionario 
de energia en el sentido del movimiento de la carga. 

Cuando la carga esta en movimiento acelerado se presenta una situación muy 
dlferente. El campo electrico de una carga acelerada ya no es radial y no es sime- 
trlco respecto a la carga, como cuando el movimiento es uniforme. No daremos 
aqui la expresión del campo porque es muy complicada, poro las lineas de campo 
tienen una forma similar a la que se muestra en la fig. 19.14. Suponiendo que la 
particula se mueve de iząuierda a derecha, el campo disminuye a la iząuierda 
y aumenta a la derecha pero, debido a la aceleración, el aumento del campo 
(que corresponde a la nueva velocidad mayor) es superior a la disminución del 
campo que existia previamente (y que corresponde a una velocidad anterior, 
mis pequefta). En consecuencia, se debe transferir un exceso neto de energia a 
todo el espacio para establecer el campo. Por lo tanto 


una carga acelerada irradia energia eleclromagnólica . 
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FI*. 19-14. Lineas del campo electrico producido por una carga acełerada. 


Kito significa que, para determinar el movimiento de una particula cargada bajo 
1 a accióu de una fuerza, debemos tener en cuenta la energia que irradia. Esta 
GOtnplica la ecuación de movimiento de la particula, y la razón de no haber con- 
•Idi irndo anteriormente este factor es que en la mayoria de los casos praclieos 
(en los que la aceleración es pequeńa y la velocidad es pequena eon respecto a c) 
Cl mismo es despreciable. 

Usarulo las expresiones apropiadas para los campos £ y 93, podemos demos- 
trar que, si la carga acełerada esta momentaneamente en reposo o se mueve 
Imitamente eon respecto al observador (de modo que pueden despreciarse todos 
Inn efectos de retardación debidos a que la velocidad de propagación de la oitdn 
ch Unita), la energia irradiada por unidad de tiempo y que atraviesa una super- 
llcie esferica de radio r alrededor de la carga, es 


dE q 2 a 2 
dt 6 TZ 6 0 c 3 


(19.28) 


tlonde a es la aceleración de la carga. Este resultado, llamado formula de Larmor , 
cc esencialniente identico a la ec. (19.26), ya que para una carga que oscila segiiu 
d eje Z es a = — ™ 2 z. Por lo tanto 

dE _ q 2 z 2 o 4 

dt 6 n e 0 C 3 

y para obtener la energia media irradiada necesitamos z 2 que es ignal a Jrjj. 
llaeiemlo esta sustitución, obtenemos la ec. (19.26). 

Una conclusión importante es que para mantener una carga en movimiento 
ttoderndo, lenemos que surninistrar energia para compensar la que se pienie por 
radiación. Kato signilica (|ue euando se acelera uri ion en un acelerador lineal, 
tul como el generador de Vau de (iraaff, parte de la energia summislrada al ion 
He pienie como radiación oleotrnmagneticn; esta perdida es sin end)argo de.spre- 
oluhle, exceplo para energlas relativisLas. 
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Otrą espeeulación interesante es que si toda la masa es de origen elćctrico, 
como sugerimos en el ejemplo 17,6, podrianios interpretar la inercia diciendo qne 
80 dobę al hecho de que una carga en movimiento acelerado hecesita un suinl- 
nistro de energia para establecer su campo electromagnetico. Cuando no hay 
este suministro, la carga se frena hasta que queda en reposo en un sistema iner- 
clal. Sin embargo, este asunto es aun materia de conjeturas y discusiones, 

Si la aceleración es paralela a la velocidad y esta es peąuena eon respecto a r, 
la distribución angular de la energia irradiada es de la forma sen 2 6 ilustrada 
on Ja fig. 19.10 para un dipolo eleetrieo. En efecto, usando la ec. (19.24) eon los 
cambios apropiados (o sea, reemplazando por q 2 zl y z 0 <*> 2 por la aceleración a, 
y teniendo en cuenta que no estamos usando valores medios sino instantaneos 
por lo que hay que quitar el factor ■£), encontramos que la intensidad de la radia- 
ctón en la dirección especificada por el angulo 0 eon respecto a la velocidad, se 
puedo expresar por 


/( 9 ) = 


q 2 a 2 

16Tr 2 c 3 e 0 r 2 


sen 2 0. 


(19.39) 


La distribución angular /(6) es simetrica eon respecto a un piano que pasa por 
la carga y es perpendicular a la dirección del movimiento, como se muestra en 
la fl«. 19-15. A altas energias, sin embargo, la intensidad de la energia irradiada 
por una carga acelerada tiene su maximo sobre una superficie cónica abierta en 
el ftentido del movimiento de la particula, como tambien se muestra en la fig. 19-15. 
El śngulo del cono disminuye a medida que la velocidad de la particula aumenta. 

Si la particula se frena en vez de acelerarse, la expresión (19.38) sigue siendo 
ydlida, y la energia irradiada es en cada instante la misma que el campo elec- 


mc z 

- = 0,24 



ritc. 19-15. Distribución angular, para 
dlforentus yalores dc vjc, de la radiación 
que cmltc uua carga acelerada. 


tromagnetico tiene un exceso como re- 
sultado de la disminución de la velocidad 
de la carga. Esto es lo que ocurre, por 
ejemplo, cuando una carga rópida, tal 
como un electrón o un proton, da con¬ 
tra un blanco, Una parte importante de 
su energia total se transforma en radia- 
ción llamada radiación de frenado, o mds 
freeuentemente bremsstrahlung (del ale- 
man Bremsung , frenado, y Strahlung, ra¬ 
diación) (fig. 19-16). Este es el principal 
mecanismo de producción de radiación 
en los tubos de rayos X usados en las apli- 
caciones fisicas, medicas e industriales. 

Aunąue en la fig, 19-14 se muestra el 
caso en que la aceleración tiefte la misma 
dirección que el movinuento, nuestra 
discusión vale tambien para cualquier 
clase de movimiento en el que haya 
aceleración. Por ejemplo, uua purticulft 
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cargada que se mueve en una trayectoria circular tiene una aceleración centri- 
peta, por lo que emite radiación. En consecuencia, cuando se acelera un ion en 
un acelerador cielico, como el ciclotrón, el betatrón o el sinerotrón, parte de la 
energia que se le suministra se pierde como radiación electromagnetica, efecto 
que en los aceleradores ciclicos es mas importante que en los lineales. Nosotros 
no tuvimos en cuenta este hecho en nuestro estudio anterior del ciclotrón y del 
betatrón, omisión que se justifica cuando la energia no es muy alt a y la acelera¬ 
ción es peąueńa. Por lo contrario, cuando las particulas alcanzan altas energias, 
como en los sinerotrones en los que la aceleración es grandę, las perdidas por 
radiación, llamadas radiación sincrotrónica , se hacen muy importantes y cons- 
tituyen una limitación seria para la construcción de aceleradores ciclicos de 
energia muy alta. 

Cuando una particula atrapada en un campo magnetico sigue una trayectoria 
espiral, como se estudió en la sección 15.3, tambien emite radiación sincrotrónica. 
Como la radiación electromagnetica se emite preferentemente en dirección per- 



Fig. 19-16. Radiación emitida por una 
carga que se frena al incidir sobre el 
blanco A en un tubo de rayos X. El blan¬ 
co se debe construir de un materiał eon 
un alto punto de fusión y se debe refri- 
gerar continuamente. 


Fig. 19-17. Radiación sincrotrónica de 
una particula que se mueve en un campo 
magnetico. En dos posiciones se muestra 
la distribución angular de la intensidad, 
y la dirección de la velocidad y de la acc- 
leración de la particula. 


pendicular a la aceleración (ver fig, 19-15) y como la aceleración apunta hacia el 
eje de la helice siendo perpendicular a la velocidad, deducimos que la radiación 
sincrotrónica se emite principalmente en la dirección del movimiento dentro de 
un cono cuyo eje es tangente a la trayectoria de la particula, como se indica en 
la fig. 19-17. La radiación originada en las particulas cargadas (provenientes de las 
manchas solares o de cuerpos mas lejanos, como ciertas nebulosas) atrapadasen 
el campo magnetico terrestre, es en esencia de este tipo. En la fig. 19-18 se mues- 
tran cuatro fotograf las dc la Nebulosa del Cangrejo; la radiación reoibidą, quc se 
extiende desde las rudiofrecuencias hasta el ultravioleta exlremo, se suponc quc 
es radiación Hincrotrónica dc eleelroncH eon energias de hasta alrededor de l() ia eV, 





F«*. 11M8. Radiación sincrotrónica de la Nebulosa del Cangrejo. Gada fotografia 
10 sacó a traves de un dispositivo que aceptaba sólo radiación eon el vector electrico 
como se senala. El hecho de que las fotografias sean diferentes indica que la radiación 
09tó polarizada. (Fotografias cortesia de los Observatorios de Mt. Wilson y Palomar). 


que se estón moviendo en trayectorias circulares o helicoidales en un campo 
magnćtico del orden de 10~ 8 T, La radiación ostenta una fuerte polarización, 
como se deduce de las diferencias en las fotografias, las cuales fueron tomadas 
a travćs de un filtro polarizador que sólo dejaba pasar radiación eon el campo 
elóctrico en una dirección especificada para cada fotografia, dirección que se 
indica eon una flecha. 

llay otrą consideración interesante que se relaciona eon la estructura atómica. 
En la sección 14.7 senalamos que, como resultado de los experimentos de Ruther¬ 
ford sobre la dispersión de particulas alfa, representamos los ótomos como com- 
puestos de un nucleo central, cargado positivamente, deścribiendo los electrones 
Cargados negativamente, órbitas cerradas alrededor del mismo. Pero esto sig- 
niflctt que los electrones se mueven eon movimiento acelerado y, si aplicamos 
las Ideas expuestas en esta sección, todos los ótomos estarian irradiando energia 
continuamente. Como resultado de esta pćrdida de energia, las órbitas clectró- 
nicaft eneogerian, eon la consiguiente contracción del tamano de todos los 
cuerpos. Por supuesto que si todos los cuerpos fueran idćnticos, no podriamos 
detectar esta contracción, porcjuc afectaria de igual manera tanio al cuerpo que 
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fft mide como a la regla que se usa para medir* Pero como los atomos de ele- 
IBentos diferentes son tambien diferentes, se encogerian en proporciones distintas, 
lo que produciria un efecto observable. Sin embargo, ni esta contracción de la 
tnateria ni la radiación continnada eon ella asociada han sido ohservadas. Por 
lo tanto tenemos que sacar en conclusión que el movimiento de los electroncs 
ttómicos estó gobernado por otros principios que aun no hemos considerado. 
fistos son los de la mecanica cuantica que en cierta medida modifican los resub 
tados discutidos aqui. 


MJEMPLO 19.5* Deducir, para la energia irradiada en la unidad de tiempo por una 
OATga acelerada, una expresión que sea valida cualesąuiera sean su velocidad y la 
dirección de su aceleración. 


Ęolución ; La formula de Larmor, ec. (19.38), es estrictamente correct a solo cuando 
U particula esta momentaneamente en reposo eon respecto a un observador. Para 
bbtener el valor de la energia irradiada pór la carga tal como la mide un observador 
jgUe ve la particula moverse eon velocidad y, debemos hacer simplemente una trans- 
formación de Lorentz de todas las cantidades que aparecen en dicha expresión. 
łtipongamos que la carga esta momentaneamente en reposo eon respecto a un 
0bservador O' que usa el sistema de referenda X'Y'Z'; la ec. (19.38) se escribe 


dE' __ q*a'* 

dt' 6 ttc 0 c 3 

Ptra un observador O, eon respecto al cual la particula tiene una velocidad v y 

? ue usa los ejes de coordenadas XYZ, tenemos que usar dEjdt en vez de dE'/dt'. 

>«ro como dl y dt' son dos intervalos de tiempo correspondiente s al mism o punto 
tn X'Y'Z', estan relacionados por la ec. (6.34); o sea, dt — dt'jY 1 — -v 2 /c 2 . Analo- 
gamente, dE y dE' (que son yariaciones de la energia de la particula que tien e 
momentum cero eon respecto a X / Y / Z r ) estan relacionados por dE^dE'/V 1— i) 2 /c 2 f 
legón se desprende de la ec. (11.27). (Un razonamiento equivalente seria recordar 
que E/c se transforma como ct f puesto que ambos son las cuartas componentes 
de un cuadrivector). Por lo tanto dE/dt = dE'jdt' y el primer miembro es el mismo 
para ambos observadores. 

Para transformar el segundo miembro de la fórmula de Larmor, usamos la 
tC* (6,39) para la relación entre los valores de las aceleraciones de la particula me- 
dldos por ambos observadores, o sea 


/fl _ a 2 — (« x a) 2 /c 2 
a ~~ (i — v*]c*y ~ ' 

Por lo tanto 

dE _ q 2 a 2 — (t? x «) 2 /c a 

"dT = (T — V 2 /c 2 ) 3 


(19.40) 


reiultado que se conoce como fórmula de Lienard y que fue obtenido por primera 
ye* en 1898, antes de que se desarrollara la teoria de la relatividad. Se puede dc- 
moBtrar que la fórmula de Lienard ya incluye los efectos de retardación debidos 
t la veloclda,d Unita de propagación de la radiación electromagnćtica. 

Si la aceleración es paralela a la velocidad, v x a = 0 y la ec. (19.40) sc rcduce u 


(dE\ _ _ g *at _ 

l dt )\\ ' 67T€ 0 C 8 (1 — u 8 /^) 3 * 


(19.41) 


Bita es la exprcslón quc dobo usarse para cstinmr las pórdidas por radiación en los 
AOtltradores llneales. Por otrą par^is, cuando la acełoraclón es perpendlcular a la 
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velocidad, como en el caso de una órbita circular, (v x «) a = n 2 a 2 y la ec. (19.40) 
se reduce a 


dE \_ q 2 a 2 _ 

dt ) ± ~~ 67re 0 c 3 (l — y 2 /c 2 ) 2 * 


(19.42) 


Eata c& la expresión que debe usarse para calcular la radiación sincrotrónica. A ve~ 
loclclades muy bajas (v c), (dE/dt)\\ y (dE/dt). L se expresan ambas por la ec. (19,38). 


EJKMPLO 19,6 . En un acelerador Van de Graaff cuyo tubo es de 2 m de longitud, 
fte acelera un protón a traves de una diferencia de potencial de 5 X 10 6 V. Deter- 
minar la energia irradiada y compararla eon la energia ganada. 


Solución: Si t es el tiempo que tarda el protón en recorrer el tubo de aceleración 
y v su velocidad finał, v =» af, suponiendo que el movimiento no es relativista, lo 
Cuąl es vdlido en este caso; por lo tanto vale la ec. (19.38). Teniendo en cuenta que 
la aceleración a es constante, vemos que la energia total perdida por el protón en 
6l tiempo t por causa de la radiación es [poniendo v = at y q = l en la ec. (19.38)], 


Erad 


dE \ _ e 2 v 2 

dt ) 6rc€ 0 c 3 f 


Pero sl s es la longitud del tubo de aceleración, se tiene s = \at 2 =* \(at)t =» tyt; 
por lo tanto t = 2 s/v y 


Er ad 


e a i? 3 

12tt€ 0 c 3 s 


que puede esperarse que sea muy pequena por depender de (u/c) 3 . La energia cinetica 
ganada por el electrón a traves de la diferencia de potencial V es E* = \m<tv 2 = 
iV — Ema » eV, En consecuencia, 


.Erad _ e 2 v _ e 2 / 2eV V/ 2 

Ek 67ce 0 c 3 /n e s 67T€ 0 c 3 me5 V m e / 

J a que v = (2eV//n e ) 1 ^ !! . Introduciendo los valores numericos tenemos que Erad/E* = 
,4 x 10" 20 . Por lo tanto las perdidas por radiación son despreciables en este ace¬ 
lerador. 


EJ EM PLO 19.7, En un ciclotrón eon un radio de 0,92 m se acelera un protón. La 
freeuimda del potencial aplicado a las des es 1,5 X 10 7 Hz y el mdximo de diferencia 
do potencial es 20 000 V (ver ejemplo 15.3). Comparar la energia perdida por ra- 
dlución en una revolución eon la energia cinetica ganada. 

Aoluririn; La maxima energia cinetica ganada por el protón en cada revolución 
OB Ek — 2eV»ax porque cruza dos veces el espacio entre las des. La aceleración 
doi protón es a =# oi a r 47i 2 v z r, pudiśndose despreciar los efectos relativistas. Por 
lo tanio, poniendo q = e en la ec. (19.38) se tiene 

dE c 2 (47T 2 v 2 r) a 8r: 3 e 2 v 4 r 2 

dt 6tt € qC 3 3e 0 c a * 


y la energia Irradiada en una revolución (tiempo = l/v) es 


E rad 



Ht:Vv¥ 

3 « 0 > 



IM) Absorción de la radiación electromagnetica 16!) 

ItltriMludnido los valores numericos, tenemos que EradjEic — 4,0 x 10 -15 . En cste 
•Mo Ki mi es tambien mucho menor que Ek pero es relativamente mas importanle 

J Uf> 101 uueslro ejemplo anterior del acelerador rectilineo. La perdida de energia 
lir rndlneión se hace tanto mas seria cuanto mayor es la energia de la particula. 


IU.H Absorción de la radiación electromagnetica 

Kumo* esLudiado los mecanismos de radiación mas importantes mediante los cuales 
H puede producir ondas electromagneticas. Debemos ahora analizar el proceso 
Jf Vcr que ocurre cuando una onda electromagnetica interactua eon un atonio 
j) eon im sistema de cargas de modo que la energia de la onda es absorbida poi¬ 
li nUloma. La absorción de energia de una onda electromagnetica es un problemu 
tntitplicndo que requiere extensos calculos matematicos y el uso de la mecanica 
fltlrtnlirn, pero las ideas fundamentales pueden comprenderse facilmente. Cuando 
HflA oiido electromagnetica incide sobre un atomo, tanto el campo electrico de 
In ondik como el magnetico actuan sobre los electrones del atomo. El efecto del 
llliipo magnetico se puede despreciar en primera aproximación, ya que es (lei 
inlen de magnitud de ev°$ = (i>/c)eć, donde v es la velocidad del electrón y hemos 
URMdo la relación S8 — Ć/c, que es valida para una onda electromagnetica piana. 
Mcgimios entonces a la conclusión de que la interacción magnetica eon una onda 
Hlertromagnetica es vjc veces menor que la interacción electrica e£ y se puede- 
por !u tanto despreciar excepto en el caso de electrones muy rapidos. 

Kn ima region del espacio que sea peąueńa eon respecto a la longitud de onda 
(como en un atomo), el campo electrico de la onda electromagnetica puede ex- 
piYHurse en la forma ć = ć 0 sen o>/ż ya que la parte espacial de la onda es prac- 
tieamenlo constante dentro de la pequeńa region en que se mueve el electrón. 
Lu frcrucncia del campo se ha designado eon w, de aeuerdo eon la notación de la 
RtMTión 12.13. La fuerza electrica sobre el electrón es — e£ y hace que el electrón 
mulice osoilaciones forzadas. Recordando el estudio hecho en la sección 12.13, 
llegumos a la conclusión de que la rapidez de absorción de energia por parto del 
elecl rón (o sea la potencia media que el campo electrico de la onda transfiere al 
tme.ilador) es maxima cuando hay resonancia de energia; esto ocurre cuando la 
freeueneia <.)/ de la onda es igual a la freeuencia natural del electrón. Un analisis 
mióiiUco mas detallado, que omitimos, muestra que esta freeuencia es cuahjuiera 
de las fretuiencias a> 1 , w 2 , w 3 , .. . del espectro de emisión del atomo (o moleeula) 
ul cmii el electrón esta ligado. En otras palabras, 

un alomo o moleeula absorbe radiación electromagnetica preferenfemenfe 
cuando la freeuencia de la onda elecl ro mag net i ca coineide eon una de 
las frecuencias de su espectro dc emisión , 

o en slnlesis, los espeelros de emisión y de absoreióu <le mm suslaucia se coni- 
ponen de las mismas frecuencias. La lig. !9-H)(n) muestra la distrilnirióii de. in 
IcuNidud en una onda meidenle sobre ima suslaucia y la energia absorbtda poi 
ósla en funerńn de la rreciienria. La lig. W) iU(l>) muestra la dislribueióu ile iuten 
Hldad en la radiación Iransmilida. Nólcse In correspondcncia (-utrę las dos cumts. 



770 Ondas eledromagnóticas 


(19.9 


pues la radiación transmitida es disminuida en las frecuencias correspondientes 
ft la absorción preferencial por parte del atomo. 

iCuńl es el resultado de la absorción de energia por parte del atomo (o mo- 
lócula)? Esta absorción de energia provoca un ajuste del movimiento electrónico 
a la mayor energia del atomo (o molecula), Se dice entonces que el atomo (o 
molćcula) queda en un estado excitado . Un atomo (o molecula) excitado puede a su 
vez reemitir en forma de radiación dipolar electrica, el exceso de energia absorbida. 

En la naturaleza hay un continuo intercambio de energia entre los atomos, 
las molćculas y la radiación electromagnetica. El sol es la fuente principal de la 
radiación electromagnetica que llega a la Tierra. La interacción de la radiación 
alfcetromagnetica del sol eon los cuerpos que estón en la superficie terrestre es 
reiponsable de la mayoria de los fenómenos que observamos diariamente, inclu- 
yendo la vida misma. 



rig. 10-10. Intensidades de la radiación que se absorbe y se trasmite al pasar a 
tr*vós de una sustancia. 


19*9 Difusión de ondas electromagnóticas por electrones ligados 

Cuando una onda electromagnetica pasa a traves de un ótomo (o molecula), 
perturba el movimiento de los electrones ligados, como se explicó en la sección 
preccdcnte, y el ótomo (o molócula) puede ąuedar en un estado excitado; pero 
Como los electrones actuan como dipolos electricos que oscilan forzadamente, 
los śtomos excitados pueden, por el proceso inverso, emitir radiación electromag- 
nćtica de la misma frecuencia que la onda incidente sin retraso apreciable. La 
energia que el dtomo emite ha sido absorbida de la onda incidente por los elec- 
trones ligados del śtomo. Este proceso se llama difusión (N.T 4 ) y la radiación 
emltlda es la onda difundida (fig. 19-20). 

iV, T.t KI nombro generalmcnte accptado para este proceso es dispersión. Sin embargo, usu- 
moft dlfuilón paru que no haya confustón eon el fenórneno qne se estudluró en la sección 10,13. 
Adyortlmoft «1 isstudlante que este fenómenp dc difusión no es el mismo que el quc se tru- 
tarA on cl capitulo 24. 
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La difusión ayuda a disminuir la intensidad de la onda primaria o incidente 
pueR la energia absorbida de la onda se vuelve a emitir en todas direcciones daudo 
como resultado una remoción efectiva de energia en la radiación primaria. 

Se ha observado experimentalmente que la intensidad de las ondas difundidas 
dcpende de la frecuencia de la onda primaria y del śngulo de difusión. Para 
CRlcular esta dependencia es necesario primeramente determinar en que medida 
et campo electrico de la onda primaria perturba el movimiento de los electrones 
Htómicos; este analisis debe realizarse por medio de la mecanica cuantica. 

lina caracteristica importante es que 
fan ondas difundidas son mas iniensas 
CUando la frecuencia de la radiación 
tncidente es igual a una de las frecuen - 
das ; o)j, o) 2 , <o 3 , ... del espectro de emi- 
$lón dcl atomo (o molecula), resultado 
que se conoce como fluorescencia reso- 
nante .* Este resultado fisico era de 
tiperar puesto que parece natural que 
la intensidad de la radiación difundida 
leu mayor para aąuellas frecuencias 
para las cuales la absorción de energia 
de la. onda es mayor, y estas son las 
mismas frecuencias que las del espectro de emisión del atomo (como se explicó en 
la tłccción 19.8). Sin embargo, la difusión puede ser apreciable aun para frecuen- 
clns diferentes de las del espectro de emisión. 

Otrą propiedad interesante es que para gases cuyas moleculas tienen un es¬ 
pectro dc emisión en el ultravioleta (ver sección 19.15) la difusión de ondas elee- 
tromagneticas eon frecuencias en el visible, aumenta eon su frecuencia. Esto es 
Mci! de comprender, ya que cuanto mayor es la frecuencia en la region visibl<\ 
miis eerca esta de la frecuencia resonante en el ultravioleta y mayor es la am¬ 
plitud de las oscilaciones forzadas; esto origina una difusión mayor. Por ejemplo, 
cl brillo y el color azul del cielo se atribuyen a la difusión de la luz solar por las ino- 
Idculna del aire; en particular, el color azul es el resultado de una mayor dispcrsión 
U las frecuencias mas altas (o a las longitudes de onda mas cortas). El mismo pro- 
ooho cxplica los colores rojos brillantes que se observan a la salida y a la puesta dcl 
Hol, cuando los rayos de la luz atraviesan un gran espesor de aire antes de alcanzar 
lu hu perlicie terrestre, dando como resultado una fuerte atenuación de las alias 
frecuencias (o longitudes de onda cortas) debido a la difusión. 

Lu difusión es producida tambien por particulas peąueńas (como las del turnio 
o del połvo) o gotitas de agua (como las de las nubes) suspendidas en el aire. 
Lor Uquidos eon una suspensión de partictdas, como los coloides, cxhjbeu una 
fuerte difusión; este es cl efeclo TyndatL 


Onda 

incidente 

/ 


Onda Electron 



Fig. 19-20. Difusión de la radiación por 
un electrón ligado. 


* En la región visihle del espectro rlcciroimigiuHlco, la iuminiscencia indueida en mm susi a nr la 
eoino resultado de ta nhsorción y la emisión subslguiente de nuliación, se deitominn fluortwucla 
euando el l tempo «pie Iran senne cntre la absordón y ta emisión es menor ipir 10 * h, Cninmlo 
pl retardo es mayor, el fenómeno se Mama fosf'tnrstvnci<t. I.a radlaelón (luorcNeenle y la fotłfo 
rpieonle no llenen por toner la mUtna frmirnehi. 
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FI*. 10-21- Polarización de la radiación difundida cuando la radiación incidente (a) 
tltń polarizada llnealmente y (b) no esta polarizada. 


Cuando la radiación primaria esta polarizada linealmente, las oscilaciones 
atómicas tienen lugar en la dirección fija del campo electrico de la onda y la 
radiación difundida tiene la polarización caracteristica de la radiación dipolar 
elóctrica (fig. 19-21a). Sin embargo, aunąue la radiación incidente no este pola¬ 
rizada, la radiación difundida esta siempre parcialmente polarizada. Consideremos 
por cjemplo una onda no polarizada incidente sobre un ótomo S (fig. 19-21b). 
Las oscilaciones dipolares electricas inducidas en el atomo son paralelas al campo 
elóctrico de la onda y por lo tanto estan todas en un piano P perpendicular a la 
dirección de propagación IA de la onda incidente. La polarización de la radiación 
difundida en cada dirección depende de la dirección de las oscilaciones dipolares 
y por lo tanto no siempre esta en una dirección fija cuando la onda incidente no 
est& polarizada; pero para cualquier dirección SB perpendicular a IS , la onda 
difundida tiene polarización lineal paralela al piano P, perpendicular a IS , ya 
que para estas direcciones los dipolos oscilan siempre en tal piano. Para otras 
dlrecciones, el grado de polarización de la radiación difundida depende del angulo 
que la dirección de difusión hace eon IA. En la dirección IA, la radiación difun¬ 
dida no estd polarizada si la radiación incidente no lo esta. 


20.20 Difusión de la radiación electromagnetica por uń electrón 
librę; el efecio Compłon 

La difusión de la radiación electromagnetica por un electrón librę tiene ciertas 
particularidades que requieren un estudio aparte del de la difusión por clectrones 
ligados o por molćculas, que hicimos en la sección precedente.^Como hemos visto, 
la difusión es un proceso dobie por el cual un electrón absorbe energia de una 
onda electromagnetica y la vuelve a irradiar como onda dispersada. No olvidemos 
que una onda electromagućtica transportu energia y momentutn por io que si 
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ie saca una energia E de la onda, una cantidad correspondiente p =* E/c de 
momentum se debe tambien retirar de la onda.^ 

Ahora bien, un electrón librę no puede absorber una cantidad de energia E 
y al mismo tiempo adąuirir un momentum p = Ejc, porąue para un e lectrón la 
relación entre energia cinetica y momentum es E k = c ]/ m%c 2 + pl — m e c 2 a 
altas energias, y E k — plj2m e a energias bajas. Cualąuiera de las dos es incompa- 
tlble eon la relación p = Ejc si E = E k como prescribe la conservación de la 
inergia, Deduciriamos entonces que un electrón librę no puede absorber energia 
electromagnetica sin violar el principio de la conservación del momentum. El 
iltudiante puede entonces preguntarse por que no mencionamos este problema 
del momentum en la sección precedente cuando estudiamos la difusión y la ab- 
lOrción de ondas electromagneticas por electrones ligados. La razón es esta: la 
00nservación del momentum y de la energia se aplica en ambos casos, pero en 
|1 del electrón ligado, la energia y el momentum absorbidos son compartidos 
for el electrón y por el ion que constituye la parte restante del atomo, y siempre 
II posible diyidir tanto la energia como el momentum en las proporciones correc- 
III, Sin embargo, como el ion tiene una 


masa mayor, se lleva (junto eon algo 
dl momentum) una pequeńa fracción de 
li energia disponible, por lo que habi- 
tualmente no se la considera (ver ejemplo 
9 . 12 ). En el caso de un electrón librę 
AO hay ninguna otrą particula eon la cual 
|1 electrón pueda compartir la energia 
y el momentum por lo que no serian po- 
Ubles ni la absorción ni la difusión. 

Los resultados experimentales nos di- 
Cin, sin embargo, otrą cosa. Cuando ana- 
liiamos la radiación electromagnetica 

£ 1 hu pasado por una region en la que 
y electrones libres, observamos que, 
idimńs de la radiación incidente, hay 
jtra de frecuencia difererde . Esta nueva 
radiación se interpreta como la difundida 
por los electrones libres. La frecuencia 
di la radiación difundida es menor que la 
dl la incidente y en consecuencia la longi- 
tud de onda de la radiación difundida es 
Iftayor que la de la radiación incidente (fig. 
10-22). La longitud de onda de la radiación 
difundida varia eon la dirección de difu- 
lión. Este fenómeno interesante se deno- 



ITlina efado Complon en homonaje al flsico 
norteamericano A. 11. Complon, quuui fuc 
ll prlmero en observarlr> y analizurlo en 
lot primeroH afitm de lu dćcadu del 20. 


FIk- 1W-22. Hadiueióii difuiidUla por 
un 1'leclrón libro. Dlslrlbuclóu de łnten- 
sldud [nmi dlfcrenlos ńngulos do dliii- 
Bión. 
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Sea X la longitud de onda de la radiación incidente y X' la de la difundida; 
Compton encontró que X' esta determinada solamente por la dirección de difusión. 
O sea, si 0 es el dngulo entre las ondas incidentes y la dirección en la cual se ob- 
servan las ondas difundidas (fig. 19-23), la longitud de onda x' de la radiación 
difundida estó determinada solamente por el angulo 0. La relación experimental es 



FI* . 19-28* Geometria de la difusión 
Compton. 


X' — X = Xc(l — cos 0), 

(19.43) 

donde X c es una constante cuyo valor en 
el caso de los electrones, que estamos 
considerando aqui es 

X c = 2,4262 x 10~ 12 m 

si X y X' se miden en metros. Se llama 
longitud de onda Compton para electrones . 

Recordando que X == c/v, donde v es* 
la frecuencia cj/27r de la onda, podemos 
escribir la ec, (19.43) en la forma 


- -- = — (1 — cos 6). (19.44) 

v' V C j 


Ahora bien, la difusión de una onda electromagnetica por un electrón puede 
imaginarse como un “choque M entre la onda y el electrón, puesto que implica 
un intcrcambio de energia y de momentum. Ademós, como la onda se propaga 
eon velocidad c y la relación E = cp entre energia y momentum es similar a la 
correspondiente a una particula de masa en reposo nula, esta difusión se debe 
parecer a una colisión en la que una de las particulas tiene masa en reposo nula 
y se mueve eon velocidad c. Este tipo de colisión fue discutido en el ejemplo 11.10; 
el resultado estś. contenido en la ec. (11.43), 


1 

E' 


¥ 


1 


m e c 2 


(1 — cos 6), 


(19.45) 


donde E y E' son las energias de la particula eon masa en reposo nula antes y 
despuós dcl choque, y m e es la masa en reposo de la otrą particula involucrada, 
en este caso un electrón. La similitud entre las ecs. (19.44) y (19.45) es sorpren- 
dentc y va mós alló de una similitud algebraica. Ambas ecuaciones se aplican 
a un proceso de choque en su sentido mós generał y, como ya se ha dicho, la 
relación E — cp entre energia y momentum de una onda electromagnetica es 
del niimno tipo que la correspondiente a una particula de masa en reposo nula, 
a la cunl se aplica la ec. (19.45). La conclusión evidentc es relacionar la frecuen¬ 
cia v y la energia E escribiendo 


E « Av, 


(19.46) 
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donde h es una constante universal que describe la proporcionalidad entre la 
frucuencia de una onda electromagnetica y la energia asociada eon ella en el 
proceso de “choąue”. La ec. (19.45) se escribe entonces 


0 sea 


_1 _ 1 

Av' Av 


1 

m e c 2 


(1 — cos 6) 



h 

m e c 2 


(1 — cos 6), 


(19.47) 


que c ‘.dentica ?. la ec. (19.44). Para obtener la equivalente de la ec. (19.43), 
multipL . mos la ec. (19.47) por c y usamos la relación X = c/v. El resultado es 

X' — X — (ń/m e c)( 1 — cos 6). (19.48) 

Por lo tanto la longitud de onda de Compton x c para un electrón esta relacionada 
COn la masa del mismo por 


X c = /i/m e c, (19.49) 

Do los valores conocidos de X G , m e y c, podemos obtener para la nueva constante h 
•1 valor 


h = 6,6256 x 10- 34 Jsóm 2 kg s" 1 . 

Kila constante se denomina constante de Planck y tiene un papel muy importante 
la lisica (recordar el ejemplo 7.15 y la sección 15.6). Esta constante apareció 
por primera vez en la flsica en relación eon un problema diferente; fue introducida 
A Unos del siglo xix por el fisico aleman Max Planck (1858-1947) como resultado 
(Jo hu tcntatiya de explicar la intensidad de la radiación electromagnetica on 
«quilibrio eon la materia que se denomina radiación del cuerpo negro . La velo- 
cldnd v de Ja luz, la carga fundamental e , la masa m e del electrón y la constante h 
Bon cnatro constantes fundamentales de la fisica. 

Para un proton, que tiene una masa diferente de la de un electrón, la longitud 
dc onda Compton calculada es (usando el valor indicado de li) 


V:,p = h/nipC = 1,3214 x 10~ 16 m. 


Kuto resultado ha sido confirmado experimentalmente, lo cual nos asegura la 
vulidez de nuestra suposición (19.46); sin embargo, como la longitud de onda 
Compton del proton es 1/10 3 la dcl electrón, el efecto Compton es mucho monos 
Apiwmble. 

Llegamos entonces a la conclusión de que podemos “eNpliear” la difiisióii de 
la rudineióu elertnunuguelica por un electrón librę idenldicamlo el proceso eon la 
OulUlón tle un electrón librę, eon una pnrUeidu de masa en reposo nula* 
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Nuestra “explicación” del efecto Compton reąuiere un analisis cuidadoso a causa 
de las consecuencias de profundo alcance que puede tener. Recapitulemos prime- 
ramente nuestras suposiciones: 

<^(a) la difusión de la radiación electromagnetica por un electrón librę se puede 
considerar como una colisión entre el electrón y una particula de masa en reposo 
nula; 

' (b) la radiación electromagnetica hace las veces de una particula de masa en 
reposo nula, que para abreviar llamaremos foton de ahora en adelante; 

(c) la energia y el momentum de la particula de masa en reposo nula (o fotóń) 
estdn relacionados eon la frecuencia y la longitud de onda de la radiación electro- 
magnćtica por 


E = /iv, p »/z/x. (19.50) 

La segunda relación se debe al hecho de que p = E/c = ftv/c y v/c = l/x. Podemos 
imaginar el efecto Compton como la colisión ilustrada en la fig. 19-24, en la cual 

un foton de frecuencia v ehoca eon un 
electrón en reposo, transfiriendole cierta 
energia y cierto momentum. Como re- 
sultado de la interacción, la energia del 
foton difundido es menor, teniendo corres- 
pondientemente una frecuencia menor v'. 
Una prueba adicional es verificar si el 
electrón, despues de la difusión, tiene un 
momentum igual a la diferencia entre el 
momentum del fotón incidente y el del 
difundido. Este es un experimento dificil, 
pero ha sido llevado a cabo y los resul- 
tados verifican la teoria. 
iCuśl es el significado fisico del concepto de fotón y de las relaciones (19.50) 
que lo definen? No es necesario concluir que la radiación electromagnetica sea un 
chorro de fotones, lo cual seria una explicación pictórica posible. Podemos inter¬ 
preter la energia del fotón incidente E = hv y su momentum p .= hj\ como la 
energia y el momentum absorbidos, por el electrón librę, de la onda electromagnć- 
tlea Incidente. La energia E f = hv' y el momentum p ł = hj^' del fotón difundido 
son entonces la energia y el momentum que vuelve a emitir el electrón como 
radiación difundida. El electrón adquiere una energia cinetica E k = E — E f y 
un momentum p 0 = p — p\ que estśn relacionados por E k =*c ]/ m e c 2 +pl —moc* 4 , 
dc aeuerdo eon la dinómica de altas energias y la conservación de la energia y el 
momentum. En consecuencia, podemos deducir que el fotón es el “cuanto” de 
energia y momentum electromagnótico emitido o absorbido en un proceso ńnico 
por una particula cargada; est k completamente determinado por la frecuencia 
de la radiación. El concei>to de fotón se aplica sólo a interacciones entre radiación 


E'*hr' 



Plg. 10-24. Relaciones entre impulsos 
y energia en la difusión Compton, 
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lluctromagnetica y particulas cargadas, e interviene en todos los procesos en que 
li rwdiución electromagnetica interactua eon la materia y no solamente eon elee- 
tmnes libres. Por consiguiente podemos establecer el,siguiente principio: 

Cuando una onda electromagnetica interactua eon un eledrón (o eon 
cualquier otrą parltcula cargada), las cantidades de energia y de mo - 
menlum que pueden intercambiarse en el proceso son las correspon - 
dientes a un foton . 

S«i« principio, que es una de las leyes fundamentales de la fisica, parece ser 
liracteristico de todos los procesos radiativos que involucran particulas cargadas 
y CHinpos electromagneticos. No se deduce de ninguna ley establecida o estudiada 
pfivlamente. Es un principio completamente nuevo a agregarse a leyes univer- 
ftftlfN lałeś como la conservación de la energia y del momentum. Su deseubrimiento 
«n «i primer cuarto de este siglo fue un hito en el desarrollo de la fisica. Sus con- 
HCUtmcias han dado lugar a una nueva rama de la fisica llamada mecdnica 
tUdttfica. 

Bule importante principio es basico para la comprensión de la emisión y de la 
tbftorción de radiación electromagnetica en atomos, moleculas y niicleos. Hem os 
ntPncionado varias veces eon anterioridad que un atomo (o molecula) puede sola- 
monie absorber o emitir radiación electromagnetica de ciertas frecuencias; tambien 
łfldicumos en la sección 14.7 que la energia de los atomos y moleculas estś cuanii- 
Atitidn y puede tener solo ciertos valores. Estos dos hechos importantes estan 
ftdneionados por el concepto de foton. Supongamos que un atomo en el estado 
••tncionnrio de energia E absorbe radiación electromagnetica de frecuencia v y 
pHNa a otro estado estacionario de energia E' mas alta. El atomo varia su energia 
On /*-' E\ por otrą parte la energia del foton absorbido es La conservación 
do la energia requiere que ambas cantidades sean iguales; por lo tanto 

E' — E — /łv, 

flKprcHión conocida como formula de Bohr porąue fue propuesta por primera vc/. 
on 1918 por el fisico danes Niels Bohr (1885-1962). La expresión anterior se apliea 
tmubien cuando un atomo emite un foton y pasa de un estado estacionario de 
energia l<V a uno de energia E menor. 

Como la energia del estado estacionario esta cuantificada y puede tener sola- 
ttumte ciertos valores E v E 2 , E z , ..., la formula de Bohr limita la frecuencia de 
la rndiación einitida o absorbida; es asi como se obtiene un espectro discreto de 
freruoneias. En realidad Bohr razonó a la inversa y propuso el concepto de eslndos 
eNlueionnrios para explicar la existencia de un espectro discreto de freeueneias. 
Lii fig. 19-25 es un diagrama csquematico que muestra las posibles variaeiones 
de energia en un sisterna; eorrespouden a transiciones entre eslndos eslaeionarios 
O niiwles de energia, 

Lor ejcmplo, las energias del estado estacionario de ótomos eon un solo eleetrón 
(11, Ile 1 , Li H , etc.) esta dada por E H/Mic/n 2 , donde li es la eonstante de 
Hydherg (vrr problemu M.88). Por lo (anto en una transieión entre eslndos eon 
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Fltf. 19-25. Transiciones entre los esta- 
dos estacionarios de un atomo, una mo- 
lócula o un nucleo. El espaciamiento de los 
nlveles de energia y las transiciones posi- 
bles dependen de la naturaleza del sistema. 



Fig. 19-26. Interacción electromagne- 
tica considerada como un intercambio 
de fotones. Los fotones transfieren ener¬ 
gia y momentum de una carga a otrą. 


nńmeros cuśnticos n y n' (n f > n), la frecuencia de la radiación emitida o absor- 

bida es 


V 



= RZ 2 c 



1 

n' 2 


) 


0 flea, introduciendo valores numśricos, 

V = 3.2800 X 10 15 Z 2 l± -Hz. 

\ n 2 n' 2 J 


Esta fórmula concuerda muy bien eon las frecuencias de emisión y de absorción 
de los espectros de este tipo de atomos. Se denomina fórmula de Balmer en honor 
al matemdtico y fisico suizo Johann Balmer (1825-1898), que la inventó para 
catalogar las lineas espectrales visibles del hidrógeno. 

El concepto de foton sugiere una representación grafica de la interacción elec- 
tromagnśtica entre dos particulas cargadas; la fig. 19-26 muestra tal interacción 
entre dos particulas. La interacción corresponde a un intercambio de momentum 
y energia; los momenta iniciales p ± y p 2 de las particulas se convierten en p{ 
y pi despućs de la interacción. Aunque la interacción no esta localizada en un 
Instante determinado, la hemos indicado por simplicidad a un tiempo particular 
y en las posiciones A y B. La particula 1 interactua eon la partlcula 2 por medio 
de su campo electromagnetico eon el resultado de que la partlcula 2 toma del 
campo cierta energia y cierto momentum, equivalentes a un foton, eon el corres- 
pondiente cambio en su movimiento. El movimiento de la partlcula 1 debe cn- 
tonces ajustarsc para corresponder al nuevo campo, que es el campo original 
menos un fotón. Por supuesto que el proceso inverso tambien es posible y la 
partlcula 1 puede absorber un fotón del campo de la particula 2. Podemos decir 
entoncer que lo que ha ocurrido es que ha habido un intercambio do fotones 



J9J1) 


FoŁones 


TW 

fntre las particulas 1 y 2; en otras palabras, 

las interacciones eledromagneticas pueden imaginarse como el resul- 
tado de un inlercambio de fołones entre las particulas cargadas intcr- 
aduantes. 

(Los diagramas tales como cl de la fig. 19-26 se denominan diagramas de Feyn - 
fljan, y son muy utiles para analizar procesos complejos que involucran diferentes 
tlpos de interacciones). 

En cualąuier instante el momentum total de un sistema de dos particulas 
itrgadas es p ± + p 2 + Pcampo, donde p C am P o es el momentum asociado eon el 
Jimpo electromagnetico de las particulas cargadas. Esta es justamente la imagen 
it una interacción que dimos en la sección 15.14 cuando estudiamos el principio de 
)i conservación del momentum en el caso de una interacción que se propaga eon 
Yelocidad finita. Ahora tenemos una base teórica y experimental mas firmę para 
BUestro cuadro conceptual de un campo que posee energia y momentum. 

Al finał de la sección 19.3 senalamos que la interacción electromagnetica posee 
Blomentum angular intrinseco o espin, ademas de energia y momentum, y que 
para ondas polarizadas circularmente el espin segun la dirección de propagación 
aa :,b-E/co. Usando la relación co = 2ttv veinos que la energia de un foton es 
& = /ico/2k = A w donde h = hj 2tt (recordar los ejemplos 7.15 y 15.7). Por lo 
tanto, los fotones polarizados circularmente tienen, segun la dirección de pro- 
pagación, un espin igual a TA. Por lo contrario, el valor medio del espin de 
fotones polarizados linealmente es nulo. 

KJKMPLO 19.8. Expresar la energia de un foton en eleetronvolts cuando su loa- 

S ltiul de onda esta en metros. Aplicar el resultado para obtener la longitud de onda 
o los rayos X en función del voltaje de aeeleración aplicado a un tubo de rayos X. 

Holución: De E — y Xv ~ c tenemos que E = /ic/X. Pero 

hc = (6,6256 X 1CT 34 J s)(2,9979 X lCT* m s" 1 ) 

= 1,9863 X 10“ 25 J m. 

Recortlando que 1 eV m 1,6021 x 10 -19 J, tenemos que hc = 1,2397 x 10 -6 eV m. 
Por lo lanto E — 1,2397 x 10" 6 /X, donde E se expresa en electronyolts y X en niolros. 

toino explicamós en relación eon la fig. 19-16, los rayos X se producen por el 
lltipaclo de electrones rapidos contra el materiał del anticatodo de un tubo de ra 
yos X. La energia de un electrón puede ser irradiada como resultado de choques 
Hueesivos dando ługar a varlos fotones, o puede irradiarse toda en una sola colisión, 
Rvldentemeutc, los fotones de mayor energia que emerjan del tubo de rayos X 
Heniu a<(nóiios cmiiidos en el ultimo proceso; son los que corresponden a la longił ud 
tle ouda mas corla. En otras palabras, si V es el vottaje de aeeleración, las longi 
Hules tle onda de los rayos X producidos son iguales o mayores que cl umbral dc 
longllutl dc ouda, cl eual satisface la relación 

. 1,2397 x 19 “* 1,24 x 1()“« 

“ V ~ V 9 

yu que on esic caso la energia E dcl folón es igual a la energia del electrón, la cna! 
a nu vcy, es igual a V expresada en clec!ronvolls. Ku un tubo tle Iclcyisióii, por 
ejeuiplo, los eleetroues se ueeleran en una dlferencla de polenclal del orden tle 
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18 000 V; cuando los electrones llegan a la pantalla del tubo, se detienen abrup- 
tamente emitiendo rayos X por la misma razón que en un tubo de rayos X; la 
intensidad es, sin embargo, muy baja. La minima longitud de onda de los rayos X 
qu© se producen cuando los electrones se detienen en la pantalla es entonces 
X « 6,9 X 10~“ m. 


JL9.12 Mds sobre los fotones: efecto fołoelectrico 

Investigaciones adicionales han demostrado que el concepto de foton se aplica 
no aolamente al proceso de difusión por un electrón librę, sino a todos los pro- 
Ćesos en los que ondas electromagneticas interactuan eon la materia, Otro ejemplo 
que ilustra el concepto de foton es el efecto fotoeledrico . En 1887 Heinrich Hertz 
ob8ervó que iluminando eon luz ultravioleta los electrodos entre los cuales tiene 
lugar una descarga electrica, podia aumentar la intensidad de la misma; esto 
lllgirió que habia mds particulas cargadas o electrones disponibles. Un ano mas 
tarde, Wilhelm Hallwachs (1859-1922) observó emisión de electrones cuando se 
iluminaban las superficies de ciertos metales como Zn, Rb, K, Na, etc, Estos 
electrones se denominan fotoelectrones por la manera cómo son producidos. Evi- 
dentemente, la emisión electrónica aumenta eon la intensidad de la radiación 
que incide sobre la superficie metdlica puesto que hay mas energia disponible 
para liberar los electrones. Pero tambien se observa una dependencia caracteris- 
tica de la frecuencia; esto significa que para cada sustancia hay una frecuencia 
minima v 0 de la radiación electromagnetica tal que no se producen fotoelectrones 
Cuando la radiación incidente tiene una frecuencia menor que v 0 , cualquiera sea 
•u intensidad. 

Anteriormente hemos explicado que en un metal hay electrones que son mas 
o menos libres de moverse por la red cristalina. Estos electrones no escapan del 
metal a temperatura normal porque si uno llega a escapar, se destruye el balance 
elóctrico del metal, el cual se carga positivameiitę atrayendo nuevamente al 
electrón; ćste vuelve a penetrar en el metal a no ser que tenga suficiente energia 
para sobreponerse a la atracción. Una^Aanera de aumentar la energia de los elec¬ 
trones es calentando el metal; los electrones que se “evaporan” se denominan 
entonces lermoelectrones* Este es el tipo de emisión electrónica que existe en los 
tubo* al vacio, Otrą manera de liberar electrones de un metal es por absorción 
de energia de la radiación electromagnetica. 

El efecto fotoeledrico es un proceso por el cual los electrones de conducción en 
los metales y otras sustancias absorben energia del campo electromagnetięo y 
‘©icapan de la sustancia; esto difiere del proceso de absorción estudiado en la 
nección 19.8, el cual corresponde a absorción por un electrón ligado a un ótomo 
0 a una molecula. Llamemos a la energia necesaria para que un electrón escape 
do un metal dado; entonces, si el electrón absorbe la energia E, la diferencia E — <f> 
aparecerń como energia cinetica del electrón y podemos escribir en el limite de 
bajas energias (o no relativistas) 


— R — <f>. 


(19.51) 
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Evidentemente, si E es menor que <f>> no habra emisión de electrones. Si E es Ja 
energia absorbida de la radiación electromagnetica por un electrón y v es la fre- 
cuencia de la misma, se tiene E = hv, de acuerdo eon la ec. (19.50). Por lo tanio 
podemos escribir la ec. (19.51) en la forma 

\mv 2 =hv — <f>. (19.52) 

Esta ecuación fue propuesta por vez primera en 1905 por Albert Einstein, antes 
del deseubrimiento del efecto Compton. No todos los electrones necesitan la 
misma energia <f> para escapar de un metal; por consiguiente llamamos energia 
de ananąue del metal al valor minimo <f> Q . La energia cinetica maxima de los 
electrones es entonces 

\mvb lax = hv — <f> Q . (19.53) 

La energia cinetica maxima ^/ny^ia X puede medirse por el metodo indicado en 
la fig. 19-27. Aplicando una diferencia de potencial V entre las placas A y G\ 
podemos retardar el movimiento de los fotoelectrones; a un voltaje particular V 0 
la corriente que indica el electrómetro E cae repentinamente a cero, lo cual indica 
que ningun electrón, ni aun los mas rapidos, llegan a la płaca C. De acuerdo 
eon la ec. (14.38) se tiene entonces que ^/m>max = cV 0 y la ec. (19.53) se trans- 
forma en 

eV 0 = hv—<f> 0 . (19.54) 

Yariando la frecuencia, podemos obtener una serie de valores del potencial V 0 . 
SI la ec. (19.54) es correcta, se debe obtener una recta al representar los valores 
de V 0 en función de v; esto es exactamente lo que se obtiene, como muestra 
la lig. 19-28. La pendiente de la recta es tg a = hje; midiendo ot y usando cl 
Vftlor conocido de e podemos recalcular la constante h de Planck y obtener cl 
mlwmo resultado que en el efecto Compton. Este acuerdo puede considerarse 
Como una justificación mas del concepto de foton. 



riir. MMJ7. Arrrglo (*\perimnilal para I0-2H. Ilehu-ióii entre <‘l poteuelal 

0bnprviu' el efecto fotoelóetrico. de detenclón y la frecuencia eu el efecto 

bdoeleclriciu 




782 Ondas electromagniticas 


(19.13 


De acuerdo eon la ec. (19.53), la energia cinetica de los electrones es cero para 
la frecuencia v 0 = <f>Jh; v 0 es entonces la minima frecuencia para la cual hay emi- 
sión fotoelectrica y se denomina umbral de frecuencias. No hay emisión alguna 
para frecuencias menores que v 0 . El efecto fotoelectrico tiene, por medio de dis- 
positivos tales como las celulas fotoelectricas, innumeras aplicaciones en meca- 
nismos de control automatico. 

Cuando hay radiación electromagnetica de frecuencia adecuada (o sea fotones 
de energia suficiente) se puede arrancar electrones de los atomos (o moleculas) 
eri lo (jue se denomina efecto fotoelectrico atómico , al cual se debe la mayor parte 
de la absorción de rayos X y y por cualąuier materiał. Este efecto fotoelectrico 
atómico da como resultado una ionización del materiał (incluyendo el aire) por 
el cual pasan los rayos X y y, y es uno de los mecanismos mediante los cuales 
la radiación afecta la materia. Un proceso similar es el efedo fotormclear por el 
cual una particula, generalmente un proton, es arrancado de un nucleo despues 
de absorber radiación electromagnetica. Estos fotones deben tener una energia 
tan grandę y en consecuencia una frecuencia tan alta en comparación eon los 
fotones involucrados en el efecto fotoelectrico atómico, que estan dentro de la 
Categoria de rayos y de alta energia. 

Puede notarse que no hemos mencionado la conservación del momentum en 
nuestra discusión del efecto fotoelectrico. La razón es nuevamente que el electrón 
que absorbe la radiación electromagnetica esta ligado a la red cristalina del sólido, 
0 a un śtomo o a una molecula; el momentum del foton absorbido es compartido 
por el electrón y la red, el atomo o la molecula. Por otro lado, la energia cinetica 
de la red, del 4tomo o de la molecula es despreciable debido a su masa relativa- 
mente grandę por lo que podemos suponer (sin cometer un error apreciable) que 
toda la energia del foton pasa al electrón. El mismo analisis se aplica a los pro- 
tones en el efecto fotonuclear. 


19,13 Propagación de ondas electromagneticas en la materia; 
dispersión 

Hasta ahora hemos considerado solamente la propagación de ondas electromag- 
nóticas en el vacio. Los experimentos muestran que la velocidad de propagación 
de una onda electromagnetica a traves de la materia es diferente de la de propaga¬ 
ción en el vacio. Para ver la razón de esta diferencia debemos recordar que el estu- 
dlo que hicimos en la sección 19.2 estaba basado en la ausencia de cargas y corrien- 
tes. Por lo contrario, aunque en la materia no haya ni cargas libres ni corrientes, 
cuando una onda electromagnetica se propaga en ella induce ciertas cargas y 
ęorriontes como resultado de la polarización y de la magnetización de la materia 
©studiadas en cl capitulo 16. Si la sustancia es homogenea e isótropa, puede 
dcmostrnrse que el efecto neto de la polarización y la magnetización del medio 
por la onda electromagnetica se tiene en cuenta rcemplazando en las ecuaciones 
de Maxwell las constantcs € 0 y por la permitividad electricu € y la penneubi- 
Udad mugnćtica pt curactcrlaticas dcl materiał.. Kn los ciUcuIoh heclios cu In sec- 
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M6u 19.2 todo permanece igual, excepto que la velocidad de la onda es a hora 

v = l/yTjl. (19.55) 

(I cocicnlc cntre la velocidad c de las ondas electromagneticas en el vacio y la 
V*lo«'idnd v en la materia se denomina indice de refracción absoluto de la sustancia 

I ic designa eon n. Es un concepto util para describir las propiedades de las sus- 
tirłn.H en relación eon las ondas electromagneticas. Se tiene 

n= — = -=L=r Yw = V—• 

v Uh ' ' 


P«ro t/e (> = e r y jx/[ 4 0 == jji r , donde e r y nr son la permitividad y permeabilidad 
fHlnUvns del medio. Por lo tanto, 



= V 




(19.50) 


En generał nr difiere muy poco de la unidad en la mayoria de las sustancias (pic 
tru»miten ondas electromagneticas (ver tabla 16.3) y podemos escribir, eon buena 
iproximación 

n = 1 ITr. (19.57) 

Kh1.ii relación sirve de base para un mćtodo experimental simple para determinuj* 
Id permitividad de la sustancia si el indice de refracción se obtiene independien- 
tcmenle (como puede hacerse). El aeuerdo entre los valores de e r obtenidos por 
1'jde metodo y los obtenidos en otro tipo de mediciones constituye una base 
lólida para la teoria. En la sección 16.7 calculamos e r obteniendo como resultado 
III cc. (16.24); llamaremos N al numero de electrones por unidad de volumen 
pum no confundir eon el indice de refracción, Se tiene entonces 


n 2 = e r = 1 + 


Ne* 

m e e 0 


( V_ h _ 

\ “i - *> 2 / 


( 10 . 38 ) 


KI Indice de refracción depende entonces de la frecuencia de la onda (y por lo 
tliliIo d<', su longitud de onda) de una manera similar a la ilustrada en la lig. 16-20 
pum t>; esta dependencia se mnestra en la fig. 19-29, donde w L , w a , ... son las 
fre cmuKuas caracteristicas del espectro de ernisión de la sustancia. En conse- 
menda, la veloridad de faso u = c/n de la onda electromagneticn < ł n la materia 


n 



IdK. ltl-20. KI indice de relYuedóit en 1'muum dc la fremencln. 



784 Ondas eledromagniticas 


( 19.13 


tambićn depende de su frecuencia. Las ondas electromagneticas experimentan 
entonces dispersión cuando se propagan en la materia; o sea que un pulso que 
contenga varias frecuencias se distorsionara porque cada componente yiajaró 
eon una velocidad diferente. 

^La velocidad de grupo u g es, segun la ec. (18.59), 


Vg^V + 


k 


dv 

~dk' 


Ahora bien, sabemos que 


dv dv 

dk doi 


doi 


dk 


dv 

~d ^ 9 


pues v g = dto/d/c. Usando v = c/n tenemos 

dv c dn 

do> n 2 do> 


En consecuencia 


»g 


v g ck dn 
n 2 doi 


Despejando u g obtenemos 


u 


g 


v _ c 

1 + (c/c/n 2 ) (dn/doi) n + o>(dn/doi) ł 


(19.59) 


en la que para obtener la tiltima expresión hemos usado k = oi fu = o>n/c. Cuando 
dn[do> es positiva, la velocidad de grupo es menor que la velocidad de fasę, situa- 
clón que se denomina dispersión normaL Por el contrario, si dn/doi es negativa, 
la Yclocidad de grupo es mayor que la yelocidad de fasę lo que da lugar a la dis¬ 
persión anómala. En este caso existe la posibilidad de que la yelocidad de grupo 
•ea mayor que c y que por lo tanto un pulso electromagnetico pueda ser trans- 
mitido a una yelocidad mayor que c. Esto esta aparentemente en contradicción 
eon los resultados que se deducen de la transformación de Lorentz y el principio 
de relatividad. 

Brillouin, Sommerfeld y otros han hecho un analisis cuidadoso de la trans- 
mlsión de una senal electromagnetica; este an&lisis (que es matem&ticamente 
muy complicado) reveló que es imposible trasmitir una senal eon una yelocidad 
mayor que c, La fig. 19-30 muestra la variación de la yelocidad de fasę u, la yelo¬ 
cidad de grupo v g y la yelocidad de senal v a cerca de una frecuencia caracteristica 
La yelocidad de senal coincide practicamente eon la yelocidad de grupo ex- 
cepto cerca de la frecuencia caracteristica, y nunca es mayor que c, aun en la 
reglón de dispersión anómala. 

Cuando n es mayor que uno, de modo que v es menor que c, existe la posibilidad 
da que una partieula cargada q 9 que emite ondas electromagnóticas, sc mueva eon 
una yelocidad v q mayor que la yelocidad de fasę u de las ondas electromagnóticas. 
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Situ Bituación corresponde a la ilustrada en la fig. 18-36 para las ondas de Mach 
•n lin fluido. Las ondas electromagneticas se propagan por lo tanto en superfieks 
CÓnkns que forman eon la dirección de propagación un angulo a dado por 

sen a =2 v q fv y 

de neuerdo eon la ec. (18.46). Estas ondas se denominan radiación de Cherenkou. 
Como la dirección efectiva de propagación del frente de onda esta relacionada 
COti la velocidad de la particula cargada, esta se puede determinar a partir de 
Aquóllu; para ello se emplean los dispositivos llamados detectores de Cherenkou . 
Eltos detectores son muy usados en los experimentos sobre particulas funda- 
BWmiales porąue suministran una información directa sobre la velocidad de las 
iniftinas. 

Ilemos dicho que las ondas electromagneticas se propagan en la materia eon 
V®locidad de fasę diferente de su velocidad de propagación en el vacio. Pero esa 
dlferencia aparece como debida al hecho de que la permitividad y la permeabilidad 
de la materia son diferentes de las del 
Vfldo. Esta diferencia en la permitividad 
y la permeabilidad es, a su vez, conse- 
CUoncia de la polarización electrica y mag- 
TuStlea dc la materia bajo la acción de la 
Ondu electromagnetica que la atraviesa. 

Por lo tanto, cuando una onda electro- 
maguetica incide sobre un pedazo de ma¬ 
teria, induce oscilaciones en las partieu- 
1 IM cargadas de los atomos o moleculas, 
los cuales emiten entonces ondas secun- 
dnrias o difundidas (ver la sección 19.9). 

KnUis ondas difundidas se superponen 

la onda original formando una onda 
roiiultaittc. Las fases de las ondas secun- 
darias son en generał diferentes de la de la 
onda original, pues un oscilador forzado no siempre esta en fasę eon la fuerza 
flXtorna (roeordar la sección 12.13). Un analisis detallado que omitiremos, indica 
que estc defasaje afecta la* onda resultante de un modo tal que la misma pareoe 
tuner una velocidad de fasę diferente de la que una onda tiene en el vacio (ver 
problema 19.55). Este resultado es muy satisfactorio ya que, desde el punLo de 
vlHtn atómico, todas las cargas, tanto libres como ligadas, son equivaleules y las 
ondas electromagneticas que emiten deben propagarse todas eon velocidad c. 
Kn la onda resultante dc la superposición de esas ondas individuales eon fases 
diferentes la (jue, prccisarnente por esas diferencias de fasc, parece tener una 
Yflloridad de propagación diferente. 



Fig. 19-30. Las yelocidades de fasę, 
de grupo y de senal de un pulso elee* 
tromagnetico en un medio dispcrsivo. 


KtlHMThO W.U. Lnleulnr la. veloetdud de grupo de una radiaeión eleetroniagiieMen 
de alt a freeuencla, tal como los rayos X. 
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Sotución: SI to es mucho mayor que las frecuencias caracteristicas w* que apareceu 
en la ec. (19.58), podemos despreciar las cof y escribir dicba ecuación en la forma 

a , Ne 2 V, , Ne* 

n* = 1-— Zj i = 1-r, 

/n e e 0 co a i 

puesto que Z *tfi — 1, como se senaló en la sección 16.7. Usando la aproximación 
(1 _ x) 1/2 = l _ \x + .. , ,.valida cuando x 1, segun la ec. (M. 28), tenemos para 
el lndice de refracción 

n = 1 — Ne 2 l2€ 0 m Q oy 2 > 

que es menor que la unidad, o sea que v > c, Se tiene que dn/dm = Ne*/e 0 m e ^ :i ; 
lustltuyendo este valor en la ec. (19.58), tenemos 


n + w(dn/dto) 1 — (Ne 2 /2e 0 m^) + <^(Ne*l€ 0 m^) 
c 

” 1 +" (A^ 2 /2€ 0 meto 2 ) * 

Por lo tanto, aunque la velocidad de fasę v es mayor que c porque n es menor que 
la unidad, la velocidad de grupo u g es menor que c. Nótese que para la velocidad 
de fasę se tiene 


v 


c 

n 


_ c _ 

1 — (Ne 2 /2e 0 meco 2 ) 


«c[l -f (Ne 2 /2€ 0 meo> 2 )], 


donde hemos usado la aproximación (1 — z)" 1 = 1 -f x (valida cuando x 1), de 
acuerdo eon la ec. (M. 28). Por lo tanto v g v = c 2 , relación que, aunque no es de va- 
lldcz generał, se satisface eon buena aproximación en un intervalo amplio de fre¬ 
cuencias. 


19.14 Efecto Doppler en las ondas electromagneticas 

En la sección 18.13 estudiamos el efecto Doppler en ondas elasticas y en otros 
tlpos de ondas que implican materia en movimiento. El efecto Doppler en las 
ondas electromagneticas debe discutirse separadamente, en primer lugar porque 
las ondas electromagneticas no implican movimiento de materia, por lo que la 
yelocidad de la fuente eon respecto al medio no interviene en la discusión; en 
•egundo Jugar, su velocidad de propagación es c eon respecto a todos los obser- 
Yfldores, independientemente de sus movimientos relativos. El efecto Doppler 
on las ondas electromagneticas debe calcularse necesariamente por medio del 
principio de relatividad. 

Para un ol>servador en un sistema inercial de referencja, una onda electro- 
magnćtica piana y armónica puede describirse por una función de la forma 
sen (kx — to/) multiplicada por un factor de amplitud apropiado. Para otro 
observador fijo a un sistema inercial de referenda diferente, las coordenadas x 
y l deben reeinplazarse por x' y V dadas por Ja transformación de Lorentz (6.33) 
y por lo tanto escribiró su función en la forma sen ( k'z ' — t »'/'), donde k’ y to' 
no tienen por quć ser iguales a las del otro obscrvador, Por otrą parte, el prin- 
clplo tle reltttividad exige ąw la expresión kx- od quede invariante euundo se 
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|M0 a un observador inercial a otro; por consiguiente debemos tener 
kx — < 0 / = k'x' — g>T. 


IJsfmdo la primera y la cuarta ecuación de la transformación de Lorentz in~ 
VWm (6.34), tenemos 


6 


Por lo tanto 


k x ' + Vł ' 

]/ 1 — y 2 /c 2 


f + vx f jc 2 

y i — y 2 /c a 


k!x ' 


k — wy/c 2 
]f 1 — y 2 /c 2 




co — kv 
1 — y 2 /c 2 


= k'x f — w r. 


k — co y/c 2 
y 1 — y 2 /c 2 


, co — kv 

y 1 — y 2 /c 2 


(19.60) 


Recordando que co ~ c/c, podemos escribir cualąuiera de estas ecuaciones en la 

forma 

co' = (O l ~ v l c . (19.61) 

)/ 1 — y 2 /c 2 

A bajas velocidades, o sea v c, podemos aproximar el denominador por la 
Unldad, resultando 


co' = co(l — y/c), 

cfuo es igual a la ec. (18.62) para el movimiento del observador eon respecto a 
U fuente segun la linea de propagación. Nótese que las velocidades vOs y y que 
Łpnreoen en la ec. (18.62) se han designado ahora y y c, respectivamente. 

La ec. (19.61) relaciona las frecuencias co y co' medidas por dos observadores 
0 y O’ euando O' se mueve segun el eje X eon velocidad u respecto de O. Guando 
el movimiento relativo de los dos observadores no es segun la linea de propagn- 
clón, se obtiene, por calculos no tan simples (ver ejemplo 19.10), 


/ 

co 


= co 


1 — (y/c) cos 0 
j/T^y^/c 2 


(19.62) 


dondc 0 es cl dngulo entre la dirección de propagación y la dirección dcl rnovi- 
Itllenlo relativo. Suponiendo que O esta en reposo eon respecto a la fuente dc. ia 
omla clcctrouiagnćtica, vcmos que si la fuente O y el obscrvador ()' se a leja n 
una dc. oi.ro, O' observa una frecucneia menor o sea una longitud de otula inayor. 
Ruto hc. obscrvn <‘ii los espeetros de estrellas y se den ominą eon i mi en lo (tac i o el 
tujo, pues cl cNpc.cl.ro yisiblc. de cslrellas <jue se a leja n se corre haeiti el li mi te 
dc In h loiigiludos de otula mas largas o sen Itaeia el roju. Kstc faelor penuilc 
CNtlmnr la yclocidnd eon la enal se alejan estas cslrellas. 
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Corrimientos hacia el rojo 
H+K 



1200 kilómetros por segundo 



61.000 kilómetros por segundo 


fi*. 111-81. Kfeeto Doppler en nelmlosas extragalńcticas. KI corriniicnto Imoia el 
rojo ile las iltieas II y K del espeetro ciel ealcio (indieadas por la llecha) tiumetiln 
eon la (llHlimela de la nebulosa, io cual sugiere mayores veIocidades de tilojamlenlo, 
(Fotografia eorlesta de los ObseryatorloH de ML Wilson y Palomur), 
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JH|r, 1D-B2. Espectros (X4200 A hasta X4300 A) de ła estrella Ar turo (que tiene 
YOlocidad constante) tomados eon un intervalo de seis meses aproximadamenLe. 
ii) Julio l.°, 1939; yelocidad inedida eon respecto a la tierra: +18 km s" 1 . 
(fe) Enero 19, 1940; yelocidad medida: —32 km” 1 . Las diferencia de 50 km s“ l 
In las yelocidades se debe totalmente al cambio de la yelocidad orbital de la tierra. 
81 corrimiento de las lineas espectrales se puede ver cłaramente comparandolas eon 
joi dos espectros de referenda. (Fotografia cortesia de los Observatorios de Mt. 
Wilson y Pałomar). 


La lig. 19-31 muestra el corrimiento hacia el rojo de las lineas H y K del calcio, 
ibscrvadas en los espectros de varias nebulosas; la flecha horizontal indica el 
iOrrimiento. Nótese que el corrimiento, y por lo tanto la yelocidad relativa, es 
tftnto mayor cuanto mayor es la distancia de la nebulosa. Esto apoya la teoria 
de un universo en expansión. Recientemente se ha observado que ciertas nebulosas 
IB ulejan a yelocidades tan grandes como la mitad de la yelocidad de la luz, lo 
Oual ha hecho pensar que el efecto Doppler no es el unico responsable del corri- 
IRlento hacia el rojo. Es interesante notar que la luz de Andromeda (fig. 1-0) 
•Xhll >e un corrimiento hacia longitudes de onda mas cortas o sea un corrimiento 
hsciu el azul; esto parece indicar que el moyimiento actual del sistema solar 
dentro de nuestra galaxia rotante es hacia esta nebulosa. 

La lig. 19-32 muestra el corrimiento del espectro de la estrella Arturo, que 
Miii a alrededor de 36 ańos luz del sol; los dos espectros fueron registrados eon 
Utia (liferencia de seis meses y vemos que el corrimiento de uno es hacia el rojo, 
tnleutras que el del otro es hacia el azul. Este corrimiento se debe a la invcrsión 
dcii Henlido del moyimiento de la tierra eon respecto a Arturo. 

I lemos deducido la expresión (19.61) aplicando el principio de relatividad a 
la fasę kx — c ot de la onda; pero por otro lado hernos atribuido cierto momentum 
y darta energia a la radiación y los hemos incluido en el concepto de foton. I)e- 
bemoH entonces verilicar si nuestro razonamiento no es contradictorio, yiendo 
Bl la trnnsformación de Lorentz para la energia y el momentum del foton es 
COmpalihle eon la ec. (19.60); (ver ejemplo 11.8). Segun la ec. (19.50) tenemos 
para un foton 

E - //v, p /i/x. (19.63) 

Aplh lando la ec. (11.27) para transformar de un sistema inercial a otro la energia 
y d momentum, tenemos 

' K P VE I ( * . y = 

“|/l—y»/,.a J (/ 1 — <;* ; c a " 


P 


(19.64) 
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Luego, usando las relaciones E' = hv\ p f = A/x' = /iv'/c y las similares para li 
y p, tenemos, cancelando el factor comun h en todos los terminos, que ambas 
ecuaciones se reducen a 


1 — u/c 

VSC= V —-; - , 

]/ 1 — i> 2 /c 2 


(19.65) 


Multiplicando ambos miembros por 2n y usando = 2ttv, vemos que obtenemos 
la ec. (19,61) de nuevo. Este resultado podda haberse obtenido directamente dcl 
ejemplo 11,8 si hubieramos puesto p = hv/c = /zto/2uc y la ecuación similar 
para p' en la primera relación, cancelando el factor comun /z/27tc, Podemos en- 
tonces concluir que el concepto de foton es casi una exigencia del principio de 
relatividad; o sea, si suponemos que la relación E — cp vale junto eon to = c/f, 
vemos que la simple comparación de las ecs. (19.60 y (19.64) hubiera tentado 
& los fisicos para que buscaran una correspondencia del tipo E->toyp->/fól/X. 
Si un fisico hubiera usado esto como guia, el concepto de foton habria surgido 
como una exigencia teórica; pero los trabajos de Einstein y Compton, basados 
en la exigencia experimental directa, aceleraron el deseubrimiento de las rela¬ 
ciones (19.50) para la radiación electromagnetica. 


EJEMPLO 19.10 . Deducir la relación (19.62) para el efecto Doppler. 

Soluclón: Cuando la dirección de propagación de una onda electromagnetica piana 
forma un angulo 0 eon la dirección del movimiento relativo de los dos observa- 
doros O y O', debemos escribir, en vez de la segunda de las ecs. (19.64), la ecuación 

F , = E — vpx 

pero p x p cos 9, por lo que, recordando que para un fotón es E ~ cp, podemos 
escribir 

E’ = = E L z-Jg/ę)£9L g. (19.66) 

Kl— v*lc* Vl—v*lc* 

Usando E — /iv = ha/2n y cancelando factores comunes, obtenemos fmalmente 


to 


1 — (p/c) cos 0 
Y 1 — 1 v z jc % 


que es la ec. (19.62). 


EJEMPLO I9.il . Estudiar la relación entre las direcciones de propagación de una 
onda electromagnetica piana determinadas por dos observadores en movimiento 
relatlvo. Este efecto se denomina aberración . 

Soluclón: Supongamos que tenemos una fuente en reposo eon respecto al observa~ 
dor O y que ćl vc una onda electromagnótica propagandose en una dirección que 
forma un ónguio 0 eon el eje X , el cual coincide eon la dirección dcl movimienło 
relatWo de Los dos observadores. Debemos tener entonces, de aeuerdo eon la ec, 

(11.27), 
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Itru />,* ^ p cos 0 y analogamente p'x = p' cos 0' para el observador O'. Por lo tanio, 
kfllcndo E = cp, tenemos 


p' cos 0' = p 


cos Q — y/c 
]fl — v 2 /c 2 * 


|| imutII) imos p = h/\ = /io>/27uc y analogamente para p', y cancelamos factorcs 
Mmimes, obtenemos 


co' cos 0' = CO 


cos 8 — v/c 


AOftlbltiando esta ecuación eon la (19.62) para eliminar las frecuencias, obtenemos 


A/ cos 8 — v/c 

COS 0' = -—---*, 

1 — (p/c) cos 0 


(19.67) 


qUP relaciona las direcciones de propagación de la onda electromagnetica deter- 
millHdus por los dos observadores. 


40 ,15 Espectro de la radiadón electromagnetica 

tjM ontlas electromagneticas cubren una amplia gama de frecuencias o de lon- 
głtudes de onda y pueden clasificarse segun su principal fuente. La clasificación 
HO tlone bmites precisos, ya que fuentes diferentes pueden producir ondas en 
|ntorvnJos de frecuencia superpuestos parcialmente. 

Lu clasificación habitual del espectro electromagnótico es la siguiente: 

(l) Ondas de radiofreeuenda . Estas tienen longitudes de onda que van desde 
•Igunos kilómetros a 0,3 m; el intervalo de frecuencias es desde algunos IIz 
(lAKtu 10* Hz; la energia de los fotones va casi desde cero hasta alrededor de 
10 oV. Estas ondas, que se usan en los sistemas de radio y televisión, son gene- 
mdnH por medio de dispositivos electrónicos, principalmente circuitos oscilantes. 

CD M icroondas. Las longitudes de onda de las .microondas estan entre 0,3 ni 
y l() 8 m, el intervalo de frecuencias es desde 10 9 Hz hasta 3 x 10 u Hz ; la energia 
d* los fotones va desde 10" 5 eV hasta 10~ 3 eV aproximadamente. Estas ondas se 
Uftun en el radar y otros sistemas de comunicaciones, asi como tambien en el 
•nńlhus de detalles muy finos de la estructura atómica y molecular; se generan 
tttmbien eon dispositivos electrónicos. La region de las microondas se suele dc- 
tloinJnnr U1IK (del ingles ultra high frecuency , frecuencias ultra altas, eon res- 
JMwlo n In radiofreeuenda). 

(») Espedro infrarrojo . Cubre las longitudes de onda entre 10 3 m y 7,8 x 10 7 ni 
(ń 7800 A); el intervalo de frecuencias es entre 3 X 10 11 Hz y 4 X 10 u Hz y la 
tnergtu dc los fotones va desde 10~ 3 eV hasta alrededor de 1,6 eV, Esta region 
10 Hłibdividc en tres: el infrarrojo lej ano , de 10” 3 m a 3 x 10 -6 m, el infrarrojo 
tHfdlo, dc 3 x 10' 5 m a 3 x 10m, y el infrarrojo ce.rcano que se, cxlicndc hasta 
Alrededor dc 7,8 x 10 7 m. Estas ondas son produddas por cucrpos ealicntcś y 
lliolóculns, y ticucn imiclias apliendoncs cn la industria, la mcdiciim, la astnrno- 
tula, etc. 
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(4) Luz o espectro uisible. Es una banda angosta formada por las longitudes 
de onda a las cuales nuestra retina es sensible. Se extiende en longitudes de onda 
desde 7,8 X 10 -7 m hasta 3,8 X 10~ 7 m y en frecuencias desde 4 X 10 14 Hz hasta 
8 X 10 14 Hz; la energia de los fotones va desde 1,6 eV hasta 3,2 eV aproximada- 
mente. La luz es producida por atomos y moleculas como resultado del ajuste 
interno del movimiento de sus componentes, principalmente los electrones. No 
es necesario resaltar la importancia de la luz en nuestro mundo. 

La luz es tan importante que ha dado lugar al desarrollo de una rama de la 
lisica aplicada, llamada óptica . La óptica trata los fenómenos luminosos y la 
yisión, incluyendo el diseńo de instrumentos ópticos. El campo de la óptica 
incluye actualmente, ademas del espectro visible, el infrarrojo y el ultraviol^Ł 
por la similitud entre el comportamiento de ambos y el de aquel. Las difereiM^ 
sensaciones que la luz produce en el oj o, que se denominan colores, depermen 
de la Irecuencia (o de la longitud de onda) de la onda electromagnetica y corres- 
ponden a los siguientes intervalos para la persona promedio: 


Color 

X, m 

v, Hz 

violeta 

3,90-4,55 x 10-’ 

7,69-6,59 x 10“ 14 

azul 

4,55-4,92 

6,59-6,10 

verde 

4,92-5,77 

6,10-5,20 

amarillo 

5,77-5,97 

5,20-5,03 

naranja 

5,97-6,22 

5,03-4,82 

rojo 

6,22-7,80 

4,82-3,84 


La sensibilidad del ojo tambien depende de la longitud de onda de la luz; esta 
sensibilidad es maxima para longitudes de onda de 5,6 x 10~ 7 aproximadamente. 
Es por la relación entre color y longitud de onda o frecuencia de la luz que una 
Onda electromagnetica de frecuencia o longitud de onda definida se denomina 
tambićn onda monocromatica (monos: uno; chromos: color). 

La visión es el resultado de seńales transmitidas al cerebro por dos elementos 
presentes en una membrana llamada retina , la cual esta en el fondo del ojo; estos 
elementos son los conos y los bastoncillos. Los conos son los elementos activos en 
la presencia de luz intensa, como la que hay durante las horas del sol, y son sen- 
ftiblcs ai color. Los bastoncillos, por otrą parte, son elementos capaces de actuar 
eon una iluminación muy tenue, como la que hay en una habitación en penumbra, 
y son inscnsibles al color. La visión debida a los conos se llama fotópica y la de¬ 
bila a los bastoncillos se denomina escotópica . La sensibilidad del ojo a diferentes 
longitudes de onda para ambos tipos de visión estś representada en la fig. 19-33. 

(5) Rayos ultrauioletas. Gubren desde 3,8 X 10“ 7 hasta alrededor de 6 x 10~ 10 m, 
eon frecuencias desde 8 x 10 14 Hz hasta 3 x 10 17 Hz aproximadamente; la ener¬ 
gia dc los fotones va desde 3 eV hasta 2 X 10 3 eV aproximadamente. Estas 
ondas son producidas por dtomos y moleculas en descargas electricas. Su energia 
6ft del orden de magnitud de la energia involucrada en muchas reaccioues quimicus, 
lo que cKpIicu inuchos de sus cfectoa quimicos. Ul sol es una fuente muy podorosa 
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KU. 19-33. Sensibilidad del ojo para la visión escotópica y para la fotópica. 

dt rmlinción ultravioleta, siendo este factor el principal responsable del bronceado 
A* hi piel. La radiación ultravioleta del sol tambien interactóa eon los atom os 
piWonles en la alta atmosfera, produciendo gran cantidad de iones; esto explica 
por (|iie la alta atmosfera esta fuertemente ionizada a una altura mayor de 80 km; 
IN por este motivo que se denomina ionosfera . Cuando algunos microbios absorben 
fttdlneión ultravioleta, pueden ser destruidos como resultado de las reacciones 
(jlilmo ns producidas por la ionización y la disociación de moleculas; por esta 
rmnón los rayos ultravioletas se usan en algunas aplicaciones medicas y tambien 
ti\ prneesos de esterilización. 

(«') Hatfos X. Esta parte del espectro electromagnetico abarca una gama cle 
Iniigiludes de on da entre 1Q~ 9 m y 6 x 10 -12 m aproximadamente, o sea fre- 
(Hieurias entre 3 x 10 17 Hz y 5 X 10 19 Hz; la energia de los fotones va desde 
1 ( 2 - I0 ;i eV hasta 2,4 x 10 5 eV aproximadamente. Esta parte del espectro 
•Imd mmagnetico fue deseubierta en 1895 por el fisico aleman W. Rontgen cuando 
wd.tt Im esludiando los rayos catódicos. Los rayos X son producidos por los e.lee- 
Irones alómicos mas fuertemente ligados. Otrą fuente de rayos X es el brems- 
dlnililung o radiación de frenado mencionada en la sección 19.7; en rcalidad* 
Wdn es la manera mas comun de producir rayos X en los tubos comerciales de 
m y os \ ; un liaz de electrones, acelerado por un potencial de varios miles de volls, 
Inelde sobre mi blanco metalico 11 arna do anticatodo (lig. 19-16) (en realidad, 
file i le esic modo que se pro duj ero u los rayos X en los experimentos de Hónlgeu). 
La mayor energia de los fotones de los rayos X hace que estos produzenn eleetos 
MIÓH pmluudos en los atomos y moleculas de las sustancias por las cjue se pro- 
piłgiłii. ya que disociau o ionizan las moleculas. Los rayos X se usan para (‘I diag- 
IIÓhUco medieo ponjuc su mayor ahsorción por parte de los huesos en comparn- 
rlrtli eon olros l.ejidos pennile una “fotografia” nitida. JYodueeu ademiis serios 
lIltlliiN en tejidos y organismos \tvos. como resultado de los proeesos quimieos 
ijlie iiiditecn: es por esla ra/.ón <pie los rayos X se usan en el Irafamiento del 
rńocei*, ya ijnr pnreeen toner una tendencja a destniir los Itjidos etdYnims mas 
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Frccuencia, 
Hz, eiclos/seg 


Nombre de 
la radiación 


Energia 
del fotón, eV 



Longitud de anda 
m 

— 10~ 13 — 1 Unidad X XV 

— ICH 2 
~ 10-11 

—10 -10 — 1 angstrom, A 

— 10 -9 — iNanómetro nm 
- 10~ 8 

-10-7 

_ 10 - 6 —i rmcron, p 

_ 10-5 

- 10-4 

“LO-3 

—10 “ 2 — 1 Centimetro, cm 
- 10- 1 

—J0°— 1 Metro, m 
- 10 1 
- 10 2 

—10 3 — 1 Kilómetro, km 

- 10 4 

- 10 5 


Fig. 19-34. El espectro electromagnćtico. 


fdcłlmente que los sanos. Debemos recalcar que cualquier cantidad de radia¬ 
ción X destruye tejidos sanos; una exposición a una gran dosis puede causar 
una destrucción suficiente como para producir enfermedades o la muerte. 

(7) Rayos gamma. Estas ondas electromagneticas son de origen nuclear y se 
•uperponen al llmite superior del espectro de rayos X; sus longitudes de onda 
van desde alrededor de 10“ 10 m hasta mucho menos de 10 -14 m, estando la gama 
Ue frecuencias correspondiente entre 3 x 10 18 Hz y mas de 3 X 10 22 Hz. La 
energia de los fotones va desde 10 4 eV hasta 10 7 eV aproximadamente; estas en er¬ 
gi as son dcl mismo orden de magnitud que las involucradas en los procesos nu- 
cleares, por lo que la absorción de rayos y puede producir cambios nucleares. 
Estos rayos son producidos por niuchas sustancias radioactivas y estdn presentes 
en grandes cantidades en los reactores nucleares. La mayoria dc las sustancias 
no lo absorben fdcilmente, pero cuando son absorbidos por organismos vivos 
producen efectos graves. Su manipuleo requiere un buen blindaje dc protección. 

Kn la radiación cósmica hay ondas electromagneticas cle longitudes de mula 
atin mńs cbrtas (o frecuencias a Alt mayores) y en conseeueneiu eon fotones de 
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flicrgln mas alt;a. Estas radiaciones tienen especial interes en la iiwestigación 
llłruiińmicn. 

(luniulo nos fijamos en la amplitud del espectro de la radiación eJectromagnetica, 
JjIMlrmos comprauler facilmente por que sus diversas partes se comportan de 
Dianem diferaite cuando se propagan a traves de la materia. Por ejemplo, las 
<pie Li en cil fotones de ima energia comparable a las energias caracteristicas 
ft* ton electrones atómieos o de los atomos en las moleculas, interactuaran mas 
(lirrtemente eon los atomos y las moleculas; este es el caso de las radiaciones 
fafnir roją, visible y ultravioleta. En generał, la radiación de mayor longitud dc 
Otula, que Ileva fotones de energia menor, internet fia debilmente eon la materia 
Bor hi i baja capacidad de absorción; esto es lo que ocurre eon las ondas de radio- 
Irwuieticia. La materia tambien absorbe muy poco las ondas de alta energia o 
limgHod dc onda muy corta, como los rayos X y y, pero sus efectos son mas 
profilinlos, ya que no sólo producen ionización atómica y moleeular, sino tambien 
in iimchos casos la fragmentación del nucleo. 

Lo lig. 19-34 relaciona las diversas secciones del espectro electromagnetico en 
fuiición de la energia, la frecuencia y la longitud de onda. 
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Problemas 


10.1 El campo dc ima onda electro- 

magiuHiea piana en cl vacio sc repre- 
sentn, usando unidades MKSC, por 
4 =0, 4 = 0,5 cos [2 ttx 10 8 (L-x/c)), 

4 » 0. (a) Determinar la longitud de 
onda, cl cstado de polarizadón y la di- 
rocelón de propagación. (b) Calcular el 
campo magnetico de la onda. (c) Calcu¬ 
lar la Intensidad media o ilu jo de energia 
por unidad de area. 

19.2 Resolver los puntos (a), (b) y (c) 

del problema 19.1 para la onda represen- 
tadft por 4 0, Ć y — 0,5 cos [4n: X 10 7 

(I — x/c)), 4 = 0,5 sen [4 tt x 10 7 
(f — as/c) 1. 

19.3 Escribir las ecuaciones de los cam- 
pos <*’ y que describen las siguientes 
ondas elcctromagneticas que se propagan 
•eguii el cje X : (a) Una onda polarizada 
liiioalmente cuyo piano de yibración 
forma un óngulo de 45° eon el piano X Y. 
(b) Una onda polarizada linealmente 
cuyo piano de vibración forma un an¬ 
gulo de 120° eon el piano XY. (c) Una 
onda eon polarizadón circular derecha. 
(d) Una onda eon polarización eliptica 
de rcdia, eon el eje mayor paralelo al 
©je V y de longitud dobie de la del 
ej o mc nor, 

10.4 Considcrar la onda representada 
por 4 ~ 4 cos 27 u (tjP — x/X), 4 = 4 
cos 2n((/P — x/X + I), Calcular el mó- 
dlilo dcl vcctor electrico y el angulo que 
forma dieho vector eon el eje Y en los 
tiut&ntcs i ------ 0 y i ~ P/4, y en los pun- 

los x - ■ 0, x aas X/4, x « X/2, x X. En 
Oftdn cuso cxpresar cuól es el campo 
magnótlco correspondiente. 

19.5 Describir cl estado de polarización 
dc las ondas representadas por las si- 
gulcnlcs ecuaciones: 

(U) <*■„ : - V\ COS O )(t — x/c) 

4 — A. sen w (i — x/c) 

(b) 4 -- A cos c o(t — x/c) 

4 - • A cos o>(t — xjc) 

(C) 4 A cos to(/ — x/c) 

4 A cos [co(i — x/c) — 3tt/4] 

(d) i* v A cos to(/ — xjc) 

4 a COS !«(/ — • x/c) j Tt/4 ) 

Bn cudu cuso represeiihir cl campo mag- 
nótlco, most rundo cómo varSu u medalu 
qu© la oiidu avunzn. 


19.6 Una onda luminosa piana sinu 
soidal eon polarización lineal y longitud 
de onda X = 5,0 X 10 -7 m, se propaga 
en el vado. La intensidad media es 
0,1 W m” 3 . La dirección de propagación 
estó en el piano X Y a un angulo de 45" 
eon respecto al eje X. El campo ciec- 
trico oscila paralelo al eje Z. Escribir las 
ecuaciones que describen los campus 
electrico y magnetico de esta onda. 

19.7 Una onda electromagnetica piana 
sinusoidal eon polarización circular y 
longitud de onda X = 5,0 x 10~ 7 m, se. 
propaga en el vacio en la dirección dcl 
eje X. Su intensidad media por unidad 
de area es 0,1 W m~ 2 y el piano <lo 
vibración del vector elćctrico es para¬ 
lelo al eje Y. Escribir las ecuaciones quc 
describen los campos electrico y magnć- 
tico de esta onda. 

19.8 El campo electrico de una onda 
electromagnetica piana tiene una am¬ 
plitud de 10 -2 V mr 1 . Encontrar: (a) cl 
módulo del campo magnetico, (b) la 
energia de la onda por unidad de v<>- 
lumen, (c) Si la onda es completamenle 
absorbida cuando incide sobre un cuerpo, 
determinar la presión de radiación. (d) 
Coritestar la pregunta anterior para cl 
caso de que el cuerpo sea un refiector 
perfecto. 

19.9 La radiación electromagnetica dcl 
sol cae sobre la superficie terrestre a 
razón de 1,4 x 10 3 W m~ 3 . Suponiendo 
que esta radiación puede considerarsc 
como una onda piana, estimar el módulo 
de las amplitudes de los carnpos electrico 
y magnćtico de la onda. 

19.10 La potencia media de una esta- 
cióu difusora es 10 5 W. Suponiendo (pic 
la potencia se irradia uniformenieule 
sobre cualąuier semiesfera eon centro 
en la estación, encontrar el módulo dcl 
vector de Poynting y las amplitudes do 
los campos electrico y magn ó lico en u u 
punto a 10 km de la fucntc. Suponor 
quc a esa distancia la onda es plami. 

19.11 Un trasmisor de radar cmllc su 
energia dcnl.ro dc un cono (pic abumi 
un angulo sólido dc 10“ a stcnid, 1 Cl campo 
clćclrico Uene una amplitud dc 10 V m 1 
u una distundu dc I0 a m, Kuconłnu* lu 
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t iiiplltud del campo magnćtico y la po- 
Ittclil del tramisor. 

9,12 Suponer que una lampara de 
On W y 80% de eficiencia irradia toda 

I U energia en forma isótropa. Galcular 
| amplitud de los campos electrico y 
Wagiiitlco a 2 m de la lómpara. 

10,1 ;t Las ondas de radio recibidas en 
Uli rudlorreceptor tienen un campo elec- 
trlro de amplitud maxima igual a 10 -1 
V III K Suponiendo que la onda se puede 
fUiiNhlerar piana, calcular: (a) la ampli¬ 
tud del campo magnetico, (b) la inten- 
lldnd media de la onda, (c) la densidad 
media de energia, (d) Suponiendo que el 
Hceptor esta a 1 km de la radioemisora 
V quc śsta irradia energia en forma isó- 
tropu, determinar la potencia de la es- 
tarldn. 


19.17 Usando los resultados anteriores, 
demostrar que los campos C y 'TS de una 
onda electromagnetica piana deben estar 
en fasę. 

19.18 Demostrar que el vector de 
Poynting puede expresarse en la forma 
C * 91. Esta expresión es aplicable a 
una onda electromagnetica que se pro- 
paga en el vacio o en un medio materiał. 

y^9.19 Demostrar que el valor medio 
del módulo del vector de Poynting de 
una onda piana armónica es ice 0 d) ó 
ć 0 93 0 /2\jl 0 . Comparar eon la ec. (19.17). 

19.20 Demostrar que si un sistema de 
cargas oscilantes irradia energia electro¬ 
magnetica en forma isótropa, el valor 
medio del módulo del yecto r de Poyn- 
ting a una distancia r es ( dEfdt)/4v:r a . 


19. M Dos ondas electromagneticas ar- 
ftlónlcas, ambas de frecuencia v y am¬ 
plitud Ć 0 viajan en el vac!o en las direc- 
f lonrM de los ejes X e Y, respectivamente. 
f.oH cftmpos electricos de ambas ondas 
10n paralelos al eje Z. Calcular, para la 
mulit resultante de la superposición de 
lau dos, (a) las componentes del campo 
•Met rlco Ć, (b) las componentes del 
campo magnetico 15, la densidad de 
energia e, (d) las componentes del vec- 
lor de Poynting. Determinar los planos 
Kobrę los cuales el valor medio de ć a es 
IliiUiino o minimo. (g) Determinar los 
dm jus sobre los cuales el yector T9 rea- 
ly.it oscilaciones circulares. 

10,1 3 Demostrar que si 

V — V 0 sen (fe - r — 

lii eondición div V = 0 implica que 
h* i' tl tsr. 0 ó sea que k es perpendicular 
u l' H . Esto prueba, segun las ecs. (17.65), 
quc I anto C como H son perpendiculares 
a h cii el yaclo, por lo que los resultados 
de In seeción 19.2 tienen yalidez generał. 
10.16 Demostrar que si 

V = V Q sen (/c*r — <&t), 

tul r k x V ( > cos (k*r — o>t), por lo 
quc las ecs. (17,65) impHcan que h x 

y k * ć' to W. Demostrar que 
Ion dos resultados son compatibles. 
Uwmido los resultados de estc problemu, 
y los del unterlur, discutlr la orienlación 
relnlivtt de los yedores k , ć‘ y ii. Oom- 
pm hi* eon los resullttdos de la seeción 19,2, 


19.21 Un sistema de cargas oscilantes 
concentradas alrededor de un punto, 
irradia energia a razón de 10 4 W, Supo¬ 
niendo que la energia se irradia en forma 
isótropa, encontrar, para un punto a la 
distancia de 1 ra: (a) el yalor medio .del 
módulo del yector de Poynting, (b) el 
módulo de las amplitudes de los campos 
electrico y magnetico, (c) las densidades 
de energia y de momentum. [Sugerencia : 
tener en cuenta que a grandes distan- 
cias de la fuente, una porción pequeńa 
del frente de onda se puede considerar 
piana. 1 

19-22 Calcular el flujo de energia por 
unidad de area a traves de un piano que 
es perpendicular a la velocidad de una 
carga en moyimiento uniforme y que 
pasa por la misma. Suponer que la carga 
tiene radio R y usar la expresión no 
relativista de los campos electrico y 
magnetico. Discutir crlticameute el re- 
sultado. [Sugerencia: como elementos dc 
area para el flujo usar anillos de radio r 
y espesor dr eon centro en la carga.) 

19.23 Una fuente gaseosa emitc luz de 
longitud de onda 5 x 1CT 7 m. Suponer 
que cada molćcula actua como un ości- 
lador de carga e y amplitud KU 10 m. 
(a) Calcular la rapidcz promedio de trra- 
diación de energia por molćcula. (l>) SI 
la rapidcz total de irradiación de energia 
])or la fuente cs dc 1 W, £cuóntas ino- 
leculas esta emiliendo simulhtneumctiLe? 

19.2-1 Usando la cc. (19.27), estimar c! 
vuior dc dli/dl \nmx un proIrin dontro de 
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un niicleo. Tomar z 0 del orden de 10~ 16 m 
y w del orden de 5 X 10 90 s" 1 que corres- 
pondo a rayos gamma de baja energia. 

19.25 La expresión (19.39) da la inten- 
sldad do la radiación proveniente de una 
carga acelerada en función de la direc- 
ctón de dicha radiación. Integrando la 
inlsma respecto a todas las direcciones, 
obtener la ec. (19.38). [ Sugerencia ; mul- 
tlpllcar /(0) por el elemento de area 
dS » 2Trr a sen 0 d0 e integrar de 0 a 7T.] 

19.26 Obtener una expresión para la 
energia irradiada por unidad de tiempo 
por una particula cargada que se mueve 
eon velocldad v perpendicular al campo 
magnćtico 73, 

19.27 (a) El electrón de un atomo de 
hidrógeno tiene una energia cinetica 
de 13,6 eV y esta sobre una órbita de 
8,20 X 10~ n 'm de radio. Suponiendo 
que se puede aplicar la teoria del ejem- 
plo 19.7, calcular la energia irradiada por 
legundo y por revolución, (b) Repetir el 
problema para un electrón de 50 keV 
lObre una trayectoria circular de 1 m de 
radio, (c) Repetir para un protón de 
50 keV sobre una trayectoria circular 
de 1 m de radio. 

19.28 Demostrar que para una par- 
ticula que se mueve en un acelerador 
UnoAl la potencia que irradia es 

(dE/dt)r*A = (q*l^€ Q m^)(dEk/dxY, 

donde Ek es la energia cinćtica de la 

particula. 

19.29 Demostrar que en un acelerador 
Circular una particula irradia energia a 
raión de (dE/dt ) ra d ~ (q 2 c/Qn€ 0 r*)(u/cy 

(B/m 0 c')‘. 

19.30 Demostrar que en el caso de los 
gasos, el segundo tśrmino en la ec. (19.58) 
es poąueflo y que podemos escribir 


n « 


1 


Ne* /V fi \ 
2/n e e 0 V i w®*—w 2 / 


En caso de que haya una sola frecuencia 
resonante, esta expresión se convierte en 


/i « 


Ne* 

2mee Q («J — co 2 ) * 


19,31 Ki Indłcc de refracción del hidró- 
geno gaseoso a temperatura y prosión 
normales cH n * 1 | 1,400 x l(r 4 para 


X = 5,46 X 10~ 7 m y n = 1 + 1,547 x 
10“ 4 para X = 2,54 x 10“ 7 m. Supo¬ 
niendo que hay una sola frecuencia re- 
sonante, calcular esta frecuencia y el 
numero de osciladores electrónicos por 
unidad de volumen. Gomparar eon cl 
numero de moleculas por unidad de vo- 
lumen (ver problema 2.4). [Sugerencia: 
IJsar el resultado del problema 19.30.) 

19.32 Con referenda al problema antę- 
rior, calcular el indice de refracción def 
hidrógeno para X = 4 x 10~ 7 m, a la 
presión de 10 atm y a la temperatura 
de 300K. 

19.33 Gonsiderar un gas cuyas molecu¬ 
las se comportan como osciladores dipo- 
lares de constante elastica /c = 3 X 10 2 kg 
s~ 2 . Las particulas que oscilan son elec- 
trones. Calcular su frecuencia caracte- 
ristica. Escribir el indice de refracción 
del gas en función de la frecuencia, su¬ 
poniendo que el gas esta a temperatura 
y presión normales, Obtener los valores 
del mismo para X = 5 X 10“ 7 m y 
X = 10“ 2 m. 

19.34 Verificar que en el ejemplo 19.19 
la cantidad A r e 2 /m€ 0 co 2 es peąuena con 
respecto a la unidad en la región de los 
rayos X. 

19.35 Determinar la frecuencia y la 
longitud de onda de los fotones absor- 
bidos por los siguientes sistemas: (a) un 
nucleo que absorbe 10 3 eV de energia, 
(b) un atomo que absorbe 1 eV, (c) una 
molecula que absorbe 10" 2 eV. 

19.36 Los atomos de sodio absorben o 
emiten radiación electromagnetica de 
5,9 x 10~ 7 m de longitud de onda, co- 
rrespondiente a la luz amarilla del es- 
pectro visible. Determinar la energia de 
los fotones que se absorben o emiten. 

19.37 Encontrar la energia de un foton 
que tiene el mismo momentum que (a) 
un protón de 40 MeV, (b) un electrón 
de 40 MeV. Determinar la región dcl 
espectro a la cual pertenece. [Sugeren¬ 
cia: tener en cuenta que el protón puede 
tratarse en forma no relativista mientras 
que el electrón no.] 

19.38 Para sep ar ar los alomos cle car- 
bono y de oxigeno quc forman la mo- 
Ićcula de monóxido de carbono se ro- 
ąniere una energia minima tle 11 eV, 
Encontrar la frecuencia minima y la 
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i&ltglUlćl de onda maxima de la radiación 
|lm4 romagnćtica que se reąuiere para 

Jlftodftr la molecula. 

1# ,39 Un atomo de hidrógeno en reposo 
thnorbe un fotón de 10* eV de energia. 
Como consecuencia de ello el electrón 
Wie disparado en la dirección de la ra- 
dlMdón Incidente. Despreciando la ener¬ 
gia que se necesita para separar el elec¬ 
trón (alrededor de 13,6 eY), encontrar 
|1 inomentum y la energia del electrón 
y del protón. 

itt *40 La energia de unión de un elec- 
trAn en el plomo es de 9 x 10 4 eV. 
Cuuitdo se irradia el plomo eon una 
(llerlu radiación electromagnetica y los 
fotoelectrones entran en un campo mag- 
ftAMco de 10“ 2 T, describen una circun- 
lenmcla de 0,25 m de radio. Calcular (a) 
ll inomentum y la energia de los elec- 
trones, (b) la energia de los fotones ab- 
lorbldos. (c) ^Puede usted despreciar el 
ifect o del retroceso de los iones de plomo? 

10*41 Cuando se ilumina una cierta 
Igpcrflcie metalica eon luz de diferentes 
UmglLudes de onda y se miden los po¬ 
le ncialeś que detienen los fotoelectrones, 
io obtienen los valores que se muestran 
on la siguiente tabla: 


X( x l.0” 7 m) 

y<v) 

X( x 10-' m) 

V(V) 

3,66 

1,48 

4,92 

0,62 

4,05 

1,15 

5,46 

0,36 

4,36 

0,93 

5,79 

0,24 


lleprcsentar el potencial en función de 
lu frecuencia. Por medio de este grafico 
dolerminar: (a) el umbral de frecuencias, 
(li) la energia de arranque del metal, 
(e) el cociente h/e. 

10.42 La energia de arranque del po- 
tusio es de 2,0 eY. Suponiendo que sobre 
el potasio incide luz de 3,6 X 10“ 7 m de 
longitud de onda, encontrar: (a) el po¬ 
tencjał que detiene los fotoelectrones, 
(Ii) la energia cinćtica y la velocidad de 
Im* fotoelectrones mas rópidos. 

10.43 Un liaz monocromótico uniforme 
de 4,0 x Kr 7 m dc longitud dc onda 
łneldo cii im materiał qne tlene una 
energia do arraiupio dc 2,0 cV. SI cl liaz 
tlone una Intonuldud do 3,0 x 10~* W nr*, 


encontrar: (a) el nńmero de electroncs 
emitidos por m 2 y por s, (b) la energia 
absorbida por m a y por s. 

19.44 Una radiación electromagnetica 
de longitud igual a 10~ 6 m incide nor- 
malmente sobre una muestra metalica 
de KT 1 kg de masa y se emite un elec¬ 
trón en sentido opuesto al de la radia¬ 
ción incidente. Usando las leyes de la 
conservación de la energia y del momcn- 
tum, obtener la energia del electrón y la 
energia de retroceso de la muestra meta¬ 
lica. Suponiendo que la energia de arran- 
que es nula, ^justifica este resultado el 
no haber considerado la conseryación 
del momentum en nuestros calculos del 
efecto f otoelectrico ? 

19.45 Un fotón eon una energia de 
10 4 eV choca eon un electrón librę en 
reposo y se difunde a un angulo de 60°, 
Encontrar: (a) la variación de energia, 
de frecuencia y de longitud de onda del 
fotón, (b) la energia cinćtica, el momen¬ 
tum y dirección del electrón que re¬ 
tro cede. 

19.46 Una radiación de 10“ 10 m (1 A) 
de longitud de onda sufre difusión Comp- 
ton en una muestra de carbono. La ra¬ 
diación difundida se observa en una 
dirección perpendicular a la de inciden- 
cia. Encontrar: (a) la longitud de onda 
de la radiación difundida, (b) la energia 
cinćtica del electrón. 

19.47 Con referencia al probleraa ante- 
rior, si los electrones retroceden en una 
dirección que forma un angulo de 60" 
con la de la radiación incidente, encoit- 
trar: (a) la longitud de onda y la direc¬ 
ción de la radiación difundida. (b) la 
energia cinćtica del electrón. 

19.48 Demostrar que la energia cinć¬ 
tica del electrón de retroceso en el efeelo 
Compton esta dada por 

Ek — /łvoc(l — COS 0)/[l + a(l — COS O)], 

donde a — hv//7i e c 2 . Mostrar que la mii- 
xima energia del electrón de retroceso es 

(ftv) 2 /(/iv + im e c 2 ) « /iv — sl 

hv im e c 2 . 

19.49 Mostrar que si el electrón se cli- 
fundę en una dirección quc forum un 
mig ul o ifi con lu del fotón Incidente en 
la difusión CoiupLon, lu energia duć tlen 
dej electrón es lik /iv(2a cos* <fi)/ 
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[(1 -b a) 8 — a 8 cos 2 <f>], donde a — 
/iv/meC 2 . 

19.50 Demostrar que en la difusión 
Gompton, la relación entre los angulos 
que dcftnen las direcciones del fotón 
dlfundido y el electrón de retroceso es 
eotg <j> = (1 + a) tg £0. 

19.51 Deducir la ec. (19.62) para el 
efecto Doppler usando el resultado del 
ejemplo 11.8. 

19.52 Considerar una sustancia que se 
mucve eon yelocidad u paralela al eje X. 
Sea V' — c/n' la velocidad de la luz en 
la sustancia, medida por un observador 
O' en reposo eon respecto a la sustancia. 
Demostrar que la velocidad V de una 
onda que se propaga en la sustancia 
legtin el eje X, medida por un observa- 
dor O eon respecto al cual la sustancia 
le mueve eon yelocidad v, es V # c/n' + 
1>(1 — l/n' 2 ). [ Sugerencia: Usar la trans- 
formación de Lorentz para las veloci- 
dades,] 

19.53 Demostrar que cuando la luz se 
propaga en un medio que se mueve eon 
yelocidad u paralela al eje X, el efecto 
Doppler es v' = v(l — nu/c) si v c. 

19.54 Usando el resultado del pro¬ 
blemu 19.53, demostrar que n' = n — 
(rwv/c) rfn/dv, donde n' se calcula para v' 
y n para v. Como (eon referencia al 
problema 19.52) n' debe calcularse para 

demostrar que el resultado del pro¬ 
blema 19.52 puede tambien escribirse en 
la forma V « c/n + v[l — l/n 2 — (X/n) 
dn/dX]. [Sugerencia: Tener en cuenta que 


Xv = c/n y que en el tiltimo termino se 
puede reemplazar n' por n.] 

19.55 Considerar una płaca de yidrio 
de indice de refracción n y espesor Ax 
interpuesta entre una fuente monocro- 
matica S y un observador O, como se 
muestra en la fig. 19-35. (a) Demostrav 



que si se desprecia la absorción por la 
płaca de yidrio, el efecto de esta sobre 
la onda que recibe O es introducir un 
defasaje igual a — w(n — l)Ax/c, sin 
cambiar la amplitud ć 0 de la onda. 
(b) Si el defasaje es pequeńo, sea porque 
Ax es muy pequeńo o porque n es muy 
cercano a la unidad, demostrar que la 
onda recibida en O se puede considerar 
como la superposición de la onda original 
de amplitud <f 0 , sin la płaca, eon una 
onda de amplitud <V>(n —- l)Ax/c que 
tiene un defasaje de — tc/ 2. (Este pro¬ 
blema muestra el efecto de un medio 
materiał sobre una onda electromag- 
netica). 
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20,1 Introdućción 

En toclas las clases de ondas estudiadas en los capitulos 18 y 19, la yelocidad de 
propagación depende de alguna propiedad fisica del medio a traves del cual la 
onda se propaga. Por ejemplo, la yelocidad de las ondas elasticas depende del 
módulo de elasticidad y de la densidad del medio. La yelocidad de las ondas elec- 
trornagnćticas depende de la permitividad y de la permeabilidad de la sustancia 
a travćs de la cual se propagan. 

El hecho de que la yelocidad de propagación de una onda dependa de las pro- 
pledades del medio da lugar a los fenómenos de reflexión y de refracción , que 
ocurren cuando una onda cruza la superficie de separación de dos medios en los 
cuales la onda se propaga eon diferentes velocidades. La onda reflejada es una 
nueva onda que se propaga en el medio en el cual la onda original se estaba pro¬ 
pagando. La onda refradada es la onda que se transmite al segundo medio. La 
energia de la onda incidente se diyide entre la onda reflejada y la refractada. En 
muchos casos la onda reflejada recibe mayor energia, como sucede en los espejos. 
En otros, la onda refractada transporta la mayor parte de la energia. Cuando 
una onda transversal estd polarizada la polarización queda generalmente afec- 
tada por la reflexión y por la refracción; por consiguiente tambien trataremos la 
polarización en este capitulo. 


20,2 Principio de Huygens 

La propagación de una onda esta descrita por las ecuaciones del campo al cual 
la onda corresponde. Consideramos esto eon detenimiento en los capitulos 18-19. 
Por lo tanto, si conocemos la fuente productora de una onda, podemos, en prin¬ 
cipio, seguir su propagación de uną region a otrą, tomando en consideración en 
nuestros c&lculos los cambios en las propiedades del medio. Es tambien posible, 
sin embargo, calcular la amplitud de una onda en un punto particular del espacio 
tln hacer referenda a las fuentes. Alrededor de 1680 el ffsico danes Christian 
Huygens (1629-1695) propuso un mecanismo simple para trazar la propagación 
de ondas. Su construcción es aplicable a pndas mecanicas o elasticas en un medio 
materiał. 

Recordemos que una superficie de onda o un frenie de onda es una superficie 
que pasa por todos los puntos del medio alcanzados por el movimiento ondula- 
torio al mismo instante. Por consiguiente, la perturbación en todos los puntos 
de unn superficie de onda tiene la misma fasę. Por ejemplo, para una onda piana 
la perturbación se expresa por f(u*r — vt), y una superficie de onda la fortfian 
todos los puntos en los cuales la fasę u • r — vt tiene el mismo valor a un instante 
dado. Lu ego, la superficie de onda est£ dada por la ecuación 

u*r — vt = const, 

la cual, para un dato /, corresponde a un piano perpendicular al versor u (recor- 
dar el ejemplo 3.11). Andlogamente, para ondas esfericas, las superficies de onda 
eitdn dadas por r — uf = const, la cual, para un dado i corresponde a esfe.ru s. 
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Huygens visualizó un metodo para pasar de una superficie de onda a otrą. 
Contikleremos una superficie de onda S (fig. 20-1). Cuando el movimiento ondu- 
liiorio alcanza esta superficie, cada particula a, 5, c, .. . sobre la superficie se 
OOtwierte en una fuente secundaria de ondas, que emite ondas secundarias (indi- 
Cidns por peąueńas semicircunferencias), que alcanzan la próxima capa de par- 
tlcillus del medio. Entonces estas partlculas se ponen en movimiento, forma udo 
]a Hubsiguiente superficie de onda S' .... La superficie S' es tangente a todas las 
Oiuias secundarias. El proceso se repite, resultando la propagación de la onda a 
travćs del medio. Esta representación 
pictórica de la propagación de una 
Onda parece muy razonable cuando 
lo onda resulta de las vibraciones me- 
cńnicas de los atomos o moleculas de 
Uli cucrpo, es decir, es elastica. 

Sin embargo, esta representación 
no tiene significado fisico en casos 
C0mo t por ejemplo, la propagación en 
el vacio de una onda electromagneti- 
Cet. donde no bay particulas que vi- 
brtm. Por lo tanto, la construcción 
de Huygens, aunąue razonable al apli- 
carse a las ondas mecanicas que se 
propagan en la materia, reąuirió una revisión al saberse que en la naturaleza exis- 
ten otras ondas de clase diferente. Esta reyisión fue llevada a efecto al fmal del 
ńltimo siglo por Kirchhoff, quien reemplazó la construcción intuitiya de Huygens 
por un tratamiento mas matematico. Los calculos de Kirchhoff son tan compJi- 
eudos que no los reproduciremos aqui. Su resultado fmal es, sin embargo, rela- 
tlva menie simple, como se yera en los parrafos que siguen. 

El movimiento ondulatorio esta regido por la ecuación generał de onda (18.48). 
Ksto es, 



= .i 2 !, w \ 

dl 2 V \ dx 2 dy 2 dz 2 ) 


( 20 . 1 ) 


domie E, ])uede ser el desplazamiento de los atomos de una sustancia en el easo 
de una onda elastica, el-campo electrico o magnetico en el caso de una onda ciec- 
tromngneliea, y asi sucesivamente. Comprender la propagación de una onda en 
un medio cualąuiera consiste fundamentalmente en obtener una solución Ę(r, i) 
de esta ecuación diferencial. La solución de la ec. (20.1) depende de las condieio- 
u es fisicas del pro hienia quc se deben satisfacer; esto es, de Ja posición y natura¬ 
leza de las fuentes, de las superficies fisicas de discontinuidad, etc. Estas eon- 
dloiones son llamadas por los matematicos condlciones de conlorno* La teoria 
de las eeunejoites diJerenciales establece que bajo coiuliciunes especinles podenios 
lud lar la solución de una ecuación tal como ia ec. (20.1) si eonocemos los valores 
de la funeióu £(i% /) sobre una superficie eerrnda .S (lig. 20-2). Para ser mas eoii- 
eretos* supongamos que (juerenios evaluar el nioviuue.nl, o ondidatorio en u u 
ptlttlo /\ Si eonocemos las iuenl.es u, tt .... podemos Numnr Lodus huk eon- 
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tribuciones en el punto P y obtener el movimiento ondulatorio resultante. Su- 
pongamos ahora que, en su lugar, conocemos el valor de £ en todos los puntos 
de una superficie arbitraria, pero cerrada, S. En este caso tambien podemos ob¬ 
tener la onda en P , aun cuando ignoremos la distribución de las fuentes. Materna- 
ticamente, se puede expresar esto del siguiente modo. Sea f(Q> t) la función que 
representa la onda en cada punto Q de la superficie S al instante t. Supongamos 
que r representa la distancia entre el elemento de superficie dS alrededor de Q 

y el punto P. La perturbación en P al ins¬ 
tante t se puede expresar por una integral 
de la forma* 


h>{t) = <f ff(0) ^ dS, 

J s f 

( 20 , 2 ) 

donde la integral se extiende a toda la su¬ 
perficie S. Esta integral tiene por lo demas 
una interpretación fisica simple. El factor 
(1 jr)f(r — vt) representa una onda esferica 
emitida por la superficie elemental dS al instante t — r/v y que llega a P al 
instante f, de modo que rjv es el tiempo de propagación desde dS hasta P . El 
factor 0 ( 0 ) es un factor direccional que indica que las ondas emitidas por dS 
no tienen la misma amplitud en todas las direcciones. Cuando dS es perpendi- 
cular a la dirección de propagación, 0 ( 6 ) toma la forma 

< 7 ( 6 ) = £(1 + cos 6 ), 

de modo que la amplitud maxima (g = 1 ) corresponde a 8 = 0 , o propagación 
hacia adelante, y la amplitud minima (0 = 0 ) a 0 = tc, o propagación , hacia 
atrós. Concluimos entonces qu e'podemos obtener la perturbación en el punto P 
ąl instante t si suponemos que cada elemento de superficie dS de la superficie ce¬ 
rrada S actua como una fuente secundaria de ondas . Este es esencialmente el enun- 
ciado dc Huygens, pero en una perspecjtiva diferente, sin referencia a un modelo 
mecdnico, 

Tendremos ocasión de usar el principio de Huygens, reformulado por Kirchhoff, 
en niuchas de las discusiones que siguen sobre la propagación de ondas, especial- 
mente cuando tratemos la difracción y la difusión. 



FI*. 20-2. La onda en P se puede 
Ciaicular si se conoce la onda en todos 
los puntos de la superficie S. 


20.8 Teorema de Malus 

Otro instrumento importante para seguir la propagación de una onda, a travćs 
de un medio, es el teorema de Malus. Refiriendonos de nuevo a la fig. 20-1, ob- 
•ervamos que podemos trazar una serie de lineas perpendiculares a las sucesivas 


* La t)X|>n\s1ón roni es algo mńs compfieadn; pero la cc. (20.2) eoiwlene a miestros Hnes y ttuml 
nlstra ima adocuadn nproxtmaclón, aplleable ul U po cle problemu* dUcutldkrn en e»Le fibro, 
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Fig. 20-3. Ondas planas, ondas esfericas y ondas de forma arbitraria. 


luperficies de onda (indicadas eon lineas de trazos eon flechas). Estas lineas se 
Haman rayos y corresponden a lineas de propagación de la onda. Debemos obser- 
yar que la relación entre rayos y superficies de ondas es similar a la relación entre 
lineas de fuerza y superficies eąuipotenciales. Puntos de diferentes superficies 
de onda unidos por un rayo dado, tal como a, a ł , a" ó b , b', b" de la fig. 20-1, se 
Haman puntos correspondientes . Evidentemente el tiempo reąuerido para que la 
onda vaya desde S a S" debe ser el mismo cualquiera sea el rayo segun el cual 
le mida. Podemos de este modo establecer que 

el tje mpo gue separa puntos correspondientes de dos superficies de 

onda es el mismo para todos los pares de puntos correspondientes . 

De aqui concluimos que las distancias aa", bb", cc", etc., deben depender de la 
velocidad del moyimiento ondulatorio en cada punto. En un medio isótropo y ho- 
mogćneo, donde la velocidad es la misma en todos los puntos y en todas las dircc- 
clones, la separación entre dos superficies de onda debe ser la misma para todos 
)ob puntos correspondientes. Otro hecho importante que debemos aceptar es que 
en un medio isótropo homogeneo los rayos deben ser lineas rectas, porque la 
dlmctria sugiere que no hay razón para que estos se desvien hacia un lado u otro. 
EkLo lo hemos visto ya eon ondas planas y esfericas; se ilustra en las partes (a) 
y (1>) de la fig. 20-3. Por lo tanto, en el caso generał la familia de superficies de 
onda debe terier un conjunto comun de normales, como se muestra en la fig. 20-3(e)> 
y deben estar igualmente espaciadas a lo largo de estas normales. 

(lonsideremos ahora el caso de una onda que se propaga a traves de u na suce- 
ttióri de medios isótropos homogeneos. En el cruce de cada superficie de separación 



Fig. 20-4. Rayos eorrespondienles en 
ondas enlrmdes y słtllontcs. 
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de dos medios adyacentes, la dirección de propagación puede cambiar (esto es, 
los rayos pueden cambiar de dirección), pero mientras este propagandose en un 
medio dado, estos rayos seguiran siendo lineas rectas perpendiculares a las super- 
flcies de onda, Sea S (fig. 20-4) una superficie de onda en el primer medio. Enton- 
ces podemos trazar dos rayos, R x y R 2 , perpendiculares a S. Las sucesivas super- 
flcies de onda en ese medio deben ser perpendiculares a R 1 y R 2 . Si despues que 
el movimiento ondulatorio ha pasado a traves de todos los medios, observamos 
otrą superficie de onda S', encontramos que los rayos R x y f? 2 se han transfor- 
mado en los rayos Rf y R 2 \ que son tambien perpendiculares a S\ En otras 
palabras, 

Ha relación de ortogonalidad entre rayos y superficies de onda se 
conseruą a traoes de todo el proceso de la propagación de una onda. 

Este teorema supone ademAs que el tiempo requerido para que la onda se pro- 
pague desde A x hasta A[ (que son puntos correspondientes) debe ser el inismo 
que el tiempo requerido para ir desde A 2 hasta A’ % (que tambien son puntos corres¬ 
pondientes). 


20A Reflexión y refracción de ondas planas 


Consideremos una onda piana que se propaga en el medio (1) en la dirección del 
versor Ui (fig. 20-5). Los experimentos indican que, cuando la onda alcanza la 
superficie piana AB que separa el medio (1) del medio (2), se transmite una onda 
al segundo medio y otrą regresa al medio (1). Estas son las ondas refracładas 
y reflejadas , respectivamente. Cuando el Angulo de incidencia es oblicuo, las 
ondas refractadas se propagan en la dirección indicada por el versor u Tf diferente 
de y la reflejada se propaga en la dirección que indica el versor u* r simetrico 
de Ui eon respecto a la superficie. La fig. 20-6 indica la correspondiente situación 
para los rayos. Los angulos 6i, G r y 6,', se Haman angulos de incidencia, refrac¬ 
ción y reilexión, respectivamente. Las direcciones de los tres versores Uu u r y u' r 
estńn relacionadas por las siguientes leyes experimentales: 

(1) Las direcciones de incidencia, refracción y reflezió n e stan en un mismo 


piano . que es normal a la superficie de sep^ración y por Jo tanto contiene la normal 

a la superficie. 


OmU» Indii on tes Ondas refractadas 



(2) El angulo de incidencia es igual al 
angulo Ae refkzión. Esto es, 

0 £ = e;. (20.3) 

(3) El cociente entre el seno del An¬ 
gulo de incidencia y el seno del angulo 
de refracción es constante. Esto se deno- 
mina ley de Snęli y se exprcsa por 


FI*. 20-ft. Ondas planas incidentes, re- ~ ri 2V (20.4) 

flęjftdas y refracładas. sen 0 r 
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(a) (b) 

Pif. 20-6. (a) Rayo incidente, reflejado y refractado. (b) Un baz de luz reflejado 

y refractado por un bloąue de vidrio. (De: Physics, D.C. Heath, Boston, 1960.) 

coustante n 21 se llama indice de refracción del medio (2) respecto al medio (1). 
valor numerico depende de la naturaleza de la onda y de las propiedades de 
loi medios. 

Estas leyes siguen siendo validas aun cuando la superficie de onda y la super- 
flcle de separación no sean planas, porąue en cada punto hay una sección limitada 
de cada una de las dos superficies que se puede considerar piana y los rayos en 
ląuel punto se comportan de conformidad eon las ecuaciones (20.3) y (20.4). 

Bas tres leyes pueden verificaxse experimentalmente sin gran dificultad. Se 
puodeu probar teóricamente usando los conceptos basicos de la propagación de 
ondas y en particular el teorema de Malus, Por ejemplo, la primera ley se puede 
JusliUcar basandose solamente en consideraciones de simetria, ya que el rayo 
llicidonte y la normal N determinan un piano, y no hay a priori razón para ijue 
lon rayos refractados y los reflejados se desvien de este piano. Para probar la 
fletfunda y tercera leyes, consideremos dos rayos incidentes R x y R 2 (fig- 20-7) 
puralelos entre si, ya que las ondas incidentes son planas. El rayo R x toca la super- 
flde de separación en el punto A y R 2 en B\ Como la situación geometrica para 
A y B' es la misma, concluimos que los rayos refractados R[ y R' 2 > asi como los 
rayos reflejados R x y R 2 , son tambien 
paru lei os. Como los rayos R x y i? 2 son 
arbltrarios, teneinos entonces que las 
ondas refractadas y reflejadas son tam- 
blón planas ya quc deben ser perpendi- 
oulares u un eon junto correspondiente 
de ruyos paralelos, como lo reąuiere el 
teoremu de Malus. 

Consideremos las siguientes superh- 
des de onda: AR en la onda incidente, 

A 9 IV en la onda refrueladn, y A”!V f en 
la onda rellcjndn, Kstń implleito en el 
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teorema de Malus que los rayos entre puntos correspondientes de superficies 
de onda deben tardar el mismo tiempo en cubrir la distancia entre ellos. Llame- 
mos / el tiempo que toma la onda incidente en ir desde B hasta B' segun el rayo R 2 
eon velocidad v v En el mismo tiempo la onda refractada se ha movido segun 
el rayo R[ desde A hasta A" eon velocidad v v Entonces; 

BB' s=s u x t 9 AA' =ss # 2 f, AA" =* v x t f 
y de la geometria de la figura, 


sen 0( = 


sen 0 r 53 


BB' __ v t t 
AB' ~ AB' ’ 
AA' __ u 2 t 
AB' * ~AB' * 


AA" _ v x 
AB' = ~AB i 


De la comparación de la primera y la tercera relaciones, se obtiene: sen 6* = 
•i flen 0p ó 6 t = 6^, que es la ley de la reflexión, ec.(20.3). Dividiendo la primera 
relación entre la segunda, se obtiene 

sen 0j _ v x 
sen 0 r v 2 ’ 

que expresa la ley de Snęli, ec. (20,4), ya que el cociente u 1 jv z entre las dos velo- 
cldades de propagación es constante. Comparando esta ecuación eon la ec, (20,4), 
vemos que el in dice de r ef racción relativo dę dos sustancias es^igual al cociente 
entre las velocidades de propagación de la onda en las sustancias, o 

f? n n = hl D J (20.5) 

Tomemos un medio particular de referencia o patron y designemos por c la velo~ 
oldad de propagación de la onda en ese medio. El indice absoluio de refracción 
de cualquier otro medio se define como 

n — cjv . (20.6) 

Para las ondas electromagneticas,* el medio de referencia es el vacio y entonces 
c » 3 X 1O 0 m s~ l . Luego, para dos sustancias, 


n 2 __ c 


l 21* 


(20.7) 


de modo que el indice de refracción relativo de dos sustancias es igual ał cociente 
de sus indices absolutos de refracción. Usando la relación (20.7), podemos escribir 


* BI conccpto do Indice absoluto de refracción para las ondas etectromagnćticas ko Introdujo 
•n U leoelón 10.13, 
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r>v. 20-8, Rayos refractados para 
n 2 i > 1 y n al < 1. 


N 

Rayo incidente | Rayo reflejado 



Fig. 20-9. La reflexión total ocurre 
cuando n 21 < 1 y 0 i es mayor que cl 
angulo crftico X. 


It ley de Snęli, ec. (20.4), en la forma mas simetrica 

sen 6* = n 2 sea 0 r . (20.8) 

Obsórvese que si v 2 $ v v entonces n 2 5 eon lo cual resulta 6i > 6 r , como se 
tndica en la fig. 20-8. En el segundo caso, esto es, n 21 < 1, puede dar iugar a una 
lituación especial. Cuando 

sen 0* = n 21 , (20.9) 

obtenernos de la ec. (20.4) que sen 6 r = 1 ó 0 r = tt/ 2 lo cual indlca que el rayo 
refraetado es paralelo a la superficie. El angulo 6* dado por la ec. (20.9) se llama 
Angulo critico y se designa eon X. La situación geometrica se ilustra en la fig. 20-9. 
81 n n < 1, tenemos 0* > X ó sen 0i > n 21 , de lo cual se deduce que sen 0 r > 1, 
JO que es imposible. Por consiguiente, en este caso no hay rayo refraetado y dęci- 
moH <iue se produce reflezión totaL Esta situación puede ocurrir, por ejemplo, 
Oilimdo la luz pasa del vidrio al aire. Estrictamente hablando, como se muestra 
«n ln lig. 20-9, existe una onda que se propaga en el segundo medio paralda- 
liurnte a la superficie, pero la amplitud de esta decrece muy rópidamente a meditla 
que se interna en el segundo medio, quedando confinada a una delgada capa 
A lo largo de la superficie. 

9BJHI WHiO 20.1, Yerificar que cuando una onda pasa a traves de un medio limilado 

I lor eurus planas paralelas, la dirección de propagación del rayo emergenle es para¬ 
da a lu del rayo incidente. Calcular el desplazamiento lateral de los rayos. 

Holupitin: Considcremos una płaca de espesor a y un rayo AB (fig. 20-10) que incide 
eon un angulo 0(, Harcmos caso omiso del rayo reflejado. El angulo de reirac.ción 
0 r , eorrespondiente al rayo refraetado BC. Usando la relación (20.8), Lenemos que 

/ij sen 0( -- n 2 sen 0 r . 

Kii el ptiulo C la rerraceión es dcl medio (2) al medio (1), de modo que la ec. (20.8) dii 
;i a sen ()[ sen ()/•. 

Adriann de la geomelrla de la 0g. 20 10 dedueimos qtie 0," 0,. Lor lo tanio, 
inulllplieundo amlms reludones, obienemos sen 0< sen 0/ ó Ot 0,', lo cual pruclut 
cjue el rayo einergoute Cl) es paralelo al lueldente A li, resullado <|iie era de esperur 
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Fig. 20-10. Propagación de un rayo a travćs de una płaca de caras paralelas. En 
(b) se muestra la fotografia del desplazamiento de un haz de luz. (De: Physics, D. C. 
lieath, Boston, 1960.) 


de la geometria del problema. Dejamos que el estudiante verifique que el desplaza¬ 
miento lateral del rayo es 

- sen (di — 0 r ) 

a = a --— ■ ■ ■ . 

cos 0r 

Tambićn se puede comprobar facilmente que si se tienen varias placas paralelas 
de materiales diferentes, los rayos incidente y emergente continuan siendo para- 

lelos. 


20.5 Reflexión y refracción de ondas esfericas 

Un segundo problema importante es la reflexión y refracción ae ondas esfericas 
en una superficie piana. Consideremos las ondas esfericas generadas en la fuente 
puntual O e incidentes sobre una superficie piana S . Se producen entonces dos 
conjuntos nuevos de ondas: las reflejadas y las refractadas o transmitidas, como 
se muestra en la fig. 20-11. A fin de trazar la forma de los frentes de onda reflejados 
y refractados, seria necesario dibujar muchos rayos reflejados y refractados. 
Las correspondientes superficies de onda reflejadas y refractadas son normales 
a los rayos. En la fig. 20-11, se ha dibujado en B un conjunto de estos rayos, 
suponiendo n 21 > 1. De acuerdo eon las leyes (2) y (3) para la reflexión y la re¬ 
fracción, tenemos I 

0 / s=s 0£, sen 6j/sen 9 r =» n 2V 

El rayo reflejado BD, cuando se prolonga en el medio (2), intercepta a la normnl 
AO cn cl punto Pucsto que los triśngulos OAB e LAB son reclóngulos y los 
dngulos cn O e V son iguales, se deduce que AO = AI\ Como B es un punto arbi- 
trario, ępncluiinos que todos los rayos reflejados pasan por el punto /', slmitrico 
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Respecto al rayo refractado BC, vemos que cuando lo extendemos en el medio (1) 
intercepta a la normal O A en el punto I tal que tg 0 r = ABIAI. Tambien tg 0i = 
= ABIA O. Por lo tanto 

tg 0< _ AJ 
tg 0 r AO 


o sea 


( 20 . 10 ) 


Al — AO 


tg 0j 

tg e r ‘ 


Ahora bien, la ley de refracción de Snęli reąuiere que sen 6i/sen 0 r sea constante 
e igual a n 21 . Pero entonces tg e*/tg 0 r no puede ser constante. Por consiguiente 
los rayos refractados no pasan todos por el mismo punto. Concluimos entonces 


O 



Fig. £0-12. Refracción de rayos pro- 
codentcs de una fuente puntual. Los 
rayos refractados, al prolongarse liacia 
atrós, no se interceptan. 


y podemos reemplazar las tangentes 


Q ne J^}^!}™J as JŁ“ aas , es J ericas inciaen so - 
bre una superficie piana , las ondas ref rac- 
tadas no son esfericas. 

Como los rayos refractados no pasan 
todos por el mismo punto, no forman una 
imagen puntual de O como lo hacen los 
rayos reflejados. Los rayos refractados 
a uno y a otro lado de la normal OA se 
interceptan en puntos situados a lo largo 
de ella, formando una superficie cónica 
llamada caustica , ilustrada en la fig. 20-12. 
Esto puede observarse sin dificultad en el 
caso de la refracción de ondas luminosas. 
El punto a de intersección de los rayos 
menos inclinados, puede encontrarse muy 
facilmente, porąue para ellos los angulos 
0; y 0 r de la fig. 20-11 son muy peąuenos 
senos en la ec. (20.10), eon lo cual resulta 


Al 


AO 


sen Oj 
sen 0 r 


= n n AO. 


( 20 . 11 ) 


80.6 Mds acerca de las leyes de la j reflexión y de la refracción 

Hcimotf establccido las leyes de la reflexión y de la refracción usando razonamientos 
mńft o menos ge.omćtricos basados en el teorema de Malus. Pero es posible tam- 
blón discutir estas leyes en una forma mas analitica. Supongamos <jue una otula 
inddonte estć dcscrita por una ecuacióu de la forma (18.46). listo es 


5t = W sen (ki • r — «/). 


( 20 . 12 ) 
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LA• ondas refraetadas y reflejadas serdn, respectivamente, 


y 


Sr = Sor sen — <d) 
Sr = Sir sen (k' P • r — o>Z), 


(20.13) 

(20.14) 


Obnórvese que hemos usado la misma co de la onda incidente para las ondas refie- 
Jldus y refraetadas porąue es un hecho experimental que la frecuencia del movi- 
IJllentO ondulatorio no cambia en la reflexión o refracción. 

La propiedad fisica adscrita a Ę, (un desplazamiento, una presión, o un campo 
ttóctrico o magnetico) es tal que su valor en la superficie de separación de dos 
ffiedios debe ser el mismo cualquiera sea el lado en que la calculemos. (En el 
Oifto de una onda electromagnetica, la relación entre las componentes del campo 
ilńctrico y del campo magnetico puede ser de naturaleza algo diferente. Per o 
Continóa siendo una relación lineal que involucra los campos a ambos lados de la 
lUperflcie.) Ahora bien, en el medio (1) tenemos las ondas incidente y reflejada, 
que produce la perturbación resultante £i + y en el medio (2) tenemos sól o 
U onda refractada, ę r . Entonces en la superficie de separación 


Si + s; - Sr* (20.15) 

A ilu de que esta ecuación sea satisfecha en todos los puntos de la superficie de 
icpnración al mismo instante, es necesario que las fases en las ecs. (20.12), (20.13) 
y (20.14) sean identicas, esto es, 

h r r — to t k r • r — coZ — k } r • r — co/ (20.16) 


para puntos r sobre la superficie. Despues de cancelar el termino comun to/, la 
CC* (20.16), se reduce a 

ki-r = fe r *r = k^r. (20.17) 


Ahora podemos escoger nuestros ej es XYZ, como se indica en la fig. 20-13, de 
modo que la superficie de separación coincida eon el piano XZ y la dirección 
de incidencia este en el piano XY. Entonces, como r debe estar en el piano XZ, 
T - u x x + u z z. Analogamente, ki = u x kt x + u y ki y , y como no sabemos si k r 
y A*,', estón tambien en el mismo piano, debemos escribir k r — u x k rx + U v k ry f 
I u t k rt y k' r ~ u x k' rx + Uyk f rU + u z k' rZ . Sustituyendo en la ec. (20.17), usando 
la ox presión (3.20) para el producto escalar, obtenemos 


k ix x = k rx x + k rz z = k' rx x + k' rZ z . 


Poro esta relación debe ser vólida para todos los puntos del piano XZ; por lo 
tliiifo 


ktx = k rx = k' rX y k rz = k f rx = 0 . (20.18) 

El Ncgimdo grupo de ccuaciones indica quo los vectores k r y k’ r no tienen compo- 
muiteH segiin d o]c Z, do modo que oBtdn tambiźn im d piano XY y lo» rayoi 
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Figura 20-18 Fig. 20-14. Yectores de propagación 

en las ondas incidente, reflejada y refrac- 
tada. 

incidente, reflejado y refractado estan en el mismo piano; esta es la ley (1) men- 
cionada anterioraiente. 

Vemos a continuación que, segun la fig. 20-14, kj X — ki sen 0£, = k r 

sen 0 r y k^ = k' r sen Q' r . Y de la ec. (18.6), se deduce ki = kr '= oj jv 1 y k r ' = 
■■ w/a 2 . Usando todas estas relaciones en el primer grupo de ecs. (20.18), obtene- 
mos, despues de eliminar el factor comun ca, 

1 0 1 1 
— sen 0£ = —- sen e r = _ sen 0 r . 

*>i v 2 v 1 

De estas relaciones deducimos que sen 0£ = sen 0^ ó 0 f — 0' y sen 0i/sen 0 r = 
wm = n 21 . De este modo, llegamos en forma mas analitica a las leyes (2) 
y (3) de la reflexión y la refracción. 

Cuando se satisface la ec. (20.16), la ec. (20.15) se reduce a 

+ 5ór = 5 0 r, (20.19) 

que es una relación entre las amplitudes de las tres ondas. Ahora bien, si solo 
SC satisface la ec. (20.15), o su equivalente, la ec. (20.19), no tenemos suficiente 
información para determinar la amplitud de las ondas reflejada y refractada. 
Sin embargo, debido a la naturaleza del pi^oblema se requiere usualmente otrą 
Condlción de contorno tal como la continuidad de las tensiones o de las presiones 
a travćs de la superficie de separación en el caso de ondas elasticas, o la continui- 
dad de ciertas componentes de los campos electrico y magnetico en el caso de 
ondas eleetromagnćticas. Por consiguiente existe una segunda condición (o cou- 
diclón de contorno) que involucra las amplitudes £ 0 f, ^ y V 0 r- Si usamos las dos 
condlciones do contorno, podemos determinar las amplitudes ę 0 r y £ór cn fuu- 
c!6n de Ę 0 f. Esto se iluatra en el ejernpio siguiente. 
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Fig. 20-15. Ondas transversales en dos cuerdas unidas de diferentes densidades. 


EJEMPLO 20.2. Estudiar la reflexión y la transmisión de ondas transversales en el 
punto de unión de dos cuerdas de materiales diferentes. Las cuerdas estan sometidas 
A una tensión T. 

Bolución: Supongamos que tenemos dos cuerdas (1) y (2) (fig. 20-15), unidas en un 
punto; este punto sera nuestro origen de coordenadas. Por conveniencia matemś- 
tica, en este ejemplo usaremos para la forma de las ondas la alternativa dada en 
la ec. (18.10). Existe una onda incidente que viene de la izquierda y que tiene la 

forma 

Ę< *=» sen (cot — k x x ). 

En el punto de discontinuidad se pro duce una onda refractada o transmitida que 
10 propaga a lo largo de la cuerda (2), 

Ir = sen (cot — k 2 x), 

y una onda reflejada que regresa a la cuerda (1), 

Ir = Ęór sen (cot + k x x). 

Obsćrvese que usamos k x para las ondas incidente y reflejada porque se propagan 
en el mismo medio: cuerda (1). El desplazamiento vertical en cualquier punto de 
lA cuerda (1) es Ę — Ę* + Ęr. En la cuerda (2) el desplazamiento vertical es Ę = Ę r . 
El punto O, donde las cuerdas se unen, corresponde a x = 0. En este punto debemos 
tener £< + & = Ęr, en conformidad eon la ec. (20.15), que se convierte en 

£ 0 ł sen cot + sen cot = ^ sen cot 

o sea 

- U 

que es una condición entre las amplitudes similar a la ec. (20.19). De 
la discusión hecha en la sección 18.7, la fuerza vertical en cualquier 

cuerda (1) es 

f. _ T«n. « Ttg. - _ t(^- + -f-), 

ya que a es peąueńo y sen a es prścticamente igual a tg «. Entonces: 

Fy — Tk x [— ę 0 i cos (cot — k x x) + 5ór cos (cot + k x x)]. 

AnAlogamente, la fuerza vertical en cualquier punto de la cuerda (2) 

Fy = T Br. = — Tk&r cos (<oZ — kp). 

cx 

Ahora blen, on el punto do unión la fuerza vert!cul debc ser la mltmm, sea quo la 
oaloulomoi uiando Fy para la cuerda (1) o para la cuerda (2), Haciendo x - 0 en 


( 20 . 20 ) 

aeuerdo eon 
punto de lu 
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Incidente 


(b) m j > m<2 (1)1 


(n) mi<rn 2 (1)1 


Refie jada 


Reflejada 


Transmitida 

Transmitida 



Fig. -10. Ondas incidente, rellcjada y transmitida en dos cuerdas uiddas de 
diferentes densldades. En (b) y (d) ia euerda que transportu la onda incidente m 
mAi dcnsa; en (c) y (e) la euerda dc la iząulorda es mńs Ugoru. (Fotograflus de: 
Phgatc * 9 D. C. Heath, Boston, 1900,) 
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las dos expresiones anteriores de F u e igualdndolas despues de eliminar el factor 
comiin cos ot, obtenemos 


— &> = k ^0 r- (20.21) 

Esta es una segunda condición que deben satisfacer las tres amplitudes y que estA 
lmpuesta por la naturaleza flsica de la onda. Resolyiendo el sistema de ecuaciones 
(20.20) y (20.21), obtenemos, 

^^ ^ = J kfrt u (20 - 22) 

que determinan las amplitudes de las ondas reflejada y refractada. Notando que 
k = a)/v y podemos escribir 


5or 


2v s 


v x + v % 


U & 


V 1 H~ p{ 




(20.23) 


Como en el caso de ondas transversales en una cuerda v — VT/m, de acuerdo eon 
la ec. (18.30), donde m es la masa por unidad de longitud, podemos escribir tambićn: 



2V m x 

Ym 1 +y m. 


U 




_ V 




V m x + v rn, t 


(20.24) 


Los cocientes £ 0 r/£ 0 * y se llaman, respectivamente, coeficientes de refracción 

(o de transmisión) y de reflexión ; designandolos T y R, respectivamente, se tiene 

t ^ m i p _ Vmi — V nh 

f m x + V m a 


Obseryemos que T es siempre positiva, de modo que £ 0 r, tiene siempre el mismo 
ftlgno que £ 0 ł y la onda transmitida esta siempre en fasę eon la onda incidente. 
Pero R es positiva o negativa dependiendo de si m 1 $ m 2 , de modo que la onda re¬ 
flejada puede estar en fasę o en oposición eon la onda incidente. En el segundo 
caso, el defasaje eon respecto a la onda incidente es n. Las dos situaciones se iluś- 
tran en la fig. 20-16. 

El estudiante puede yerificar el flujo de energia a travćs de la unión usando la 
rapidez eon que fluye la energia en la cuerda (1) y en la cuerda (2). La energia trans¬ 
mitida es proporcional a T a y la energia reflejada es proporcional a R a . 


20*7 Reflexión y refracción de ondas electromagneticas 

El caso de las ondas electromagneticas requiere atención especial porque involucra 
dog campos: las componentes eiectrica y magnetica de la onda. Ambos campos 
BOn perpendiculares a la dirección de propagación de cada onda, aunque pueden 
tener una orientación cualquiera alrededor de dicha dirección. Por lo tanto, al 
CStudiar la reflexión y refracción de ondas electromagneticas, es mós convcniente 
imaginar cada campo formado de una componente paralela al piano dc incideneia, 
deslgnada por el subindice t r, y una componente perpendicular al mismo, desig* 
nada por el subindice <r. Debido a la perpendieularidad entre f y B, tenemos 
una componente <f* asociada eon ( f} a y una componente ć„ asociada eon ( B„. 
Segiin vimo8 en el capitulo 19, la polarización de una onda electromagnćtica estA 
convenuionalmente deLerniinnda por la dirección del campo elćctrico; por ello 
htmos ilustrado en la lig. 20*17 l&B componentes de (' y B polarlzadas paralela- 
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cir. 20-17. Gampos electrico y magne- 
tlco de las ondas incidentes, reflejadas y 
refractadas para la polarización paralela 
tl piano de incidencia. 


Fig. 20-18. Campos electrico y magne- 
tico de las ondas incidente, reflejada y re- 
fractada para la polarización perpen- 
dicnłar ał piano de incidencia. 


mente en el piano de incidencia y en la fig. 20-18 para polarización perpendicular 
Al piano de incidencia. En ca da caso las flechas indican las orientaciones con- 
■ideradas positivas para las componentes de £. El caso generał es una combina- 
dón de ambas polarizaciones, ya que, como se ha indicado anteriormente, los 
campos £ y 13 pueden siempre separarse en las componentes n y 
Las ecuaciones de Maxwell suministran ciertas relaciones entre las componentes 
paralela y perpendicular de los campos electrico y magnetico a ambos lados de la 
lupcrflcie que separa dos medios, lo que nos permite establecer las relaciones 
entre las componentes del campo electrico en las ondas incidente, reflejada y re- 
fractada. A partir de ellas podemos calcular los coeficientes de reflexión y de 
refracción o transmisión. Cuando \i x « g 2 » g 0 , que es valido en un gran numero 
de casos, los resultados que se obtienen son los siguientes: 


/? 1 cos 0 r — n 2 cos 6i 

ći t7t n x cos 0 r + n 2 cos 0* * 

C Ft a __ n x cos 0f — n 2 cos 0 r 

ć( ja n x cos 0j + n 2 cos 6 r 


ćrg _ 2n x cos Ot 

ći i7t t? 1 cos 8 r + n 2 cos * 

£r t a __ 2 n x COS 0f 

£t %(J n x cos 0( + n 2 cos 6 r * 


(20*25) 


Hay unn situación muy importante que corresponde a R„ = 0. Entonccs la 
ondn reflejada no tiene la componcnte dćetriea Ud lipo sino sóło la 
Luego, la omla reflejada estń toUihnente polamada en un piano perpendicular 
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ftl piano de incidencia. Esto ocurre cuando, de acuerdo eon la ec. (20.25), rt 2 cos G t = 
m n 2 cos G r . Como la ley de Snęli, ec. (20.8), reąuiere que n x sen 0* = n 2 sen 0 r , 
tenemos que sen 0* cos 0* = sen 0 r cos 0 r , o sen 26f = sen 20 r . La solución de 
tBta ecuación da 20, = n — 29 r ó 0; + 0,* = tt/ 2,* y esto implica que los rayos 
reflejado y refractado son perpendiculares. En consecuencia 

cuando los rayos reflejado y refractado son perpendiculares, el rayo 
reflejado esta totalmente polarizado , estando el campo electrico per- 
pe ndicular^al piano de incidencia. 

Sflta situación se ilustra en la fig. 20-19, donde sólo se indican las conponentes 
Hel campo electrico; para simplificar, hemos omitido las componentes correspon- 
dlentes al campo magnetico. Ahora bien, como para el caso que se muestra en 
la flg. 20-19, sen 0 r = cos 0;, el angulo de incidencia dado por la ley de Snęli es 

tg 6i = n 2v (20.26) 

El ńngulo di dado por la ec. (20.26) se llama Angulo de polarización. El resultado 
eitablecido por la ec. (20.26) se llama ley de Brewster . 

Puede demostrarse que no es posible tener R a = 0 y safcisfacer la ley de Snęli 
al mismo tiempo. Por consiguiente, la componęntę perpendicular del campo elec- 
tric o en la onda reflejada no puede ser cero a menos que ya lo sea en la onda inci- 
dente. 

Tambien podemos observar en la ec. (20.25) que los coeficientes de refracción 
T b y T a no pueden anularse y por consiguiente la onda refractadą no esta nunca 
^ompletąmente polariząda. Sin embargo, si una onda electromagnetica se trans- 
mite a travós de una serie de laminas delgadas y paralelas (fig. 20.20), eon un 



Fig. 20-11). Polurización de una onda 
electroniagnóLlca por re(lcxlón. 


Rayo reflejado 



FIr. 20-20. Polarización de una amin 
cleclromagnótlca por retracclones suce* 
sivas. 


* Nótoio que la poulbtlldad 20* - 2() r , ó ()< ~ 0 r le debo exdulr debldo u la l«y do Snęli, 
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Śngulo de incidencia igual a] angulo de polarización, la onda transmitida tiene 
una componente ć rya , mucho menor, porąue esta componente tiende a irse eon 
la onda reflejada cada vez qne esta se refleja al pasar de una lómina a la siguiente. 
Luego, la onda transmitida esta casi totalmente polarizada y el campo electrico 
oscila en el piano de incidencia. 

Ademós, obseryemos que los coeficientes de transmisión T son positivos, de 
modo que la onda transmitida esta siempre en fasę eon la onda incidente. Sin 
embargo, los coeficientes de reflexión R pueden ser positivos o negativos, y la 
onda reflejada puede estar en fasę o tener un defasaje de n eon respecto a la onda 

Incidente. 

BJEMPLO 20.3. Calcular los coeficientes de reflexión y de transmisión para las 
Ondas electromagneticas en la región visible para el vidrio “crown’' y un angulo 
de incidencia de 30°. 

Bolución: En la tabla 20-1 tenemos n v idno — 1,52, y como para el aire n a ire « 1, 
tenemos entonces sen 0< = 1,52 sen 6 r . Haciendo 0< = 30°, obtenemos 0, = 19° 12'. 
Luego, aplicando las relaciones (20.25), obtenemos 

R* - 0,165, R ff =s — 0,248, T n =* 0,442, T a = 0,752. 

Obsórvese que la componente perpendicular de la onda reflejada ha sufrido un cam- 
blo de fasę de n. El angulo de Brewster para el Yidrio ‘‘crown” corresponde a tg 0 t = 
- 1,52 ó 6< = 56° 41'. 


TABLA 20-1 Indices de refracción absolutos de yarias 
sustancias para ondas electromagneticas* 


Sustancia 

n 

Sustancia 

n 

agua (25° C) 

1,33 

yidrio “crown” 

1,52 

alcohol (20° C) 

1,36 

yidrio “flint” 

1,65 

bisulfuro de carbono 

1,63 

sodio (Iiąuido) 

4,22 

hielo 

1,31 

diamante 

2,417 

cuarzo 

1,51 

aire 

1,00029 


* Yalores medios en la región yisible del espectro. 


20.8 Propagación de ondas electromagneticas en un medio anu 
sótropo 

Cuando una onda transversal se propaga a traves de un medio anisótropo, la 
velocidad de propagación de la onda depende de la dirección de polarización y dc 
la dirección de propagación de la onda. Esto se da particularmente en el caso 
de ondas electromagneticas (que son las tinicas que consideraremos en esta sec- 
ción). La polariznbilidad de la mayoria de las moleculas no es la misma en todas 
dlrecciones. Como las moleculas en los gases y en los liquidos estón orieutadas al 
azar, esta dcpendencia direccional de la polarizabilidad no da lugar a efeoto 
partlcular nlguno y el medio se comporta tnacroscópicamente como una huh- 
tanoia isótropa. Pero en un sólido cmt&lmo, las moleculas etłińn mós o menos 
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orlentadas y su orientación estd “congelada”; esto es, no son libres de rotar alre- 
tlrnlor de sus posiciones de eąuilibrio dentro de la red cristalina. De este modo 
Inn propiedades del cristal en generał dependen de la dirección segun la cual se 
iniden. Dependiendo del arreglo y de la estructura molecular, los sólidos crista- 
llnos pueden comportarse ópticamente como un medio isótropo o anisótropo. 

KI hecho de que la polarizabilidad del medio no sea la misma en todas las direc- 
Clotics significa que, en generał, la polarización ^ no tiene la misma dirección 
que el campo electrico £ (fig. 20-21). En consecuencia, el vector de desplaza- 
mlento r 7) = € 0 £ + J> no es paralelo a £. Esta situación es matematicamente 
muy similar a la encontrada en el capitulo 10 cuando discutimos la relación entre 
el momentum angular L y la velocidad angular (o de un cuerpo rigido en rotación. 
Rocordemos que en un cuerpo en rotación Ły ono son paralelos, excepto en el 
oaso de la rotación segun el eje principal del cuerpo. Analogamente encontramos 



FIK. 550-21. Orientación de Fig. 20-22. Elipsoidę de Fresnel. La elipso 

t y f en una sustancia ani- ABA'B' es la intersección del elipsoidę eon nu 

nA tropu. piano perpendicular a u que pasa por C. 


ijue liay como minimo tres direcciones perpendiculares, llamadas ejes principales, 
curactcrlsticos de cada sustancia, para los cuales £ y D son paralelos. Orientaado 
Ioh ejes coordenados XYZ paralelamente a los ejes principales y designando los 
tres valores de la permitividad de la sustancia correspondiente a cada uno de los 
ejes principales por € 2 , e 3 , tenemos que las componentes de C J) para una orieu- 
tucióu arbilraria de £ son, por extensión de la cc. (16.14), 

( ]) x r 7)|/ == 

Podemos hablar tambien de tres indices principales de reTraeeión /i,, n 2 y /i J|t 
UAorindo cada uno eon la correspondienlc pennilmdad, como se, iudica en la 
ao. (19.67). 
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Tanto los experimentos como la teoria (basada en las ecuaciones de Maxwell 
y en la discusión previa) muestran que 

en unmedio anisótropo, a cada dirección de propagación de una 
onda eledromagnelica piana corresponden dos posibles estados de 
polarización mniuamente perpendiculares , cada uno de los cuales se 
propaga eon diferente oelocidad . 

De este modo, cualąuiera sea el estado inicial de polarización, cuando una onda 
electromagnetica penetra en una sustancia anisótropa, se separa en dos ondas, 
polarizadas en direcciones perpendiculares y que se propagan eon diferentes velo- 
ddades de fasę. Esta situación da lugar al fenómeno de dobie refracción, que seró 
discutido en la sección 20-10. 

Veamos a continuación como se puede determinar la velocidad de fasę y el 
estado de polarización de una onda, dada la dirección de propagación de la onda. 
Podemos hacerlo usando un metodo geometrico sugerido por el fisico frances 
Agustin Fresnel (1788-1827) mucho antes de que se formulara la teoria de las 
ondas electromagneticas. Construyamos un elipsoidę de ej es n v n z y n s , llamado 
elipsoidę de Fresnel (fig. 20-22). Entonces, dada la dirección de propagación de la 



onda, determinada por el versor w, trazamos un piano por el centro C dcl elip¬ 
soidę y perpendicular a w. La intersección del piano eon el elipsoidę es una elipse. 
Las direcciones de los dos ejes AA' y BB' de esta elipse determinan los planoa 
de polarización de la onda para la dirección de propagación dada. Las longitudes 
CA y CB de los ejes de la elipse dan los indices de refracción n n y nt> para ca¬ 
da polarización y por consiguientc la correspondienic vclocidad de fasę. 
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Los medios isótropos se caracterizan por el hecho de que los tres indices prin- 
Olpales de refracción son iguales (n x = n 2 = n 3 ). El elipsoidę de Fresnel es una 
Miera y el indice de refracción es el mismo en todas las direcciones. Por consi- 
fulente no existe una dirección especial de polarización, ya que todas las inter- 
iscclones son circunferencias, Los cristales cubicos , asi como la mayoria de los 
medios no cristalinos, se comportan de este modo. Otro caso especial es aquel 
•n el cual dos indices prineipales de refracción son iguales, digamos n 2 == n 3 . 
La dirección que corresponde al indice desigual n v se llama eje ópłico; óste es un 
•i* de simetria del cristal. Por esta razón estas sustancias se denominan cristales 
Un/cfcricos. A esta clase pertenecen los cristales de los sistemas trigonal, hexagonal 
y MragonaL Cuando n 2 <n l9 el cristal se llama positiuo; cuando n 2 > n v es nega - 
Uvo, El elipsoidę de Fresnel de un cristal uniaxico es un elipsoidę de revolución 
•Irodcdor del eje óptico (fig. 20-23). Sabemos por las propiedades geometricas 
de un elipsoidę de revolución, que su intersección eon un piano que pasa por su 
Centro C y es perpendicular a la dirección de propagación w, es una elipse, uno 
de cuyos ejes (CO) es siempre igual a/i 2 y esta dirigido perpendicularmente a la 
dirección de propagación y al eje óptico, mientras que el otro eje ( CE) tiene una 
longitud n e que varia entre n 2 y n x y estó en el piano determinado por la direc- 
dón de propagación y el eje óptico. En este caso podemos definir dos ondas: 
ordinaria y extraordinaria. 

La onda ordinaria est& polarizada linealmente en el piano determinado por CO 
y u y es por lo tanto perpendicular al piano determinado por la dirección de pro- 
pagación y el eje óptico. La onda ordinaria se propaga en todas las direcciones 
eon la misma velocidad v 0 = v 2 = c/n 2 . Por lo tanto se comporta como una onda 
en un medio isótropo siendo esta la razón de su denominación. 

Lu onda extraordinaria esta polarizada linealmente en el piano determinado 
por CE y u o (lo que es lo mismo) por la dirección de propagación y el eje óptico; 
poro hu velocidad v e depende de la dirección de propagación, variando entre 
y u, (correspondientes a los indices de refracción n 2 y n ^ 

LuhikIo las ondas se propagan segun el eje óptico, la elipse de intersección es 
una circunferencia de radio n 2 y las dos ondas se propagan eon la misma velocidad 
K Hto puede considerarse como otrą definición de eje óptico (fig. 20-24a); el 
eje óptico es la. dirección segun la cual hay una sola velocidad de propagación. 
Cuaiulo las ondas se propagan perpendicularmente al eje óptico, la elipse de 



riir. uo -154. Direcciones <|o poliuiznción de los rayos onllnnrio y extnH>rdiunrlo oii 
un crlHtui uuIókIco pnrn unit propngiteión («) pnndela, (l>) perpendicular ul eje óptico. 
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Intersección tiene por semiejes n x y n 2 y la onda extraordinaria tiene la velocidad u x 
(fig. 20-24b). 

Otrą construcción geometrica util se obtiene graficamente dibujando para cada 
dirección de propagación, vectores de longitudes iguałes a v 0 y v e , las velocidades 
de fasę de las ondas ordinaria y extraordinaria, respectivamente, eon lo que se 
obtiene una dobie superficie (fig. 20-25) łlamada superficie de uelocidades de Fres- 
neL Una de las superficies es una esfera de radio v 0 = v 2 , que corresponde a la 
velocidad de onda ordinaria. La otrą superficie es un elepsoide de revolución 
ouyos ej es son v x y v 2 , que corresponden a la onda extraordinaria. Las dos super¬ 
ficies son tangentes en el punto en que interceptan el eje óptico. En la fig. 20-25 
se indica el estado de polarización para varias direcciones de propagación. 




Fi*. 20-25. Superficie de yelocidades de Fresnel para cristales uniaxicos. (a) Un 
criatal positivo en el cual n 2 < n x (ó v 2 > v x ). (b) Un cristal negativo en el cual 
n, > n t (ó < v t ). 


En el caso generał de tres indices diferentes de refracción, se puede probar 
que hay dos direcciones para las cuales las yelocidades de propagación de dos 
ondas polarizadas son iguales, Estas direcciones, tambien llamadas ejes ópticos, 
•on perpendieulares a los planos cuyas intersecciones eon el elipsoidę de Fresnel 
•on clrcunferencias. Las sustancias en las cuales estos ejes existen se Haman 
btdxicas y pertenecen a los sistemas cristalinos ortorrómbico , monoclmico y tri - 
ctinico , La superficie de yelocidades de Fresnel para cristales bióxicos es mds 
complicada y no entraremos en discusión de sip detalles geometricos. La tabla 20-2 
da los indices de refracción para diversos materiales uniaxicos y bidxicos. 

Muchas sustancias que normalmente son isótropas se ha cen anisótropas y birre- 
fringentes cuando se someten a tensiones mecdnicas o a intensos carnpos eićc- 
tricos o magnótieos estóticos, perpendieulares a la dirección de propagación. 
Ejemplos de esto son el efecto electroóptico de Kerr y el efccto magnetoóptico 
de Cotton-Mouton. En todos los casos la anisotropfa cle la sustaneia se debe a la 
ortentación parciał de las moleculas que resulta de las tensiones o de los canipos. 
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TABLA 20-2 Indices princlpales de refracción 
de yarios cristales* 


Sustancia 

n 1 

*2 

n 3 

unidzicas: 
apatita 
calcita 
cuarzo 
zircón 

1,6417 

1,4864 

1,5533 

1,9682 

1,6461 

1,6583 

1,5442 

1,9239 


biazicas: 




aragonita 

1,5301 

1,6816 

1,6859 

yeso 

1,5206 

1,5227 

1,5297 

mica 

1,5692 

1,6049 

1,6117 

topacio 

1,6155 

1,6181 

1,6250 


* Para la luz del sodio, X = 5,893 X 10 -7 m 


J ĘJMMPLO 20 .4, Una onda linealmente polarizada incide sobre una lamina delgada 
de Un materiał uniaxico, tal como el cuarzo, cortado eon las caras paralelas al eje 
0 pt !<•<>. Hallar ei defasaje entre las ondas ordinaria y extraordinaria y el estado 
de polarización de la onda emergente. 


Z 



fi*. 20*20. Gambio de polarización de una onda electromagnetica despues de atru- 
ve«nr nna płaca de caras paralelas cortada de un cristal uniaxico. 


Molución: La fig, 20-26 muestra la disposición experimental. La płaca de cristal so 
tut colocado eon cl eje óptieo (indiee n horizontal. La dirección del eje óplieo 
li ha designado por V. La dirección perpendicular Z eorresponde a lu polarización 
doi myo ordinario (indiee /i 0 ). Supongamos que una onda linealmente polarizada 
GMe forma un óngulo eon ci eje V incide sobre la płaca, Hntouees podcuios cscrlblr 
C ** <*« sen (w/ kx) para el carnpo clćclrico en la onda iuddonle, Obsćrye.so que 
hemon liwerlldo el orden de los lónnlnos en la fundón sono lo quo es uu \s eoimmlcmt e 
part nuestro cdlculo y es la forum altcrnalivft dc la cc. (18.10). Las componcntos 
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del campo elćctrico en la onda ineidente segón los ejes Y y Z son 
ć v = £qv sen (pyt — kx) y ć e = ć 0 z sen (cot — kx), 

donde 

cos ot y (^Qj! **-— fj) sen ot. 

Cuando la onda polarizada linealmente se propaga a traves del cristal, se separa 
en dos ondas eon sus campos elćctricos segun los ejes Y y Z, respectivamente. Estas 
componentes corresponden a las ondas ordinaria y extraordinaria. Como la velocidad 
de propagación de cada onda es v x — c/n x y i? 2 = c/n 2 , los correspondientes vec- 
tores de propagación son 

k x = — = —- 71 - = kn lf k 2 = AyLs, 
c 

donde A: = co/c. Por lo tanto, despuós que las ondas han atravesado el espesor d, 
los campos electricos respectivos estan representados por las expresiones 

C y = sen (cot — k x d) 9 <% ~ C& sen (a>t — £ a d), 

resultando un defasaje entre las dos ondas de 

8 s (Aij — k 2 )d — k(t — n 2 )d = ^(^ — n 2 )d/\. 

Despućs de atravesar la płaca anisótropa las dos ondas se combinan en una sola. 
De aeuerdo eon la discusión hecha en la sección 12.9, concluimos que debido al 
defasaje, la onda transmitida estara, en generał, polarizada elipticamente. Los 
ejes de la elipse seran paralelos a los ejes Y y Z si S es un mdltiplo impar de 7c/2, 

o sea si 

(n x — n 2 )d = entero impar x X/4. 

La onda transmitida estara polarizada linealmente si S es un móltiplo de n ó sea si 
(n Ł — n 2 )d “ entero X X/2, 

En este caso si el entero es par, la onda transmitida esta polarizada linealmente en 
el mismo piano que la onda ineidente, pero si el entero es impar, esta polarizada 
en un piano simetrico respecto al piano XZ. Evidentemente, si el angulo a es de 
45% estos dos planos seran perpendiculares entre si. 

Las lóminas correspondientes a las dos condiciones dadas arriba se llaman Idmina 
de cuarto de onda y lamina de media onda. Estos tipos de Idmina se usan amplia- 
mente para el analisis de la luz polarizada. 

La misma situación ocurre en sentido opuesto; si a traves de una lamina de cuarto 
de onda pasa luz polarizada elipticamente se convierte en luz polarizada lineal¬ 
mente. 


20.9 Dicrolsmo 

Algunas sustancias anisótropas absorben lds ondas ordinarias y extfaordinarias 
en proporciones muy diferentes. En tales condiciones una onda electromagnetica 
quę se propague a traves de una porción de sustancia suficientemente gruesa 
aparece gradualmente polarizada en un piano, ya que una de las ondas, la or¬ 
dinaria o la extraordinaria, es casi completamente absorbida. La situación se 
denomina dicrotsmo y se ilustra en la fig. 20-27, en la cual f 0 es la amplitud del 
campo elćctrico de la onda ineidente. La onda ineidente, en cuanto penetra en 
ła eustaneia, se separa en las ondas ordinaria y extraordinaria, polurizadas para- 



mo) 


Do ble refracción H2 7 


llltmente a los ejes Y y Z. Sus amplitudes son <f og y <5^. Si es absorbida mas 
que tenemos solo <f 0tf despues que las ondas han penetrado una cierta dis- 
Uncla eon lo cual resulta luz polarizada linealmente. 

Como el dicroismo resulta de una diferencia en los coeficientes de absorción, 
jipende de la frecuencia de la onda electromagnetica, y una sustancia puede 
fttthibir el fenómeno en mayor grado a ciertas frecuencias que a otras. Para la 
nglón visible hay dos sustancias dicroicas especialmente importantes. Una es 
łft turmalina (borosilicato de aluminio), que absorbe eon preferencia el rayo ordi- 
lUtrio. La otrą es la herapatita (sulfato de yodoąuinina), que tieńe el inconveniente 
di que sus cristales son muy quebradizos y por consiguiente dificiles de pre~ 


Y 



Htvar en tamańo apropiado. Sin embargo, la Polaroid Corporation hace esta 
lUltnncia cn una forma llamada polaroide, que consiste en muchos cristales pe- 
qUiAon paralclos entre si y colocados entre dos hojas de vidrio o celuloide. La 
lllłimn compania construye otros materiales dicroicos, usando sustancias com- 
plliltun de tnoleculas muy largas orientadas paralelamente, tal como el alcohol 

C 11vhiilic<>. Esta combinación da un materiał que tiene propiedades muy dilerem 
nil dirección longitudinal y en dirección transversal. El dicroismo constituye una 
di luft numeras mńs simples y económicas para producir y analizar luz polarizada. 

«0 ,tO Dobie refracción 

En outu Hccc.ińu ostudiarcmos cómo se comporta una onda oloclromaKiuHica 
OUtlulo ho trniiNitiilo o rofracla on un medio anisótmpo, limitńiidonos a Inn siin- 
tanclHH uiilrtxio.as. No nos oouparonios do la mula rollojmla, ya <|u« no iuvolumi 
RingUn fuclor eNenciulmeuie diferenLe de uquelloH yu dimilidott en esic cnpltulo. 
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Comenzaremos tratando el caso simple de incidencia normal de una onda piana 
sobre una superficie tambien piana perpendicular al eje óptico, el cual coincide 
eon la pdgina del libro. Consideraciones de simetria requieren que ambas super- 
fleies refractadas, la ordinaria y la extraordinaria, sean planas y tambien que 
permanezcan paralelas a la superficie de separación mientras se propagan en el 
medio anisótropo. Para determinar las direcciones de los rayos ordinario y extra- 
ordinario, en los puntos de incidencia (fig. 20-28) trazamos la superficie de velo- 
cidades de Fresnel, indicada previamente en la fig. 20-25. Las tangentes comunes 
de las dos hojas de la superficie de velocidades de Fresnel dan los frentes de onda 
ordinario y extraordinario. Los puntos de tangencia determinan las direcciones 
de los rayos ordinario y extraordinario. Por lo tanto, la onda ordinaria se pro- 
pagard en la dirección de incidencia y estara linealmente polarizada en un piano 
perpendicular al piano del papel (lo que se indica eon puntos en la fig. 20-28). 



Fiff. 20-28. Rayos ordinarios y extraordinarios para incidencia normal sobre la 
cara do un cristal uniaxico. Las polarizaciones lineales de los rayos ordinarios y cx- 
traordinarios son perpendiculares entre sL 


Sin embargo, la onda extraordinaria, aunque permanece paralela a la superficie 
de separación, experimentara un desplazamiento lateral, de modo que la energia 
fluya segun el rayo extraordinario, a un angulo £ eon respecto a la dirección de 
propagación. La onda extraordinaria estara polarizada en el piano del papel 
(lo que se indica eon barras en la fig. 20-28). Cuando a un solo rayo incidenle 
corrosponden dos rayos refractados ocurre pi fenómeno llamado dobie refracción , 
y por esa razón las sustancias anisótropas se denominan birrefringenles . Cuando 
la BUstancia estń limitada por dos superficies paralelas (fig. 20-29), los rayos 
ordinario y extraordinario emergen paralelos pero sep ara dos, resullamlo min 
doblo irnagen, como se niuestra en la fotografia de un cristal de ca kuta de la 
fig. 20-30. 

Cuando In incidencia es oblicua, la sftuación es algo mas coinplicadu geoine- 
trlcumente, pero el resullado lisico es cseneinlinenle el mismo. 1‘or cuda onda 



Dobie refracción 
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Rayos 

incidentes 



riv. 20-29. Un haz estrecho de luz no polarizada se puede separar en dos haces por 
Bledło de un cristal birrefringente. Si el cristal rota, el haz extraordinario rota alre- 
dcdor del haz ordinario. Los dos haces estan polarizados linealmente en direcciones 
perpendiculares. 


łncidente, hay dos ondas refractadas diferentes que se propagan en diferentes 
direcciones y que estan polarizadas en direcciones perpendiculares. 

Lh dobie refracción es un instrumento muy importante de investigación en cl 
Mtudio de la estructura cristalina, y tiene muchas otras aplicaciones interesantes. 
Ulia oplicación practica consiste en producir un haz de luz polarizada en un piano 



20-U0. holografia de la dobie inuigen prodttrida por un erislnl de ndelta 
((InrloftUt do W. L. Hyde, IMreelordel Insi linio de OpUm, l łiiWerHldnd de Hoehefder) 
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d' 


(b) 

w». 20-81. (a) Cristal de calcita natural llamado espato de Islandia, (b) Prisma de 

Nicol, 

por medio de un prisma de NicoL Para hacer un prisma de Nicol se corta un cristal 
de calcita cuyo largo es cuatro veces su ancho por sus caras extremas, como se 
muestra eon las lineas de trazos aV y cd' de la fig. 20-31a. Entonces el cristal se 
corta diagonalmente a lo largo de la linea b f d r y las dos mitades se pegan eon bal- 
itmo del Canada. El indice de refracción del balsamo es diferente de los indices 
del cristal de calcita para los rayos ordinario y extraordinario. Debido a esto 
y tambiśn a la geometria del cristal, los rayos ordinarios sufren reflexión total 
en la euperficie de separación y son desviados fuera del prisma, mientras que los 
rayos extraQrdinarios prosiguen dentro de la otrą mitad del cristal y emergen 
al otro extremo. Por consiguiente, la luz transmitida estd polarizada linealmente, 
Los prismas de Nicol son utilizados en muchos instrumentos ópticos, tales como 
los polarimetros. 

MJMMPLO 20.5. Un rayo de luz incide sobre un cristal de calcita cortado de modo 
tal que su superflcie sea paralela al eje óptico. Suponiendo que el piano de incidencia 
lea perpendicular a óste y que el angulo de incidencia sea de 50°, hallar la separación 
angular entre los rayos ordinario y extraordinario. 

loluoldn; De aeuerdo a las figs. 20-24 y 20-25, cuando la onda se propaga en direc- 
OlAn perpendicular al eje óptico, el rayo ordinario se propaga eon velocidad v% co- 
Weipondlente al Indice de refracción n 2 y la onda extraordinaria se propaga eon 
yelocldad correspondiente al indice de refijacción n v Por lo tanto usando la 
Ity de Snęli y los indices de refracción principales dados en la tabla 20-2, tenemos 
IM 0</sen 0 O tm n fl *= 1,6583 y sen 6</sen 6 e = — 1,4864. Dado 6< = 50°, obtenemos 

6« ■■ 27° 30' y 0, — 31° 5'. De este modo la separación angular entre los dos ra¬ 
yo* ei 0# — 0^ = 3° 35'. 

MJMMPLO 20.0 , Se observan ondas electromagnćticas a travćs de un dispositlvo 
polarlzante llamado en este caso un analtzador . Estudiar las fluctuaciones en la 
intemidad de la onda transmitida cuando el anallzador rota. 





SOJO) 
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Solución: Consideremos la fig. 20-32. El analizador es un instrumento que trans- 
mlte una onda cuyo campo electrico es paralelo al eje AA'. Guando el eje AA' dcl 
ąnalizador forma un angulo 0 eon el campo electrico de la onda incidente polarizada 
linealmente, se transmite sólo la componente Ća = Ć cos 0. Por lo tanto, como la 
Intensidad de la onda es proporcional al cuadrado del campo electrico, tenemos ta 
relación 

/ — J 0 cos 2 0, 

donde I 0 es la intensidad de la onda incidente e I la de la onda transmitida. Este 
resultado se conoce como ley de Malus. Guando 0 = 0 ó tt, la intensidad de la luz 
transmitida es maxima; cuando 0 = 7t/2 ó 3 tt/ 2, la intensidad es cero. Por consi- 
guiente, cuando el analizador rota, la intensidad de la onda transmitida fluctua 
entre 0 e 7 0 . Esto, por ejemplo, proporciona un medio de determinar si una onda, 
digamos luminosa, esta polarizada o no. Para ondas no polarizadas o circularmente 
polarizadas, no se observa fluctuación en la intensidad. Para ondas elipticamente 
polarizadas, la onda transmitida fluctua entre un maximo y un minimo. Estos 
dos extremos se obtienen cuando el analizador es paralelo al eje mayor o al eje 
menor de la elipse. El grado de polarización de la onda incidente esta dado entonces 
por la expresión 

P _ Im&s- Imln 

I m4x + /min 

Observar que P = 1 para ondas polarizadas linealmente y que P — 0 para ondas 
no polarizadas. 

EJEMPLO 20.7 . Polarización cromatica. Cuando sobre una lamina similar a la con- 
ilderada en el ejemplo 20.4, incide luz blanca polarizada linealmente y se analiza 
por medio de otro instrumento polarizador, la luz se ve coloreada, dependiendo et 
color de la orientación del analizador. El problema consiste en observar luz de 
diferentes longitudes de onda y determinar el color para cada orientación del ana- 
llzador. 

Solución: Consideremos el arreglo de la fig. 20-33. Supongamos por simplicidad que 
la luz blanca incidente esta polarizada linealmente formando el campo elóctrico 
un Angulo de 45° eon el eje óptico de la lamina. Gonforme a los resultados del ejemplo 



W*. 20-112. Yariaclón de Ja intensi- Fig. 20-38. Un cristal en forma tle płaca 
dud de luz polarizada linealmente al colocado entre un liaz dc luz polarizado 
Yarłiir In orlcnlaclón del analizador. linealmente y un analizador. El fenójmmo 

rcHullanie se Mama polarización cnmuUica. 



832 Reflexión, refracción , polarización (20.10 

20.4 la luz transmitida estara polarizada linealmente segun ćj ó ć 2 , dependiendo 
de que la longitud de la on da sea tal que 

| entero par x X/2 (polarización ćj), 

^ 1 2 ; “ 1 en tero impar x X/2 (polarización ć 2 ). 

Para todas las otras longitudes de onda, la onda transmitida esta polarizada elip- 
tlcamente. Si observamos ahora la luz transmitida a travós de un analizador, nota- 
remos que ćsta es coloreada en lugar de blanca y que el color cambia cuando se rota 
el eje del analizador AA'. Segun el ejemplo 20.6, esto se debe a que cuando el eje del 
analizador es paralelo a Ć x , las correspondientes longitudes de onda son transmiti- 
daa eon Intensidad maxima, mientras las correspondientes a Ć 2 estan bloąueadas. 
En condiciones inyersas, cuando el eje del analizador es paralelo a ć 2 , aparecen 
loi colores complementarios. Por consiguiente, cuando rotamos el analizador, obtene- 
nemos un haz de iluminación variable, estando los colores complementarios separa- 
dos 90°. 

Eate fenómeno se aplica al analisis de las tensiones de piezas estructurales usadas 
en los edificios y maąuinas, dando lugar a una rama de la fisica aplicada llamada 
fotoelasticidad . Como deciamos al finał de la sección 20.8, cuando un materiał plas- 
tico se somete a tensiones, se hace birrefringente, debido a la anisotropia resultante 
de las deformaclones. Por consiguiente, si se hace un modelo plastico y se somete 
a las mismas tensiones que una pieza real de estructuras, se comporta ópticamente 
como una lamina no homogenea birrefringente. La falta de homogeneidad se debe 
a la dlstribución no uniforme de las deformaciones en el plastico. Cuando la pieza 
©n tonsión reemplaza a la lamina de la fig. 20-33 resulta un diagrama (coloreado) 
como el de la fig. 20-34, por medio del cual se pueden estimar las deformaciones 
eon el uso de tecnicas especiales. 



w* 20-B4. Blrrefrlngencla induclda en una sustancla por las Lensiones uplicutlHH. 
(CortoBla de Klinger Sclcntiflc Apparatus Company). 
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90 ,11 Actiridad óptica 


Acłiuidad óptica 


cSYM 


Otro fenómeno relacionado eon el caracter transyersal de las ondas electromag- 
nótleas es el de la rotación del piano de polarización, propiedad llamada actiuidad 
Óptica cuando se observa en la region yisible y en las cercanas a ella, del espcctro 
Cijeetromagnetico. Si un haz de luz polarizada linealmente pasa a traves de unn 
lUHtancia ópticamente activa (fig. 20-35), la onda transmitida esta polarizada 
linealmente, pero en un piano que forma un angulo 0 eon el piano de incideneia. 
El valor de 0 es proporcional a la longitud l que el haz recorre en la sustaneia 
y depende tambien de la naturaleza de la misma. Desde el punto de yista de un 
0b»ervador que recibe la luz transmitida, las sustancias se clasifican en dexlró - 
f tras o leuógiras segun que la rotación del piano de polarización yista por el ob- 
■cryador sea en el sentido horario o antihorario (dextro: derecho; levo: iząuierdo). 


Luz 

incidente 



(Uertas sustancias presentan actiyidad óptica solo en el estado sólido. Muchos 
cristales inorganicos, especialmente el cuarzo, y algunos organicos, tal como el 
benzil, son de este tipo. En fusión, solución o vapor, estas sustancias pierden 
HU actiyidad óptica. Esto demuestra que la actiyidad óptica de estas sustancias 
depende de distribuciones especiales de los atomos o moleculas en el cristal, dis- 
trilniciones que desaparecen cuando las moleculas se orientan al azar como sucede 
en los estados liąuido y gaseoso. Otras sustancias, como la trementina, el azucar, 
el nlcanfor y el acido tartarico, son ópticamente actiyas en todos los estados 
fldicos y en solución. En este ultimo tipo de sustancias la actiyidad óptica esta 
nnociada eon las moleculas individuales y no eon sus disposiciones relativas. 

La actiyidad óptica resulta de cierto retorcimiento de las órbitas de los electro- 
uch <*n las moleculas o cristales bajo la acción de un campo electromagnetico osci- 
latorio externo. Cuando tratamos la polarización de la materia (seeción 10.5), 
Hupusirnos que los electrones oscilaban en linea recta, paralelamente al campo 
on Kuslmncias isótropas y formando un angulo eon el campo en sustancias anisó- 
tropns (seeción 20.8). En ciertas moleculas y cristales, sin embargo, el movhniculo 
do los electrones se hace segun un camino curvo, que por simplicidad suponemos 
0» unn lielice (lig. 20-30). Supongamos (pie la molecula (o cristal) esta orieuLuUi 
do tal modo <pie los eaminos holicoidalos del (dectron son como se muosfrn en In 
lig. 20-30, eslo es, eon cl eje de In lielice pcrpendiculnr a la dirección do propaga- 
clóu y paralelo tanio al campo elóetrieo como al magnelico de In onda iucidenio. 
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(a) (b) 


Et*. 20-86. Momentos dipolares elćctrico y magnetico inducidos por una onda 
electromagnćtiea en una molecula helicoidal. 


Consideremos el primer caso u orientación (a). El campo electrico oscilante 
de la onda produce un movimiento oscilatorio de los electrones hacia arriba y 
hacia abajo a lo largo de la hćlice eon lo cual resulta un momento dipolar elec- 
, trico oscilante efectivo p paralelo al eje de la hćlice. Hasta ahora la situación es 
•lmilar a la de la polarización ordinaria. Pero debido a la forma del camino de 
los e mk ones, la corriente electrónica circulando por cada vuelta de la helice es 
equivalente a un dipolo magnetico nt orientado tambien segun el eje de la misma. 
Para la orientación (b), el campo magnetico oscilante de la onda produce un flujo 
yąiiable a travćs de cada vuelta de la helice que, por la ley de Faraday-Henry, 
orlgina una corriente electrónica oscilante a lo largo de la misma. Esta corriente 
produce tambien un momento magnetico oscilante m segun el eje de la helice. 
Pero el movimiento hacia atrśs y hacia adelante del electrón, produce alternada- 
mente en los extremos de la molecula, cargas positivas y negativas alternadas, 
OOn lo cual resulta un momento dipolar electrico oscilatorio efectivo p segun el 
eje de la hćlice. Por consiguiente, para ambas orientaciones de la molecula se 
producen un momento dipolar electrico p y un momento dipolar magnetico tn 
oicilantes y paralelos a los ej es moleculares. Estos dipolos radian ondas electro- 
magnćticas, difundidas, tal como se discutió en la sección 19.9, donde sólo se 
COnsideró la difusión dipolar elćctrica, ya que el movimiento de los electrones se 
•upuso en linea recta. j 

> Un anńlisis matemdtico detallado de la onda difundida, que omitiremos 
aqul» muestra que segun la dirección de propagación de la onda incidente, los 
oampos ć' y T8' de la onda difundida estón en fasę eon los de la onda incidente, 
pero oscilando en direcciones distintas debido a la diferente orientación relativa 
de los campos f y T8 de un dipolo elćctrico y de uno magnćtico (figs. 19-8 y 19-12), 
Un observador segun la dirección de propagación recibe las ondas incidente y 
difundida, las cuales interfleren porque estdn en fasę, resultando una polariza- 





Y!v. 20-87, Campos resultantes elćctrico y magnetico debidos a la superposición 
dl lUB ondas incidente y difundida. 




Mano 

derccha 


w*. 20-88. Simetria derecha-iząuierda, (a) La imagen especular de una hćlice 
o tomllio de rosca derecha es una helice o tornillo de rosca iząuierda. (b) La imagen 
cupeeulur de la mano derecha es la mano iząuierda. 


dón linea! (recordar la sección 12.9) en una dirección que forma cl óngulo 0 eon 
d piano original del vector elćctrico (fig. 20-37), Resulta asi una rotneión dcl 
piano de polarizaeión de la onda. Para inoleculas orientadas al azar se puo.de 
prol>ar ąne d eleeto es siempre d misino, mmąue su mognitud dcpende de la 
orientneión moleeular. De este modo la ae1.ividad ópl.iea moleeular persiste en 
eualąuier estado (lnico o en Holucióti. Ku algunos omlales, sin embargo, d ofecLo 
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(X)jH C0 2 H 



ch 3 CH 3 

Fig. 20-81). Formas del acido lactico que son la imagen especular nna de otrą. 


depcnde de la ordenación molecular; pero las moleculas individuales no tienen 
una simetria helicoidal, y por lo tanto el efecto desaparece cuando las moleculas 
se desordenan. 

El estudiante puede darse cuenta que hay dos clases de helices, derecha e iz- 
ąuierda (fig. 20-38). Una es la imagen especular de la otrą, como la mano izquierda 
68 la imagen especular de la mano derecha. Esta clase de simetria se llama enan - 
tiomorfismo. Algunas moleculas actuan como una helice derecha y otras como 
una izquierda. En un caso la rotación del piano de polarización se efectua en un 
■entido y en el otro en sentido contrario. Esto explica la existencia de sustancias 
dextrógiras y levógiras. 

Algunas sustancias contienen ambas clases de moleculas, propiedad llamada 
estereoisomerismo. Por ejemplo, las moleculas de ócido lactico (CH 3 —COH 2 —C0 2 H) 
pueden existir en una o en otrą de las dos formas de imagen especular, como se 
ilustra en la fig. 20-39. Una muestra de acido lactico que contenga cantidades 
lgualcs de ambas clases de moleculas es ópticamente inactiva, pero si predomina 
una sobre la otrą, resulta una rotación neta. 

En el caso del cuarzo (Si0 2 ), las moleculas son todas identicas, pero sus orde- 
namicntos espaciales en el cristal tienen simetria ya iząuierda, ya derecha, como 
puede apreciarse en la apariencia externa de las dos clases de cristal de cuarzo 

que se muestran en la fig. 20-40, siendo una leve 
y la otrą dextro. Cuando el cristal se fundę los 
ordenamientos moleculares se destruyen y la acti- 
vidad óptica desaparece. 

Cuando una sustancia cuyas moleculas son 
ópticamentle activas, tal como el ócido lóctico, la 
levuIosa, la dextrosa, etc., se disuelve en agua, la 
rotación del piano de polarización depende de la 
concentración. Este resultado se usa para deter- 
minar cuantitativamente la cantidad de sustancia 
que contiene una solución, tal como la concen¬ 
tración de azucar en una melazu o en Ul orina. 




Fltf. 20-40. Formas cristallnas 
del cuarzo que son la imagen 
especular una dc otrą. 
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Algunus sustancias llegan a ser ópticamente activas cuando, por algun medio, 
|i łntroduee ałguna forma de simetria helicoidal. Un metodo de lograr esto es 
•pllcar uu eampo magnetico estacionario intenso segun la dirección depropaga- 
W6n. I łsto se conoce como efecło Faraday , 


fO.fi} lleflexión y refracción en superficies metalicas 

Rn el capituio 14 vimos que el campo electrico estacionario, en el interior de un 
lOntiucLor, es nulo. La situación no es exactamente la misma cuando el campo 
iMotrleo depende del tiempo. Sin embargo, aun cuando el campo electrico dependa 
dli tiempo, una onda electromagnetica se atenua grandemente cuando se propaga 
|n Un coaductor, tal como un metal o un gas ionizado. No presentaremos aqut 
U teoria en detalle, pero si indicaremos uno de los cambios fundamentales que 
ticnen lugar en las ecuaciones que regulan la propagación de una onda electro- 
mugnel ica en un conductor. 

Lub ecs, (19.1) a (19.5) quedan sin alteración, pero la ec. (19.6) debe modift- 
C*r»o para tomar en consideración las corrientes inducidas en el conductor por el 
Campo clćctrico de la onda. En la ec. (16.49) vemos que la densidad de corriente 
dr j - Cuando esta corriente se incorpora dentro de la ecuación (19.6), una 
muuipulación facil y rapida indica que el campo electrico debe satisfacer la ecua- 
ción, 


d 2£ 

-- — €U - 

dx 2 dt 2 



(20.27) 


tli lugar de la ec. (19.7) mas simple. El tćrmino nuevo, dC/dt , siendo una deri- 
yada de primer orden respecto al tiempo, es similar al termino — \dx/di de amor- 
tigUftmiento en un oscilador amortiguado, estudiado en la sección 12.12. Por lo 
tanto esto indica que la onda se va amortiguando a medida que progresa a travćs 
del metal. De este modo la onda disminuye rśpidamente en intensidad a medida 
que penetra en el conductor. La solución de la ec. (20.27) se puede expresar en 
U forma 

ć = f o F** sen ( kx — (20.28) 

donde la velocidad de propagación u = to/A y el coeficiente de amortiguamiento a 
Cltdn expresados por una relación algebraica complicada entre \i , ey o, Cuando 
la frecuencia es pequena de modo que pueda despreciarse oi 2 y el materiał es muy 
buen conductor, tal que > eo>, el estudiante puede verificar por sustitución 
dlrecta de la ec. (20.28) en la ec. (20.27) que 

k = a » (20.29) 

La velocidad de propagación es entonces 

V am O)/* mn ]/2 


(20.30) 
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En todo caso, el exponencial de la ec. (20,28) indica que la onda se amortigua a 
medida que avanza en el medio conductor. 

Esta situación explica dos hechos importantes concernientes a los conductores. 
Uno es la opacidad, que resulta de la fuerte absorción de las ondas que en conse- 
caencia no se transmiten a traves de un conductor, a menos que este sea una la¬ 
mina muy delgada. Por consiguiente, los conductores son excelentes para aislar 
una región de ondas electromagneticas. (Esto se hace, por ejemplo, rodeando la 

region eon una rejilla metalica). El otro 
es la gran reflectividad de los conduc¬ 
tores como consecuencia de que solo 
una peąuena fracción de la energia de 
la onda incidente penetra al conductor 
yendose 1^ mayor parte de la energia en 
la onda reflejada. Esta alta reflectividad 
es tipica de los metales. Una capa de 
gas ionizada tambien puede actuar como 
un conductor, reflejando las ondas elec¬ 
tromagneticas incidentes sobre ella. Es¬ 
te principio se usa, por ejemplo, en 
radiocomunicaciones para transmitir 
una senal de radio alrededor de la tierra. La senal se refleja hacia la tierra 
cuando alcanza una capa de la atmosfera altamente ionizada, llamada iortosfera , 
la cual dista cerca de 100 km de la superficie terrestre. De este modo es posible la 
oomunicación entre dos puntos A y B, lo que no se podria lograr por medio de 
Una onda propagandose en linea recta entre los dos puntos (fig. 20-41), 


Ionosfera 



Fig. 20*41. Reflexión de ondas de radio 
en la ionosfera. 


20,18 Propagación en un medio no homog&neo 

Los fenómenos de reflexión y refracción descritos en las secciones previas corres- 
ponden a la situación en la cual una onda pasa de un medio homogeneo a otro. 
Sin embargo, en muchos casos una onda se propaga en un medio cuyas propie- 
dades varian de punto a punto. Por ejemplo, en un dia de verano las capas de 
alre bajas estón mós calientes que las superiores y tanto las ondas sonoras como 
las ondas luminosas experimentan refracción continua. 

Consideremos la propagación de una onda a traves de un medio estratificado 
(flg, 20-42), o sea, un medio compuesto de varias capas en las cuales la velocidad 
de propagación es diferente. Si una onda alcanza la primera superficie eon un 
Angulo de incidencia d v las sucesivas refracpiones satisfacen las condiciones 

n! sen 0J = n 2 sen 0 2 , 
n 2 sen 0 2 — n 3 sen 0 3 , 


o sea 


n sen 0 = const. 


(20.31) 
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flflttlltWrmos a eontinuación un medio cuyo indice de refracción depende de una 
MUrdciUuln, digamos y. Este puede considerarse como un medio estratificado 
wyii cnpitH sucesivas son muy delgadas. Entonces la ec. (20.31) aun es vólida, 
y podemoM eacribir 

n(y) sen 0 = C, (20.32) 

40n(le <iH ima constante. Esta expresión da el angulo 0 en cada punto de la 
fciynutorin dcl rayo; lo que permite trazarlo a traves del medio no homogeneo. 



Plff. 20-42. Lamino de un rayo en un 
Medio cHtraliflcado. 



f 

O 

Fig. 20-43. Curvatura de un rayo en 
un medio no homogóneo. 


KJUMl'U> 20.8. Obtener el radio de curvatura de un rayo cuando la onda se pro- 
pngu en un medio eon indice de refracción variable. 

NfilMrMti? Consideremos dos superficies de onda S y S' (fig. 20-43) separadas en el 
tlmupo por un periodo. Luego, la distancia de separación a lo largo de cualąuier 
rwy o lerń una longitud de onda. Consideremos dos rayos muy cercanos R y R\ 
Como U velocidad de propagación varia de punto a punto, la longitud de onda es 
Utml»lón vafiable, porąue X = »/v = c/vn. Sean X y X' las longitudes de onda a lo 
largo de los rayos correspondientes. Entonces, en la fig. 20-43, vemos que p0 = X 
y (p + dp)0 — V. Entonces 0dp = X' — X = dX. Pero 0 = X/p, de modo que 


1 ^ 1 rfX 
p X cfp 


~ (ln X) 3 = — (ln n), 
ap ap 


(20.33) 


S A que ln X — ln c — ln V — ln n, y c y v son constantes. La ec. (20.33) indica que 
i ©amino estó curvado de tal modo que su concavidad esta en la dirección en q.ue el 
tftdice de refracción aumenta. 
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Problemas 

30.1 Se ha propuesto la siguiente regla 
para construir el rayo refractado (fi¬ 
gura 20-44): Usando unidades arbitra- 
rlas, se trazan en el punto de inciden¬ 
cia, dos circunferencias de radios 1 y n. 
El rayo incidente se prolonga hasta in~ 
terceptar la circunferencia de radio 1. Se 
traza la perpendicular a la superficie 
por el punto y se halla su intersección 
COn la circunferencia de radio n. El 
rayo refractado pasa por este punto. 


Flguru 



(a) Justiflcar esta regla, (b) Aplicarla 
tl caso de n = 1,5 y angulo de inciden- 
Ola de 60°. (c) Repetir para n — 0,80 
y Angulos de incidencia de 30° y 60°, 
Yeriflcar los resultados usando la ley 
de Snęli, 

30.2 Un alambre de cobre de radio 
1 mm se suelda a otro alambre del 
miimo materiał de radio 0,8 mm. En- 
oontrar T y R en la unión, para ondas 
quc se propagan en el sistema del pri- 
mero al segundo alambre. 

20.3 Dos alambres, uno de cobre y el 
otro de acero, del mistno radio, se unen 
formando un alambre mśs largo. En- 
oontrar T y B en el punto de unión 


para ondas que se propaguen a lo largo 
del alambre. Sea 1 mm el radio comtin. 
Suponiendo que la frecuencia de la onda 
incidente es 10 Hz, que su amplitud es 
2 cm y que la tensión es 50 N, escribir 
las ecuaciones de las ondas incidente, 
reflejada y transmitida. (La densidad 
del cobre es 8,89 x 10 3 kg m“ 3 y la del 
acero 7,80 x 10 3 kg m~ 3 .) 

20.4 Para la situación discutida en el 
ejemplo 20.2, mostrar que la intensidad 
de la onda transmitida mós la intensidad 
de la onda reflejada es igual a la inten¬ 
sidad de la ondad incidente. (,Cual es el 
significado fisico de este resultado? 

20.5 Sobre una płaca de vidrio (n = 
= 1,5) incide luz polarizada linealmente 
eon un angulo de incidencia de 45°. 
Hallar los coeficientes de reflexión y de 
refracción si el campo electrico de la 
onda incidente (a) esta en el piano de 
incidencia, (b) es normal al piano de 
incidencia. 

20.6 Una onda electromagnetica incide 
perpendicularmente sobre una superficie 
piana que sep ara dos medios de Indlces 

y Uj,. Usando la ec. (20,25), probar 
que los coeficientes de reflexión y de 
refracción son, en este caso, R = 
=/(«! —".)/("! + n 2 ) y T = 2n 1 /(n 1 + 
+ Ha). Obsórvese que en este caso no 
tenemos que distinguir entre las compo- 
nentes n y a, Dlbujar los campos elćc- 
trico y magnćtico de las ondas Inciden- 
tes, reflejadas y refractadas cuando 
n x <n 2 y cuando n x > n a . 

20.7 (a) Un haz do luz incide perpen- 
dlcularmente sobre una płaca do vldrlo 
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tf| m l,rv). Bncontrar los coeflcientes de 
MH||«ml<Vii y de transmlslón. (b) Repetir 
■ Bflmilo para cuando la luz pasa del 
lwio «l u Uf. (o) Analizar en cada caso 
|| IMIllliln de fate. [Sugerencia: Usar los 
NWlIladiu del problema 20.6.] 

IM HułlrMndose a la situación des- 
aft* ati 6l problema 20.6, calcular, 

f iftrto Im 60. (19.16), las intensidades 
INA oiiilm reflejada y refractada y pro- 
► qU0 hu luma es Igual a la intensidad 
In ondn incidente. [Sugerencia : Notar 

r || 60 Im mc. (19.16) debemos reemplazar 
f9t Im V(tlocldad v = c/n en el medio 
V k ~~ ęćK Ademós n & Ye r .] 

10.9 KI ladlce de refracción del vidrio 
(iidcular los óngulos de inciden- 
| y ile refracción cuando la luz refle- 
di pur ima superflcie de yidrio esta 
mplctmnente polarizada. 

10 ilU Kii una clerta sustancia el ón- 

J Ulo crltlno para ondas luminosas es 
6 45". &<iu61 es el óngulo de polariza- 

•lón? 

l«ll (h) £A quś óngulo por encima 
Im liortzontal debe estar el sol para 
tytl* hu luz reflejada por la superflcie de 
Un Ingo Iranąuilo estś completamente 
pfllttrtznria? (b) &Cual es el piano del 
VWlor clóctrlco de la luz reflejada? 


80.12 Una onda luminosa polarizada* 
lltiruhiieute y proveniente del aire in- 
Mirtu Nogrtn el dngulo de polarización en 
Uli inertlo de indice n. El yector elśc- 
trłeo de la onda incidente yace en el 
pi mm de Incidencia; su amplitud de os- 
(iliuclón es ć 0 . Calcular (a) la intensidad 
de Iii onda incidente, (b) la amplitud 
*7, de lu onda reflejada y (c) la intensi- 
dud de lu onda refractada. Comparar 
(m) eon (e.) y explicar el resultado. 

20.Id Probar que para una onda elec- 
IroinagiuHlca, R a es positiyo si n^ < 1 
y negiilivo si n n > 1. Analogamente, 
prohiir que R* es negatiyo (positiyo) 
pnru iingu los de incidencia menores (ma* 
yores) qiie el dngulo de polarización 
eiuuido n ai < 1 y positiyo (negatiyo) 
emiłido n n > 1. 

20.14 Si una onda piana estó polari- 
zudu linealmente eon su campo elóctrico 
ronuiindo un óngulo <x< eon el piano de 
Ineldeiiela, dcmostrar que cn la onda 
reflejada y en la refractada el campo 


elćctrico forma eon el mismo piano el 
angulo 


tg otr = (T a /T„) tg on 

y 

tg a r = (Rff/Ryj) tg a<, 
respectiyamente. 

20.15 Una onda luminosa en el aire, 
(n = 1), piana y polarizada linealmente, 
incide sobre una superflcie de agua 
(n = 1,33). Determinar las amplitudes 
y fases de las ondas reflejada y refrac¬ 
tada eon respecto a las de la onda inci¬ 
dente para los casos siguientes: 


Angulo de 
incidencia 

Angulo entre el piano 
de incidencia y el piano 
del campo elśctrico 

20° 

0° 

20° 

90° 

75° 

0° 

75° 

90° 


20.16 Una onda luminosa piana pola¬ 
rizada linealmente se origina en el agua 
(n = 1,33) y se refracta en la superflcie 
de separación entre el agua y el aire 
(n = 1). Determinar las amplitudes y 
fases de las ondas refractada y reflejada 
respecto a las de la onda incidente, para 
los siguientes casos: 


Angulo de 
incidencia 

Angulo entre el piano 
de incidencia y el piano 
del campo elćctrico 

20° 

0° 

20° 

90° 

40° 

0° 

40° 

90° 


20.17 Un haz de luz polarizada circu- 
larmente en el aire (n «= 1) incide sobre 
una superflcie de yidrio (n — 1,52) segón 
un óngulo de 45°. Describir en detallc 
el estado de polarización de los haccs 
reflejado y refractado. 

20.18 Una płaca de yidrio (indice n v ) 
estó reyestida de una pellcula plAstica 
delgada (Indice n r ) (flg. 20-45), Deslg- 
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nando por n a el lndice del aire, mostrar 
que para lncidencia normal, el coeflciente 
de reflexión en la super flcie de sep ar a- 
ción entre aire y revestimiento y entre 
ćite y e l vidrio son iguales si n T = 
■■ f/wio. Hallar la relación entre los 
ooeflcientes cuando el angulo de inci- 
dencla es 10° y n v es 1,52. 



Figura 20-45 

20.19 Considerar dos medios trans- 
parentes (1) y (2), separados por una 
•uperflcie piana (fig. 20-46). Si R y T 
BOli los coeflcientes de reflexión y de 
refracción para un rayo incidente en el 
medio (1), y R' y T' los mismos coefl¬ 
cientes cuando el rayo incide en el 
medto (2), probar que TH - = 1 — R 2 
y R b — R'. Estas expresiones se Ha¬ 
man relaciones de Stokes. La segunda 



relaclón indica que los coeflcientes de 
reflexión son de signo opuesto, y si 
ara una de las reflexiones no hay cam- 
lo de fasę, para la otrą debe haber un 
cambio de fasę igual w. [Sugerencia ; 
Suponer quo se invierte el sentido de los 
rayoi Ró! y Tć, como se muestra en 
la fig. 2fi-40(c) y tener en cuenta que 


en este caso el rayo finał en el medio (1) 
debe ser ć y que no existe rayo finał 
en el medio (2),] 

20.20 Un polarizador y un analizador 
se orientan de modo que se tfansmite 
un maximo de luz. que fracción de 
su valor maximo se reduce la intensidad 
de la luz transmitida cuando el analiza¬ 
dor se rota los óngulos (a) 30°, (b) 45°, 
(c) 60°, (d) 90°, (e) 120°, (f) 135°, 
(g) 150°, (h) 180°? Hacer un grafico 
de ///mas para una vuelta completa del 
analizador. 

20.21 Un haz paralelo de luz polarizada 
linealmente de longitud de onda 5,90 x 
x 10” 7 m (en el vacio) incide sobre un 
cristal de calcita como se indica en la 
fig. 20-26. Hallar las longitudes de 
onda de las ondas ordinaria y extraor- 
dinaria en el cristal. Hallar tambićn 
la frecuencia de cada rayo. 

20.22 Un haz de luz polarizada en un 
piano incide perpendicularjnente sobre 
una płaca de calcita (cuyos lados opues- 
tos estan cortados paralelamente al eje 
óptico) formando el vector elćctrico un 
óngulo de 60° eon el eje óptico. Hallar 
el cociente de las amplitudes y de las 
intensidades de los haces ordinario y 
extraordinario. 

20.23 Hallar el espesor de una płaca 
de calcita necesario para producir un 
defasaje de (a) X/4, (b) X/2, (c) X, entre 
los rayos ordinario y extraordinario, 
para una longitud de onda de 6 x 10" 7 m. 

20.24 &Cual es el estado de polariza¬ 
ción de la luz transmitida por una płaca 
de cuarto de onda cuando el vector 
electrico de la luz incidente polarizada 
linealmente forma un angulo de 30° eon 
el eje óptico? 

20.25 Un compensador de Babinet (fi¬ 
gura 20-47) consiste en dos cunas de 
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Mur Kir <tue pueden deslizarse una sobre 
hm cuftas estón cortadas de tal 
Mmlo »|Ue sus ejes ópticos son perpen- 
fljmlarcs, Por consiguiente el rayo or- 
iłllNrło ftn una de ellas es el extraordi- 
Mrl» on la otrą. Demostrar que, para 
Mlali|oKor rayo, el defasaje es 5 = 
m ( 2 ff/X) (n x — n a ) ( e — e') t donde e = AB 

{ #' — SC. Por lo tanto, si se desliza 
flN uuftt lobre la otrą, se puede variar 
iMtlmmmente el defasaje. 

IO»SIO Un un compensador de Babinet, 

a ftlieho de una cuna es 2 mm. Hallar 
micho que la otrą debe tener para que 
lfodur.nl un defasaje de 2 tt/ 3 en una 
u Olru dirección cuando se usa luz de 
łOtltfHud dc onda 5,7 x 10“ 7 m. 





10.27 En la fig. 20-48, A y C son hojas 
(la polnroide cuyas direcciones de trans- 
mlftlón se indican. B es una hoja de 
Itialeilul blrrefringente cuyo eje óptico 
Kft vorflcal. Las tres hojas son paralelas. 
hondę ta lzquierda entra luz no pola- 
rlKłidn. Discutłr el estado de polariza- 
elón de la luz en los puntos (2), (3) y (4). 
20.*18 La fig, 20-49 representa un pris - 
##>## ę(v Wollaston hecho de dos prismas 
de murzo pegados entre si. El eje óptico 
del prisina de la derecha es perpendicu- 
litr u In pdglna, mientras que el del lado 
Izipilcrdo es paralelo a la misma. La 
luz hicidente es normal a la superficie 
y dn lugar a los rayos ordinario y extraor- 
dlmirlo que ylajan en el prisma de la 
Ir.ipikrda segun la misina trayectoria, 
pero eon diferontes velocidades. Gopiar 
Im lig. 20-40 y mostrar sobre ese dia¬ 
gramu córno se deflectan los rayos or~ 
dlnarlo y extraordlnario al atravesar el 
prlMim de la ilerocha y tambićn al salir 
ul idre. 

2U.2U Lr onda doscrita en el problema 
10 I Incide perpendicu lar menie sobre un 
polurl/udor, el eual rola en su piano 
baniu tpje la łnUmuJduri Irurismltldu e» 


mśxima. (a) ^En quć dirección yace el 
eje de transmisión del polarizador? 
(b) ^En quś dirección yace el eje de 
transmisión cuando la luz transmitida 
es minima? (c) Calcular el cociente de 
las intensidades transmitidas para las 
posiciones encontradas en (a) y (b|. * 

20.30 Un haz de luz blanca polarizada 
linealmente incide perpendicularmente 
sobre una płaca de cuarzo de espesor 
0,865 mm, cortada paralelamente al eje 
óptico. El piano del campo electrico 
forma un angulo de 45° eon el eje de la 
płaca. Los indices principales de refrac- 
ción del cuarzo para la luz del sodio 
estan en la tabla 20-2. Despreciar la 
yariación de n Ł — n 2 eon la longitud de 
onda. (a) ^Cuóles longitudes de onda 
comprendidas entre 6,0 x 10 -7 m y 
7,0 x 10 -T m emergen de la płaca pola- 
rizadas linealmente? (b) ^Cudles lon¬ 
gitudes de onda circularmente polari- 
zadas emergen? (c) Suponer que el haz 
emergente pasa a travćs de unanalizador 
cuyo eje de transmisión es perpendicular 
al piano de yibración de la luz inci- 
dente. ^Que longitudes de onda faltan 
en el haz transmitido? 

20.31 Un haz de luz, despućs de pasar 
a trayes de un prisma de Nicol N x , 



atraviesa una cel da que contiene un 
medio difusor. Se observa la celda en 
angulo recto por medio de otro prisma 
de Nicol iV a . Originalmente, los prismas 
de Nicol se orientan hasta que el brillo 
del campo sea maximo. (a) ^Se produce 
extinción cuando se rota el prisma N 2 
en 90° ? (b) Se rota ahora cl prisma N { 
en 90°, ^es brillante u oscuro cl campo a 
travćs de JV 2 ? (c) Sc restaura cl prisma 
a su posicińn original. ^Es brillante 
u oscuro el campo vislo a tru vćs dc N a ? 

20.32 Se sube oxperhncnlalmoule (pie 
por cuda grntno de uziicur disuelto en 
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1 cm 8 de agua, el piano de polarización 
de una on da electromagnćtica polarizada 
linealmente rota +66,5° por cada cm 
de camino. Un tubo de 30 cm de largo 
contiene una solución de azucar que 
contiene 15 gramos de esta en 100 cm 3 
de solución. Hallar el angulo de rotación 
de la luz polarizada. 

20.33 Hallar la cantidad de azucar 
contenida en un tubo cilindrico de 30 cm 
de longitud y 2 cm 2 de sección trans- 
versal si el piano de polarización rota 
89,7°. [Sugerencia: ver el problema pre- 
cedente.] 

20.34 Estimar la profundidad de pene- 
tración en el cobre de una onda electro¬ 
magnćtica cuando su amplitud dismi- 
nuye hasta l/e de su valor en la super- 
flcie, si la frecuencia es (a) en la región 
de las microondas, 6 x 10® Hz, (b) en 
la región visible, 6 x 10 14 Hz, (c) en 
la región de los rayos X, 3 x 10 18 Hz. 
Suponer que p « p 0 . 

20.35 El Indice de refracción del aire 
61 n = 1 -f- 0,00024p, donde p es la 
densldad del aire (en kg mr 3 ). Sea 0 
el Angulo zenital verdadero de una estre- 
lla y 6 — A0 el angulo zenital aparente 
respecto a un observador que mira la 
estrella a traves de la atmófera (fi¬ 
gura 20-50). (a) Escribir la ecuación 
que da A0 en función del angulo zenital 
verdadero, de la densidad p, de la pre- 
slón atmosfćrica p y de la temperatura 
absoluta T. Calcular A6 al nivel del 
mar para una estrella eon 0 — 45° su- 


el® 


mmm- 

Figura 20-50 


Posición 
aparente 
de la estrella 

Posición verdadera 
de la estrella 


poniendo una temperatura T » 298° K 
(25° Ć). 

20.36 Un medio no homogćneo estra- 
tificado tiene un indice de refracción que 
varia segun la dirección Y, esto es 
n = n(y). Demostrar que la ecuación 
del camino de un rayo, que satisface la 
ec, (20.32), es 

x = x 0 + \ B dy/Yn\g)IC 2 — 1. 

20.37 La trayectoria de un rayo en un 
medio no homogćneo esta representada 
por x « A sen ( y/B ). Calcular el indice 
de refracción n en el espacio entre los 
planos x — A y x ~ —-A, suponiendo 
que depende sólo de x y que tiene el 
valor n 0 para x = 0. 

20.38 El indice de refracción de un 
cierto medio esta dado por ri — h + kx. 
Calcular la trayectoria del rayo que pasa 
por el origen de los ej es coordenados y 
forma en este punto un angulo <f> 0 eon 
el eje X. Hacer el grAfico de la trayec¬ 
toria del rayo, suponiendo que h = 1 , 
k = 1, y jo *= 45°. 
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( 21.1 


21 nl Introducción 

En los capitulos anteriores hemos estudiado algunos fenómenos que ocurren 
Cuando una onda pasa de un medio a otro en el cual la propagación es diferente. 
No sólo analizamos lo que ocurre al frente de onda sino que tambien introduji- 
mos el concepto de rayo por ser muy util para construcciones geometricas. 

En este capitulo vamos a examinar eon mas detalle los fenómenos de reflexión 
y de refracción desde el punto de vista geometrico, usando el concepto de rayo 
como herramienta para describir los procesos que ocurren en superficies de dis- 
contlnuidad. Supondremos tambien que los procesos son unicamente reflexiones 
y refracciones y que no hay otros cambios en las superficies de onda. (Pospon- 
dremos la consideración de la difracción y de la difusión de ondas hasta el capi¬ 
tulo 23.) Este modo de tratar el tema es lo que podemos llamar geometria de las 
ondas o trazado de rayos. En particułar, para las ondas electromagnćticas en las 
reglones visibles y cercanas al visible, constituye la óptica geometrica, que es 
una rama muy importante de la fisica aplicada. 

Fig. 21-1. Formación de imagen en una 
camara de agajero. El diagrama ilustra 
los caminos de los rayos. La serie de fo¬ 
to graf ias muestra La variación en la cla- 
ridad de la imagen a medida que dis- 
minuye el diametro del agujero. Nótese 
que hay un diametro óptimo para la 
claridad de la imagen. (Fotografia cor- 
tesia del Dr. N. Noel. Proyecto Piloto 
de la UNESCO para la ensenanza de la 
fisica). 
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tl.2) 

Este tratamiento geometrico es adecuado en tanto las superficies y otras dis- 
ęontinuidades que encuentre la onda en su propagación sean muy grandes res- 
pecto a la longitud de onda. Mientras se satisfaga esta condición, nuestro trata¬ 
miento se aplicarś tanto a ondas luminosas como a ondas acusticas (especial- 
mente ultrasónicas), ondas sismicas, etc. Sin embargo, en la mayoria de nuestros 
ijemplos consideraremos ondas luminosas, ya que posiblemente son las rnds 
ftmiliares y las mas importantes desde este punto de vista; por esta razón, tam- 
blćn podriamos considerar que este es un capitulo sobre óptica geometrica, 

Un ejemplo caracteństico del uso de rayos es la imagen producida por la cd- 
mara de agujero (fig. 21.1). Esta camara consiste en una caja eon un agujero muy 
pequeńo de un lado. Si se coloca frente a el un objęto AB que emite ondas, los 
rayos Bb y Aa forman una imagen ab del lado opuesto. Esta imagen estś bien defi- 
nida cuando el agujero es muy pequeno, de modo que solo una pequena fracción 
de los frentes de onda pasa a traves de el, correspondiendo entonces un punto 
de la imagen a cada punto del objęto. Si el agujero es demasiado grandę, la imagen 
tparece borrosa porque a cada punto del objęto corresponde una mancha en la 
Imagen. Ademśs, el agujero no debe ser tan pequeńo que su radio sea comparable 
i la longitud de onda, porque entonces comienzan a aparecer efectos de difrac- 
Olón y la imagen ab tambien aparece borrosa (como se estudiara en el capitulo 23). 



21*2 Reflexión en una superficie esferica 

(kunenzaremos por considerar la reflexión de ondas en una superficie esfćrica. 
Debemos establecer primeramente ciertas defmiciones y convenciones de signo. 
KI centro de curvatura C es el centro de la superficie esferica (fig. 21.2) y el ver- 
tiee O es el polo del easquete esferico. La linea que pasa por O y C se denomiua 
eje principal. Si tomamos nuestro origen de coordenadas en O, todas las eanlida- 
des (|ue se miden a la derecha de O son positivas y las que se miden a la iz(]uierda 
negalivas. 

Supongamos (jue el punto /* es una [uente de ondas esferieas. El rnyo BA se 
rellejn como rnyo AQ y, como los angulos de incidencia y tle reilexi6n son igualon. 




Sustituyendo en la ec. (21.1) y cancelando el factor comun h , obtenemos 



( 21 . 2 ) 


que es la formula de Descartes para la reflexión en una superficie esferica . Implica 
que, en la aproximación usada para obtenerla, todos los rayos incidentes que 
pasan por P pasarśn por Q despues de reflejarse en la superficie. Decimos enton- 
ces que Q es la imagen de P. 

Para el caso especial en que el rayó incidente es paralelo al eje principal, lo 
oual es equivalente a colocar el objęto a una gran distancia del espejo, tenemos 
p bb oo. Luego, la ec, (21.2) se convierte en 1 [q = 2 jr y la imagen cae en el punto F, 
a una distancia del espejo dada por q = r/2. El punto F se denomina foco de la 
ftuperflcie esferica y su distancia al espejo se denomina distancia focai, desig- 



Fl|, ai-a, Rayos prlnctpales en espejos esfćricos. (a) Cóncavo y (b) convexo. 


il.2) 


Reflezión en una superficie esferica H49 


BŚndose eon f, de modo que f = r/2. Luego, la ec. (21.2) se puede escribir en la 

forma 


P 


+ 7 = 7 


(21.3) 


Como f se puede determinar experimentalmente observando el punto de conver~ 
gtncia de los rayos paralelos al eje principal, no es necesario conocer el radio r 
para aplicar la ec. (21.3). Observese que si q = oo, p = f 9 por lo que todos los 




Flff. 21-4. Construcción de la imagen en espejos esfericos. (a) Cóncavo y (b) convexo. 


rayos incidentes que pasan por el foco F se reflejan paralelamente al eje prin- 

clpal. 

. Debido a nuestra convención de signos, las superficies cóncavas tienen un 
radio positivo mientras que las convexas tienen un radio negativo. Por lo tanto, 
los signos de las distancias focales correspondientes son positivo y negativo, res- 
poctivamente. La fig. 21.3 muestra los llamados rayos principales para una super- 
llcie cóncava y para una convexa. El rayo 1 es un rayo paralelo, el rayo 2 es un 
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Abernición esferUa en un esmdo eónnivt>. 


860 Geometria de las ondas 


(21.2 


rayo focal y el 3 es un rayo central, que incide normalmente (0, = 0). En la 
Ag. 21-4 se usan estos rayos para ilustrar la formación de una imagen por una 
superficie esferica reflectora. El objęto es AB y la imagen es a'b\ En la fig. 21-4(a) 
la imagen es real (ya que los rayos reflejados se cortan realmente) y en la fig, 21-4(b) 
es uirtual (porąue los rayos parecen haberse cortado detr&s del espejo). En la 
tabla 21-1 se indican las convenciones de signos usadas en este texto. 

Cuando la abertura del espejo es grandę, de modo que acepta rayos de gran 
inclinación, la ec. (21.3) ya no es una buena aproximación, En tales casos ya no 
hay una imagen puntual bien definida correspondiente a un objęto puntual, sino 
un nńmero infinito de ellas; por lo tanto la imagen de un objęto extenso aparece 
borrosa. La fig. 21-5 muestra rayos que vienen del punto P y se reflejan en el 

TABLA 21-1 Conrenciones de signo en 
espejos esfóricos 



+ 

— 

radio r 

cóncava 

convexa 

foco / 

convergente 

diyergente 

objęto p 

real 

virtuał 

imagen q 

real 

virtual 


espejo. Vemos que los rayos no se interceptan en el mismo punto sino sobre un 
segmento QQ ' a lo largo del eje, efecto llamado aberración esferica . El punto Q , 
que corresponde a los rayos que forman un angulo muy pequeńo eon el eje, esta 
determinado por la ec. (21.3); corresponde a los rayos de mdxima inclinación. 
Los rayos reflejados tambien se interceptan a lo largo de una superficie cónica, 
indicada por la linea gruesa QS , que se denomina caustica por reflexión . 

La aberración esferica no se puede eliminar, pero diseńando convenientemente 
la superficie se puede suprimir para ciertas posiciones llamadas anastigmaticas. 
Para un objęto puntual en el centro del espejo esferico, la imagen es exactamente 
un punto (tambien en el centro) y no tiene aberración esferica. Por lo tanto el 
centro de un espejo esferico es una posición anastigmdtica. Las posiciones anas- 
tigmńticas se pueden modificar cambiando la forma de la superficie. Por ejemplo, 
un espejo parabólico no produce aberración en rayos paralelos al eje principal, 
debido a una propiedad de la parabola; todos ellos deben pasar por el foco de la 
parńbola. Es por esto que los espejos parabólicos se emplean en telescopioS, no 
lólo para recibir rayos en la region visible del eśpectro electromagnetico, sino 
tftmblćn para recibir rayos en la región de la radiofrecuencia, como en los radio- 
telescopios (fig. 21-6). 

Un radiotelescopio consiste en un espejo parabólico metdlico formado por una 
maila de alambre. Se coloca una antena receptora dipolar en el foco del espejo. 
Las seflales recibidas por la antena, correspondientes a las ondas electromagnć- 
ticas que se propagan en dirección paralela al eje del espejo, se trasmiten al labo- 
ratorio para ser analizadas. Anólogamentc, un espejo eliptico es tambión anas- 
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xr,i 



Idtf. i!I-O, Itndiolelescopio de rellexión en Parkes, Nueva Galcs doi Sur, Ans 
Imila. KI relleclor <|tie lienc 04 m de diainetro, puede rotar alrededor de la verlienl 
Y vm*lar su ńngulo zon i lal, y se puede dirigir praclieamenle a lado el eielo visible. 
Ul lołescoplo eslń disenado para oblener funcionaiuiciito óplimo en la llneu del 
Itłdrrtgcno de 21 cni de longilud dc ouda, mimpie es sensiblo mm basta bmgiliides 
de ondii do unos poroś ecidlmelros, l.n ubirarión, u IMO km de Sydney, se eligld 
para <|iio Imblora im minlnio de Inlerferearia etfctrlen. (Kologrnftu eorlesla de la 
on^lim Australiami de Nolidas c luromuietóii). 
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tigm&tico para un objęto colocado en un foco de la elipse; su imagen cae exac- 
tamente en el otro loco. 

Ademds de la aberración esferica hay otros defectos que observamos en las 
lmńgenes producidas por reflexión (o refracción) en superficies esfericas. No los 
trataremos, sin embargo, porąue pertenecen a ramas bastante especializadas 
de la óptica. 


EJEMPLO 21.1. Estudiar la formación de imagen en un espejo cuya abertura es 

grandę. 

Soludón: Cuando un espejo esfćrico tiene gran abertura y puede aceptar rayos 
muy inclinados, deja de ser valida la aproximación hecha para obtener la ec. (21.2), 
y* que entonces reemplzar a por tg a no seria una aproximación muy buena. No es 
dtficll obtener otrą expresión mas precisa que la ec. (21.2). Cuando aplicamos la 
ley del seno a los triangulos ACP y ACQ (fig. 21-2), obtenemos 


CP _ sen QC _ sen Q< 

AP sen ( 71 —p) * AQ sen p 

Luego, como sen (tt — p) = sen p, tenemos 

CP _ QC . p — r = r — q 
AP AQ AP AQ 9 


que se puede escribir en la forma 



L\ = (± _ _i_ 

p) AP \q r ) AQ' 


(21.4) 


SI «j y « 8 son muy peąuenos, podemos hacer la aproximación p = AP y q = AQ> 
obtenlendo de nuevo la ec. (21.2). Para avanzar un paso mas, tenemos en el tridn- 

gulo ACP 

AP 2 = r a + (p — r) 2 + 2r(p — r) cos p 
=r p 3 — 2r(p—r) (1— cos p) 

— p a — 4r(p — r) sen 2 jp 



donde en la ultima finea se ha hecho la aproximación sen ^p łP Kf hj 2r. Luego 

<*•*> 

donde se ha hecho la aproximación (1 — x)~ iya « 1 + łx, conforme a la ec. (M.28). 
Del mlsmo modo, usando el trióngulo AQC, tenemos 


AP 


<7 

AQ 


= 1 


+ 


h*_ 
2 g 



Luego, sustituyendo en la ec. (21.4) obtenemos 



( 21 . 0 ) 

- [)]• 




iiiD 
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ifMtutindo la multiplicación y agrupando terminos, obtenemos 

p q r 2 [ p \ r p) q \r q )J 

Omni) legundo termino del segundo miembro es un termino correctivo, podemos 
Wir Im (IC. (21.2) para eliminar q en el mismo. El resultado es 




(21.7) 


U dlstancia h esta determinada por la inclinación de los rayos y cuanto mayor 
H h Humor es q. En consecuencia, todos los rayos que salen de un punto P (fig. 21-5) 
IGtire el e]e Principal se interceptan, no en el mismo punto, sino sobre un segmento 
QQ\ como se indicó anteriormente. Obtenemos el punto Q empleando la ec. (21.2) 
0 nafUmdo h = 0 en la ec. (21.7). El punto Q' se obtiene haciendo h = H, donde II 
•I cl radio de la base de la superficie esferica. 


JMJ0Mf*f'O 21 , 2 . Obtener una expresión para el aumento producido por un espejo 
•iWrlco. 

El aumento M de un sistema óptico se define como el cociente entre el 
tttinufio de la imagen y el del objęto. Esto es, M = abfAB. El aumento puede ser 
pimlllyo o negativo, segón que la imagen este erecta o invertida eon respecto al 
objęto. En la fig. 21-7 vemos que 


tg 6< = 
tg 0r' = 


AB = AB 
OA p 9 
ab __ ab 
Oa ą 


jdonde el signo menos se debe ai hecho 
pi que ab es negativo, ya que la imagen 
gfttń liwcrtida. Teniendo en cuenta que 
|l m W, tenemos entonces que 


M = — qjp, (21.8) 


BJBMPLO 21.3 Un espejo cóncavo tiene 
Uli radio de 0,600 m. Se coloca un objęto 
a 1,000 m del espejo. Encontrar las ima- 
gon cs mńs próxima y mśs lejana produ- 
Cidas por el espejo, suponiendo que su 
abertura es 20°. 


+ 



Fig. 21-7. Galculo del aumento pro¬ 
ducido por un espejo esferico. 


$ 0 lución: En este caso tenemos r = + 0,600 m y p = + 1,000 m. Por lo tanio, 
empleando la ec. (21.2), tenemos para rayos paraxiales que 


__ 1 _ 

1,000 



2 

0,600 


ó q — + 0,429 m. 


Los rayos de mdxima inclinación producen una imagen que se obtiene empleando 
la ei% (21.7), eon h — r sen (3 y p =** £(20°) =* 10°. Luego, h = 0,600 sen 10° — 0,104 m 
y /i 1 ^ 0,0108. Entonces 

1 . 1 2 0,0117 1 _ 1 y 

1,000 q * 0,600 + 0,600 \ 0,600 1,000 / 


o ioa ąm q — 0,427 m« En consecuencia las lmńgenes ocupan un peęuefto iig- 

mento de nproxtmadamenti 0,002 m -* 2 mm de tongltud a lo largo dii ajt principia. 
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21.8 Refracción en una superficie esf&rica 

Consideraremos ahora la refracción en una superficie esferica que separa dos me- 
dios cuyos indices de refracción absolutos son y n 2 (fig. 21-8). Los elementos 
geomćtricos fundamentales son los definidos en la sección precedente. Un rayo 
incidente tal como el PA se refraeta segun AD el cual, prolongado hacia atrds en 
el primer medio, intercepta el eje principal en Q . En la figura observamos que 
p = 0( -f y p = 0 r -f a 2 , Ahora bien, segun la ley de Snęli, / 7 X sen 6/ = n 2 sen 0 r . 
Suponemos, como hicimos en la sección precedente, que los rayos tienen inclina- 



Fi&. 21-8. Gamino de un rayo refractado por una superficie esfćrica. 


ción muy pequefia. Luego, los dngulos 0f, 0 r , ^^y pson muy pequeńos y podemos 
escribir sen 0f « 6* y sen 0 r « 6 r , de modo que la ley de Snęli es n x 0i = n 2 0 r 

o sea 

n x (P— «i)=n 2 (p— (21.9) 

Ahora bien, en la fig. 21.8 vemos que, como en el caso de la reflexión, 
h h h 

aj ^ , O Cg ^ —, (3 ~ —, 

p q r 

de modo que, sustituyendo en la ec. (21.9), cancelando factoreflBPdun^l^Jeor- 
denando tćrminos, obtenemos 

Ul —H g. = - n ł-T T- 1, (21.10) 

p q r 

que es la fórmula de Descarłes para la refracción en una superficie esfćrica . 

El foco objęto F ot tambićn llamado primer punto focal , de una superficie esfó- 
rica refringente es la posición de un objęto puntual sobre el eje principal tal quo 
los rayos refractados son paralelos al eje principal, lo cual equivale a tener la. 
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IM) 

IflMjpil del punto en el infinito, o sea q = oo. La distancia del objęto a ła super- 
fteu rłfirica se denomina distancia focal objęto y se designa eon f 0 . Haciendo 
p «• f„ y q = oo en la ec. (21.10), tenemos njfo — (n x — n^jr, o 

f.—*- r. (21.11) 

/?i n 2 

Alińlogamente, cuando los rayos incidentes son paralelos al eje principal, lo 
Mil en equivalente a tener el objęto a una distancia muy grandę de la superficie 
•iMrlcil (p = oo), los rayos refractados pasan por un punto Fi sobre el eje prin- 


Tabla 21-2 Conyenciones de signo para 
una superficie esferlca refringente 



+ 

— 

radio r 

cóncaya 

conyexa 

foco fo 

convergente 

diyergente 

objęto p 

real 

yirtual 

imagen q 

yirtual 

real 


cipnl denominado foco imagen o segundo punto focal . En este caso, la distancia 
dc la imagen a la superficie esferica se denomina distancia focal imagen y se de- 
ftlgnu eon fu Haciendo p = oo y q = f t en la ec. (21.10), tenemos — n 2 fft = 
— («i -njjr, ó 

fi -^—r. (21.12) 

n 2 

Olm^rvese que f 0 + fi = r. Combinando la ec. (21.10) eon la (21.11) o eon la 
(21.12), podemos escribir 



6 es una expresión util. La fig. 21-9 muestra la construcción de los rayos prin- 
Cdptles para el caso en el cual r > 0 y /Zi > n 2 . En la fig. 21-10 se muestra la cons- 
tfttcción de la imagen de un objęto en esas mismas condiciones. El estudiante 
puede dibujar figuras similares para los casos restantes, es decir, r>0y/i 1 <n J) 
f < 0 y n a . Cuando f 0 es positiva el sistema se denomina conuergente y cuando 
•I negativa se denomina dioergente , En la tabla 21-2 se da la lista de convenciones 
de tignos empleadas en este texto. 

La ec. (21.10) indica tambien que para cada objęto puntual hay una imagen 
puntual ónica. Esto es cierto en tanto la superficie esfćrica tenga una abertura 
paqueAa, admitiendo solamente rayos de inclinación muy pequefta, caso en que 
ton vAlldas muestras aproximaciones. Para superfleies esfćricns refringentos de 
f™ abertura. la sltuaclón es simllar a la cncontrada en la fig. 21-5 para un espejo 
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esfśrico, y origina el mismo fenómeno de aberracióa esferica discutido anterior- 
mente para los espejos esfericos. 

EJEMPLO 21.4. Estudiar la formación de imagen por una superficie refringente 
de gran abertura. 

Solución: El procedimiento en este caso es muy similar al del ejemplo 21.1 para un 
espejo. De los triangulos ACP y ACQ (fig. 21-8) obtenemos 

CP _ sen CQ _ sen 6 r 

AP sen (n — p) ’ sen (i — p) 



Fig. 21-1). Rayos principales en una Fig. 21-10. Formación de imagen por 
•Uperflcie esferica refringente, refracción en una superficie esfćrica. 


Despejando sen 6* y sen 0 r de estas ecuaciones y sustituyendo sus yalores en la ley 
de Snęli sen 0* = n 2 sen 0 fJ obtenemos 


CP 


CQ 


o n , 


AP AQ AP 

Esta expresión se puede escribir en la forma 


r q 

- « n 2 v 


AQ 




AQ 


(21.13) 


que Be dcbe comparar eon la ec. (21.4). Si a x y a 2 son muy peąuenos, podemos hacer 
U aproxlmación p = AP y q = AQ, obteniendo de nueyo la ec. (21.10). Para avan- 
lAr un paso mas usamos las aproximaciones mejores que proporcionan las ecs. (21.5) 
y (21.6). Luego 


-(i-l)biHł-ł)]- 


Efectuando las multipUcaclones y ordenando tćrminos, obtenemos 



- !h. a 

Oi — n a 

i AL 1 

J1L | 

(A_ 

JLY_ 

fh i 

[y..... 

1 V 

_ 

P 

Q 

r 

1 2 

[p 1 

l r 

pf 

q ' 

1 r 

<i / 


Emploundo la ec. (21.10) pura ellmlnar q en cl dl limo Ićrmlno do corrccdón, ubtone- 


Refracción en una superficie esferica 


BIOS flnalmente 


h 2 - 

~2 ] 


(21.14) 


P q r 2 n; [ r 

- jsto ^(T-7-y ; <*■«> 

Como en el caso de un espejo esferico, la posición de la imagen depende del valor 
de h o de la inclinación del rayo incidente. En consecuencia, la imagen de un punto 
BO es otro punto sino un segmento sobre el eje principal. 


li NOMPLO 21.5. Obtener una expresión para el aumento producido por un^ super** 
ftote esfćrica refringente. 

Bolución: Este problema es similar al del ejemplo 21,2. Teniendo en cuenta la 
ta. 21.11, en la cual AB es un objęto y ab su imagen (virtual), tenemos que M — 
m ab!AB. Tenemos tambien 


tge r - 


y por lo tanto 


p tg 0i 


q sen 0 r 
p sen 0* 


don do la ultima aproximación es valida 
llompre que los angulos sean pequenos 
y sc puedan reemplazar tangentes por 
leuos. Entonces, empleando la ley de 
Snęli n t sen 0{ = n 2 sen 0r, tenemos 


(n 2 ) 

WM / 


MJKMPLO 21.6 . Una superficie cóncava 

CUyo radio es 0,50 m separa un medio Fig. 21-11. Aumento por refracción. 
de Indlce de refracción 1,20 de otro cu- 
yo indlce es 1,60. Se coloca un objęto 

en el priiner medio a 0,80 m de la superficie. Determinar las distancias focales, 
la posición de la imagen y el aumento. 

Bolución: En este caso r = + 0,50 m, n x = 1,20 yn 2 = 1,60. Por lo tanto, empleando 
Im OCR, (21.11) y (21.12), obtenemos 


1.50 m, 


== 2,00 m. 


151 slttt orna cs entonces divergente. Usando la ec. (21.10) encontramos que 

i«SL = U 0 - 1 2 60 _ 9=+0>69m . 

0,80 q 0,50 V ’ 


KI Hlguo posllivo Indica que la imagen es virtual. Para el aurncnlo usamos el resul~ 
Udo doi ojompio 21.5, 

M = - 1 ’——0,05. 

1,00 X 0,80 

Como M ch posiLlyo, la imagen es tu credu, cslo es, tlono la mlsinu oricnladón quo 
el /ohjclo. 
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Una lente es un medio transparente limitado por dos superficies curvas (general- 
mente esfśricas), aunąue una de las caras de la lente puede ser piana. Por lo 
tanto, una onda incidente sufre dos refracciones al pasar a traves de la lente. 
Para simplificar supongamos que a ambos lados de la lente el medio es el mismo 
y que su indice de refracción es la unidad (como el aire), mientras que el indice 
de refracción de la lente es n. Ademós sólo consideraremos lentes delgadas, es 
dedr, lentes cuyo espesor es muy pequeno comparado eon los radios. 

El eje principal es ahora la recta determinada por los dos centros C x y C 2 (fi¬ 
gura 21-12). Consideremos el rayo incidente PA que pasa por P. En la primera 
•uperflcie el rayo incidente se refracta segun el rayo AB . Si se lo prolongara, 
el rayo AB pasaria por Q', que es por lo tanto la imagen de P producida por la 
primera superficie refringente. La distancia q f de Q ' a O x se obtiene por medio de 
la ec. (21.10), es decir 



(21.15) 


El rayo sufre en B una segunda refracción saliendo como rayo BQ. Decimos 
entonces que Q es la imagen finał de P producida por el sistema de dos super- 
fleies refringentes que constituye la lente. Ahora bien, para la refracción en B 
el objęto (virtual) es Q' y la imagen es Q a una distancia q de la lente. Por lo tanto, 
aplicando nuevamente la ec. (21.10) eon q f en vez de p, tenemos 


n 

V 


1 

<ł 



(21.16) 


Nótese que estó invertido el orden de los indices de refracción porque el rayo 
pasa de la lente al aire. En rigor, las distancias que aparecen en las ecs. (21.15) 
y (21.16) se deben medir desde O x y desde 0 2 respectivamente, por lo que en la 



Fif, Camlno de un rayo a tra- 

v6t de una lente delgada. 



Fig. 21-18. GenLro ópllco dc una lento. 



Lentes 


Ui) 


SM 


|0» (21-16) deberiamos escribir q' + t en vez de q\ donde ł = 0 2 0 x es el cspesor 
li la lente. Pero como la lente es muy delgada podemos despreciar /, lo cual es 
m*lvalente a medir todas las distancias desde un origen comun O. Combinando 
ki ces. (21.15) y (21.16) para eliminar q\ encontramos que 


£ 

P 





(21.17) 


gue es la formula de Descarłes para una lente delgada . 

El punto O en la fig. 21-12 se elige de modo que coincida eon el centro ópŁico 
do lii lente. El centro óptico es un punto definido en forma tal que cualquicr 
fayo que pasa por el emerge en dirección paralela a la del rayo incidente. Para 
ver que tal punto existe consideremos, en la lente de la fig. 21-13, dos radios 
paralelos C X A X y C 2 A 2 . Los correspondientes planos tangentes T x y T 2 tambien 
lott paralelos. Para el rayo R X A X , cuya dirección es tal que el rayo refractado es 
A\A V el rayo emergente AJR 2 es paralelo a A X R V Por la semejanza de los trian- 
gulos C x A x O y C 2 A 2 0, vemos que la posición del punto O es tal que 

C x O _ C X A X ==: _h 
OC 2 A 2 C 2 r 2 

por lo que es independiente del rayo particular elegido. En consecuencia todos los 
rayos incidentes cuyo rayo interno pasa por el punto O emergen sin desviación 

ingular. 

Como en el caso de una sola superficie refringente, el foco objęto F 0 , o primer 
punto focal de una lente, es la posición del objęto para la cual los rayos emergen 
parulelamente al eje principal ( q = oo) despues de atravesar la lente. La distan- 
dn de jP 0 a la lente se denomina distancia focal objęto y se designa eon f. Luego, 
ponieudo p = f y q = oo en la ec. (21.17), obtenemos para la distancia focal 
objęto 

4 = («-l) (---)> (21.18) 

/ \ r 2 T 1 / 

que sc suele llamar ecuación del construccior de lentes. Combinando las ecs. (21.15) 
y 21.18). tenemos 



Kuta expresión tiene la ventaja de que, si deterrninamos f experimentaInuMife, 
podemos usar una lente sin necesidad de conocer su indice de refracción o sus 
radios. 

Para un rayo incidente paralelo al eje principal (p — oo), r\ rayo ine.ideule 

pasu por un punto Ij que tiene q . f y s<^ denomina foco imagen o segundo 

punto focal. Por lo tanio, los dos focos de una lente delgada esfón simótrieamenie 
tibleadoH a ambon lados de la misma. Si /‘es positiva, la lente si k llama cołwcnjentr 
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(a) 



FIk. 21-14. Rayos priucipales para lentes (a) convergentes y (b) divergentes. 


y al es negativa, diuergente . Las convenciones de signos son las mismas que se 
dieron en la tabla 21-2 para una superficie esferica refringente. 

A los fines del trazado de rayos, podemos representar una lente delgada me¬ 
dianie un piano perpendicular al eje principal y que pasa por O . La fig* 21-14 
muestra la construcción de los rayos principales para una lente convergente y 
para una divergente; en la fig. 21-15 se han usado estos rayos para construir 
la imagen de un objęto en dos casos. 

Tambien aqui la teoria que hemos desarrollado es correcta en tanto los rayos 
tengan una inclinación muy pequena, de modo que la aberración esferica sea 
despreciable. Para lentes de gran diametro, la imagen de un punto no es un punto 
sino un segmento del eje principal. En particular, los rayos incidentes paralelos 
al eje principal se interceptan en puntos diferentes cuya posición depende de la 
distancia de los rayos al eje. La aberración esferica se mide entonces por la dife- 
rencia f' — f entre la distancia focal para un rayo marginal y la de un rayo axial 
(«g. 21.16). Los rayos refractados se interceptan sobre una superficie cónica lla- 
mada cdusłica de refracción. 

BJKMPLO 21.7. Obtener una expresión para el aumento producido por una lente. 

Soluofón; Como antes, se define el aumento por M = ab/AB. Pero en la fig. 21-17 
tenemos, si O es el centro óptico de la lente, que tg a = AB/OA y tg a = ab/Oa. 



• 1,0 


Lentes S01 




AlKlbas relaciones son algebraicamente correctas, o sea en valor absoluto y en signo. 
Por lo tanto ab/AB = OajOA , por lo que 

M = qjp. 

Kuta relación se podria haber obtenido usando el resultado del ejemplo 21.5 corres- 
pnndiente a una superficie esfćrica refringente, ya que, de acuerdo eon la fig- 21-12, 
ttl ftumento producido por la refracción en la prijnerą superficie es M x «= q'/np y el 
AURiento producido por la refracción, en la segunda superficie es M 2 = nqjq\ Por 
lo tanto el aumento total es 

M = M x M 2 = x -- = S-. 

~ np q p 

M JEM PLO 21.8 . Una lente esferica tiene dos superficies convexas de radios 0,80 m 
y 1,20 m. Su Indice de refracción esn = 1,50. Calcular su distancia focal y la posi- 
Oión de la Iraagen de un punto situado a 2,00 m. de la lente. 

0elwo iónt De acuerdo eon las convenciones de signos de la tabla 21-2, debemos escrl- 
blr T| « OjCi = — 0,80 m y r 2 = + 1,20 m, ya que (fig. 21-12) la primera super- 
floie aparece convexa y la segunda cóncava yistas desde el lado del objęto quc so 
•neuentra a la derecha. Por lo tanto 

I -«•“ -»(ik- 


~o.J 6 
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El hecho de que / sea positivo indica que se trata de una lente convergente. Para 
obtener la posición de la imagen empleamos la ec. (21.19) eon p = 2,00 m y el valor 
de / obtenido, lo cual da 


_1 _ 1 _ 1 

2,00 q ” 0,96 


ó q = — 1,81 m, 


El signo negativo de q indica que la imagen es real y esta por lo tanto a la iząuierda 
de la lente. Finalmente, el aumento es 


M = q/p == — 0,905. 


En vlsta del signo negatiyo, la imagen debe estar invertida y, como M es menor 
que la unidad, tambićn sera ligeramente menor que el objęto. 





BJEMPLO 21.9 , Determinar las posiciones de los focos de un sistema de dos lentes 
delgadas separadas por una distancia t. 

Soiución; El sistema de lentes delgadas ilustrado en la fig. 21-18 muestra en (a) 
el camłno seguido por un rayo que pasa por el punto P. La imagen de P produclda 
por la primera lente es Q\ Llamemos p a la distancia del objęto a la primera “lente* 
La poslción de Q' se determina entonces por 

1 1 ^ 1 

p q' h ’ 
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'II punto Q' hace las veces de objęto para la segunda lente, la cual produce unu 
IJmagen finał en Q. Como la distancia de Q' a la segunda lente es ą ' -f t , tencmos 

que 

i i ^ j_ 

q' + t q / 2 ’ 


tfonde ą es la distancia de la imagen finał a la segunda lente. Este sistema de ecua~ 
Olones nos permite obtener la posición de la imagen correspondiente a cualąuier 
pOllción del objęto. 

El foco objęto Fo (fig. 21-18b) del sistema de lentes es la posición del objęto para 
li cual la imagen Q esta en el infinito (q — oo). Llamando p(F 0 ) a la distancia dc 
F# a la primera lente, tenemos segun la segunda relación que q ' = / 2 — t; sustitu- 
yando este valor en la primera relación se obtiene 


p(Fo) = 


tjh — t) 

fi + li — t* 


Anólogamente, para obtener la posición q(Ft ) del foco imagen Fi (fig. 21-18c), 
htcemos p =* oo, resultando 

q(Ft) = -- / 2 x r°, - 

li “r /2 ' 1 

Un caso importante es cuando las lentes estan en contacto por lo que se puede 
dcipreciar t, Entonces la ecuación que relaęiona q' y q se convierte en 

J_1_ = J_ 

q ' * /. ’ 

U cual, combinada eon la primera ecuación, da 

_i_L = JL . JL 

P 1 U U' 

E*tc resultado muestra que un sistema de dos lentes delgadas en contacto es equi- 
yalente a una sola lente de distancia focal dada por 



Se puede obtener el mismo resultado haciendo t — 0 en la expresión de p(F 0 ). 


JM .5 Instrumentos ópticos 

KI trazado de rayos en sistemas de lentes y espejos es particularmente importante 
para el diseńo de instrumentos ópticos. Estudiaremos dos de los mós importantes; 
el microscopio y el telescopio. 

(a) KI microscopio . Un microscopio es un sistema de lentes que produce una 
Imagen virtual aumentada de un peąueno objęto. El microscopio mós simple 
a* una lente coiwergente, llamada comunmcnte lupa . EJ objęto AB (fig. 21-10) 
10 eoloca entre la lenie, y el foco F 0 de modo que la imagen es virtual y estii a una 
distancia q igunl a la (listauciu minima 8 de visión nitulii que, para una persona 
normal, es de alrededor de 2f> cm. Como p es casi igual a f, eHpoeiulmouto si f 
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es muy peąuefla, podemos escribir para el aumento 

Af * -L (21.20) 

P f 

El microscopio compuesto es mas elaborado (fig. 21-20). Consiste en dos lentes 
convergentes de peąueńa distancia focal, llamadas el objetiuo y el ocular . La dis- 
tancia focal f del objetivo es mucho menor que la distancia focal f' del ocular. 
Tanto f como f* son mucho menores que la distancia entre el objetivo y el ocular. 
El objęto AB se coloca a una distancia del objetivo ligeramente mayor que f . 
El objetivo forma una primera imagen real a'b' que hace de objęto para el ocular. 
La imagen a'b' debe estar a una distancia del ocular ligeramente menor que /*'. 
La imagen finał ab es virtual, invertida y mucho mayor que el objęto. El objęto AB 


a 
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M coloca de manera tal que ab este a una distancia del ocular igual a la distancia 
minima 8 de visión nitida (alrededor de 25 cm). Esta condición se obtiene mediante 
|| operación de enfoque, que consiste en mover todo el microscopio respecto al 
Objęto. El aumento debido al objetiyo es 


M 0 = 


a'b' 

AB 


L 



y ol debido al ocular es 


M b 


ab 

W 



Por lo tanto el aumento total es 


M = MqMe 


ab 

AB 



( 21 . 21 ) 


Bn los microscopios, L es practicamente igual a la distancia entre el objetivo 
y el ocular. 

KI aumento util de un microscopio esta limitado por su poder resolvente , es 
declr, la distancia minima entre dos puntos del objęto que se pueden distinguir 



en In imagen. El poder resolvente esta a su vez determinado por la difracción en 
il objntivo. Un cślculo detallado que no se dara aqui, da para el poder resolvente 


R » 


X 

2n sen 0 


( 21 . 22 ) 


donde X es la longitud de onda, n el indice de refracción del medio en el cual el 
objęto estó sumergido y 6 es el angulo que un rayo marginał forma eon el eje 
del microscopio. En generał 2 n sen 0 vale alrededor de tres, por lo que R » ^x. 
Kor otrą parte, cl poder resolvente del oj o es alrededor de 10- 2 cm para un objęto 
nłtnmło a unos 25 cm (fig. 21-21). En eonsecucneia, d aumento uLil mńxiino es 
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Por ejemplo, para la luz eon X = 5 X 10~ 7 m, que eorresponde aproximadamente 
al centro del espectro visible, M es alrededor de 600. Se puede mejorar el aumento 
eon radiación de longitud de onda mas corta, pero entonces puede estar fuera 
del espectro visible. 

(b) El telescopio . Otro instrumento óptico importante es el telescopio, utili- 
zado para observar objetos muy distantes. En el telescopio de refracción , el objetivo 
(flg. 21-22) es una lente convergente de distancia focal f muy grandę, a veces de 
varios metros. Como el objęto AB es muy distante, su imagen a'b' producida 
por el objetivo, esta en su foco F 0 , Solo hemos indicado los rayos centrales Bb' 
y Aa' ya que es todo lo que necesitamos porąue conocemos la posición de la imagen. 



Fig* 21-22* Trazado de rayos en un telescopio de refracción. 


El ocular tambien es una lente convergente pero de distancia focal f f mucho 
menor. Se coloca de forma tal que la imagen intermedia a'b' este entre O' y F' 0 
y la imagen finał ab este a la distancia minima de visión nitida. El enfoque se 
realiza moviendo el ocular solamente, ya que nada se gana en este caso moviendo 
el objetivo. 

El aumento producido por este instrumento no es lineal porque la imagen es 
ilempre menor que el objęto. En su lugar, se define un aumento angular, es decir 
el cociente entre el angulo p subtendido por la imagen y el angulo a subtendido 
por el objęto. En fórmulas 

M - p/au (21.23) 

A causa de la proximidad de la imagen, el óngulo p es mucho mayor que a, siendo 
esto lo que crea la sensación de aumento. De aeuerdo eon la figura y teniendo en 
euenta que los śngulos a y p son pequeńos, podemos escribir 


tg « 


a'b'_ 

i 


a’b’ 

T' 


P « tg p 




91.6) 


El prisma 867 


{ orąue la distancia de a'b' a O' es practicamente f. Sustituyendo en la ec. (21.23), 

tnemos 

M =flf'- (21.24) 

Sn consecuencia, para obtener un gran aumento, la distancia focal del objetivo 
dcbe ser muy grandę y la del oeular muy pequena. Practicamente, la longitud 
del instrumento esta determinada por la distancia focal f del objetivo. 

El aumento del telescopio astronómico esta limitado por el poder resolvente del 
Objetivo y el del ojo del observador. Para un objetivo cuyo diametro es D , el po¬ 
der resolvente (es decir el minimo angulo subtendido por dos puntos del objęto 
qu t se pueden distinguir en la imagen a'b') es, como se mostrara en la ec. (23.12), 

a « 1,22 (21.25) 

Por otrą parte, el poder resolvente del ojo (fig. 21-21) es, expresado en función 
de un óngulo, 

10~ 2 cm . ___ 

P =-— = 4 x 10-* rad = 1,36". 

25 cm 


Por lo tanto el aumento util maximo de un telescopio es 


M 


4 x 10 ~*D 
h22\ 


3,3 x 10- 1 —. 

X 


(21.26) 


Un aumento mayor significa, bien un valor menor de a, que implica menor detalle 
en la imagen, bien un valor mayor de p, lo cual esencialmente no revela nuevos 
detalles en la imagen fmal ab pues los mismos no estaban en la imagen intermedia 
a*b\ Por ejemplo, para luz de x — 5 X 10“ 7 m tenemos M & 660D, donde D 
estń en nietros. En consecuencia, podemos increnientar el aumento incrementando 
el dińmetro D del objetivo. Por ejemplo, en el telescopio de Yerkes, que es el 
mayor telescopio de refracción, D es de alrededor de 1 m resultando un aumento 
de alrededor de 660 y un poder resolvente de 10~ 2 segundos de arco. 

En el telescopio de reflexión , el objetivo es un espejo parabólico cóncavo que 
forma en un foco una imagen librę de aberración esferica. El mayor telescopio 
do reilexión es el de Mount Palomar. Tiene un diametro de cerca de 5 m y un 
aumento del orden de 3500. 

Los instrumentos ópticos son mucho mas complicados que la versión simpli- 
flcuda que hemos presentado, principalmente por la necesidad de producir uua 
linngen tan desprovista de aberraciones como sea posible. Por esa razón los oou- 
lures estńn compuestos de varias lentes y los objetivos de microscopio son sistemas 
do lentes muy complejos. 


21M lii prisma 

Un [triHinii es un rnedio limitado por dos supeiTu-ies planns (jue forman un Angulo A 
(lig. 21.2 3). Suponemos (pic el medio tiene un indice de refracción // y <|ur eslń 
rod<uulo de un medio cuyo indice de refracción ch ln tmidnd, por ejemplo el nim. 
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Un rayo incidente tal como PQ sufre dos refracciones y emerge desviado un an- 
gulo $ respecto a la dirección incidente. Se puede ver facilmente en la figura que 

valen las siguientes relaciones: 

sen i — n sen r, (21.27) 
sen V = n sen r', (21.28) 
r + r'=A, (21.29) 

8 = i + i' — A. (21.30) 

La primera y segunda ecuaciones son 
simplemente la ley de Snęli aplicada a 
las refracciones en Q y en R . La tercera 
se obtiene usando el triangulo QTR y la 
cuarta usando el triangulo QRU . Las tres primeras ecuaciones sirven para 
trazar el rayo y la cuarta nos permite hallar ła desviación. 

Hay un rayo particular para el cual la desviación es minima; se obtiene ha- 
ciendo d8/di — 0. De la ec. (21.30) obtenemos 



Fig. 21-23. Ca mi no de un rayo a tra- 
vćs de un prisma. 


dS 

di 


- 1 


di 

~di 


y para que dS/di = 0 debemos tener 


dr 

di 


== — 1 . 


(21.31) 


De las ecs. (21.28) y (21.29) tenemos 


cos i di = n cos r dr, cos V dV ~ n cos r* dr', dr = — dr'. 
En consecuencia 


di f __ cos i cos r' 
di cos V cos r * 


(21.32) 


Como los cuatro angulos i, r, i' y r' son menores que y satisfacen las condi- 
cioncs simćtricas (21.27) y (21.28), se pueden satisfacer simultaneamente las 
ecs. (21.31) y (21.32) solamente si i = V y r = r', para lo cual debe ser 

i = ^(Sniia "L ^)» r “ iA 9 (21.33) 

donde 8 m j n es el valor de la desviación minima. Notese que en este caso el camino 
del rayo es siinetrico respecto a las dos caras del prisma. Introduciendo la ec. (21.33) 
en la ec. (21.27) obtenemos 


sen ^(8 m i n + A) 
sen \A 


(21.34) 


que es ima fórmula conveniente para medir el indice de refraeción de tum sus- 
timcin hallu nrio 8 m m experinientalmenLe en un ]>risina de ringu lo /l eouoeido. 
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flUnndo u na onda se refracta en un medio dispersivo cuyo indice de refraceión 
dipende de la frecuencia (o de la longitud de onda), el angulo de refraceión tam- 
feldn dependera de la frecuencia o longitud de onda. Si la onda incidente, en vez 
ii ler urmónica (o monocromatica) se compone de varias frecuencias o Iongitudes 
|| onda superpuestas, cada longitud de onda componente se refractara segim 
MTI Angulo diferente; este fenómeno se denomina dispersión . (En la sección 19.lH 
jntrodujimos el tema de la dispersión de ondas en la materia.) 



Wir. SM-24. Dispersión cuando la luz 
p*ILR u trayśs de una płaca de caras 

pirulelas. 



Fig. 21-25. Dispersión cuando la luz 
pasa a traves de un prisma. 


Iłeeordamos al estudiante que los colores estón asociados eon intervalos de 
Iongitudes de onda. Por lo tanto la luz blanca se descompone en colores cuando 
M refracta al pasar del aire a otrą sustancia como el agua o el vidrio. En uii pe- 
dtt/o de vidrio en forma de płaca de caras paralelas, los rayos emergentes son 
pflrnielos, y los diferentes colores se superponen nuevamente (fig. 21-24) y no se 



Wir. IM-20. Hsipiomn del espeelnmcopio de prlsinn. 
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observa dispersión excepto en el borde mismo de ła imagen. Aun asi, este efecto 
no es notable normalmente. 

Pero si la luz pasa a traves de un prisma (fig. 21-25), los rayos emergentes no 
son paralelos para los diferentes colores y la dispersión es mas notable, especial- 
mente en los bordes. De ahi que los prismas se usen extensivamente para analizar 
la luz en los instrumentos llamados espectroscopios . En la fig. 21-26 se ilustra 
un tipo simple de espectroscopio. La lente L transforma en rayos paralelos la 
luz emitida por una fuente 5 y limitada por una rendija. Despues de dispersados 
por el prisma, los rayos correspondientes a los diferentes colores pasan por otrą 
lente £/. Como todos los rayos del mismo color (misma longitud de onda) son para¬ 
lelos, se enfocan en el mismo punto de la pantalla. Pero los rayos que difieren 
en color (o longitud de onda) no son paralelos, por lo que colores diferentes son 
enfocados en puntos diferentes de la pantalla. Los diferentes colores o longitudes 
de onda emitidos por la fuente S aparecen desplegados en la pantalla formando 
ło que se denomina el espedro de la luz proveniente de S. Si la desviación 8 varia 
rdpidamente eon la longitud de onda X, los colores aparecen muy espaciados en la 
pantalla. Para cada longitud de onda aparece sobre la pantalla una linea que es 
la imagen de la rendija. 

Se define la dispersión de un prisma por 


d 8 d8 dn 
dx dn dx 


(21.35) 


El factor dS/dn depende fundamentalmente de la geometria del sistema, mientras 
que el factor dn/dx depende del materiał de que esta compuesto el prisma, Deri- 
vando las ecs. (21.27) a (21.30) eon respecto al indice de refracción n encontramos 
que 

a i dr 

0 = sen r + n cos r -, 

dn 

u dV , dr' 

cos i - = sen r + n cos r -, 

dn dn 


dr 


dn 

d8 

di' 

dn 

dn 


Si combinamos estos cuatro resultados y utilizamos la ec, (21.29), obtenemos 

flnalmente 

d 8 di' __ sen A 

dn dn cos i' cos r 

Si se orienta el prisma para obtener desviación promedio minima, tenemos 

d8 _ 2sen^A 
dn COS i(Stnin + A) 
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U •fltfttndo factor dn/dx en la ec. (21.35) depende de la naturaleza de las ondas 

Ł ltel medio. Para las ondas electromagneticas en generał y para la luz en particu- 
T t U na expresión aproximada y satisfactoria para el indice de refracción en fun- 
liAti di la longitud de onda esta dada por la formula de Cauchy, 


n = A + 


(21.36) 


dotirir Ay B son constantes caracteristicas de cada sustancia (ver el ejemplo 21.10), 
Bn l« fig* 21.27 se muestra la variación de n eon X para diversos materiales trans- 
parrute# en la region óptica. De la ec. (21.36) obtenemos 


La dinpersión en un prisma es entonces 


C-iŁ 

il 


2 sen \A 

COS ^(^min + A) 


(-*)■ 


(21.37) 


BI Mgno negativo significa que la desvia~ 
clóu disminuye cuando la longitud de onda 
ftumenta, de modo que el rojo se desvia 
tTUWOI que el violeta. 

Ki UCMPLO 21,10. Justificación de la fórmu- 
la de Cauchy. 



idrio llint de silicato 



Amarillo Rojo 


Longitud de onda x 10 7 


la di Cauchy. Fig. 21-27. Yariación del indice de 

refracción eon la longitud de onda 
*uimiónt En la ec. (19.58) obtuvimos una en la región visible, para algunos 
•Jipreiión que da el indice de refracción en materiales. 
fumdón de la frecuencia de las ondas elec- 
ironiagnćticas y las frecuencias caracteristi- 

4W« de la sustancia. Suponiendo para simpliflear que hay una sola frecuencia atómi- 
tw y que o w 0 , obtenemos 


n 2 = 1 + 


€ 0 m(o>o — to 2 ) 


Ue modo que, usando el desarrollo binomial (M.28), obtenemos 


n=(l 


N£ y /» 

-<rt a ) / 


Ne a 

Ne" 

2i^nu| 


■(*- 5 r 

(•' 5 )- 


2co 777 ( tó o — o* 2 ) 
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Y, como o = 2nc/X, tenemos 

n = A + —, 

X 2 

donde 

, . , Ne 2 _ 2n i c*Ne z 

A = 1 + -r-r y B . 

2e 0 mtoj t o mc °o 

Sugerimos que el estudiante determine el orden de magnitud de A y de B. 

21.8 Aberración cromatica 

Cuando luz compuesta de varias longitudes de onda (tal como la luz blanca) 
pasa a traves de una lente, sufre dispersión y los bordes de la imagen producida 
por la lente aparecen coloreados. Este efecto se denomina aberración cromatica . 
Es fdcil comprender el origen de este efecto si nos damos cuenta que una lente 
es equivalente a dos prismas unidos por sus bases (para una lente convergente) 
o por sus vertices (para una lente divergente). 

Una lente tiene un foco para cada color o longitud de onda. Esto se ve en la 
ec. (21,28), ya que f esta determinado por el indice de refracción n y este depende 
de la longitud de onda. Para sustancias transparentes cuyo indice de refracción 
disminuye al aumentar la longitud de onda en la region visible (ver fig, 21-27), 
el violeta tiene una distancia focal mas corta que el rojo. En la fig. 21-28 se muestra 



Fig. Sl-28. Aberración cromatica en lentes, (a) Lente convergente y (b) divergente. 

la aberración cromótica de una lente convergente y de una divergente para tal 
tipo de materiał. 

Se define la aberración cromótica de una lente por la diferencia f c ~ f F entre 
las distancias focales correspondientes a las longitudes de onda 6,563 X 10~ 7 m 
y 4,862 X 10~ 7 m, emitidas por el hidrógeno y que se denominan lineas C y F 
de Fraunhofer. Luego, empleando la ec. (21.18), tenemos 



12 . 6 ) 

Jf por lo tanto 
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-7 - 7- = (/»F — nc) (—-—) • (21.38) 

fp fc \ r 2 r, / 

Ahora bien, la linea D de Fraunhofer, eon longitud de onda 5,890 x 10~ 7 m, 
OOirtesponde aproximadamente al indice de refracción medio, que se designa 
OOn n& Luego 



Utilizando la expresión anterior, podemos eliminar la dependencia de los radios 
de la lente en la ec. (21.38) y escribir 

1 l np — fic 1 

fp fc — 1 /b 

Pero se puede escribir el segundo miembro en la forma 

fc —f* „ fc —fp 
fcf* ~ fŁ 9 

ya que fcfp & aproximadamente. Por lo tanto la aberración cromatica lon- 
gitudinal de la lente es 


d = fc — fF = 


n F — n c 
rijy — 1 


fo- 


(21.39) 


TABLA 21-8 Indiees de refracción y poder dispersiyo 


Linea de Fraunhofer 

G 

D 

F 

Poder 

dispersiyo, co 

Longitud de 
onda x 10 7 (m) 

6,563 

5,890 

4,862 

vidrio “crown” 

1,514 

1,517 

1,524 

0,0193 

vidrio “flint” 

1,622 

1,627 

1,639 

0,0271 

alcohol 

1,361 

1,363 

1,367 

0,0165 

benceno 

1,497 

1,503 

1,514 

0,0338 

agua 

1,332 

1,334 

1,338 

0,0180 


La cantidad 


fc —/f = BF — 

fo I*D — 1 


(21.40) 


•e denomina poder dispersiuo del materiał. La tabla 21-3 da los Indiees de refrac¬ 
ción de algunos inatemles transparentea para las liueas C, 1) y K de Fraunhofer. 
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El tipo de aberración cromótica que hemos estudiado hasta ahora para las 
lentes se denomina longitudinal porąue se mide a lo largo del eje principal. Hay 
tambićn una aberración cromatica transversaL Consideremos un objęto AB frente 
a una lente L (fig. 21-29). A menos que la luz proveniente del objęto sea mono- 
cromótica, habró dispersión al pasar por la lente y en vez de una imagen, se for- 
maró una serie de imagenes de diferente tamano, una para cada longitud de onda 
o color. La figura muestra solo las imagenes extremas, correspondientes ahrojo 



versal en una lente. 


y al violeta, y su separación estó muy exagerada. Es por esta dispersión lateral 
que los bordes de la imagen apareceran coloreados. Se puede expresar la aberra- 
ción cromótica transversal en función de los aumentos diferentes para las lineas 
CyF, 

EJRMPLO 21.11 . Estudio de sistemas acromaticos. 

Solución: Se puede reducir y aun eliminar la aberración cromatica combinando len¬ 
tes de materiales diferentes en lo que se denomina sisłema acromdtico . Para ver 
cómo se puede hacer esto, supongamos que tenemos el sistema de lentes de la fig. 21-30 
donde, por ejemplo, la lente L esta hecha de vidrio “crown^ y la lente L' de vidrio 
Llamemos / y /' a sus respectivas distancias focales, y wy w' a sus respec- 
tlvos poderes dispersivos. La lente L tendria la aberración cromatica indicada por 
el segmento VR . Pero si se disena la lente divergente U en forma apropiada, los 
rayos correspondientes a todas las longitudes de onda se enfocaran en F . Para 


U L 



Fig. 81-80. Sistema acromótico de lentes. 
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f»r CÓItlo se hace esto, recordemos del ejemplo 21.9 que para cada longitud de ondu 

= 11,1 

Fc /c /ć ’ Ff / f + /jEr ’ 

duiule Fc y Ff son las correspondientes distancias focales de la combinación de 
IŚnlm. Luego, restando estas dós ecuaciones y recordando que FcFf k Fb, etc., 

Unemos 

Fc — Ff _ fc — /f /£ — /f _ <■> co' 

Fb M /iS a ~ h fb ‘ 

Plru que no haya aberración cromatica longitudinal debemos tener Fc — Fd = 0, 

de modo que 


ta 


+ 



** 0 . 


(21.41) 


Gonio 01 y ta' son positivos, concluimos que /d y /d tienen signos opuestos. Por lo 
UntO una lente es convergente y la otrą debe ser divergente. 


BJtMPLO 21.12, Diseńar una lente acromatica de 0,350 m de distancia focal 
y hecha de dos lentes: una de yidrio crown y la otrą de vidrio flint 


Ęahwión: Segun los datos de la tabla 21-3, el po der dispersivo del vidrio crown cs 
0,0103 y el del vidrio flint 0,0271. En consecuencia, la condición de acromaticidad 
Impuesta por la ec. (21.14) se expresa por 


0,0193 0,0271 

h U 


= o 



—1,402. 


Utlllzando el resultado del ejemplo 21.9 eon F — -f 0,35 m, se impone la segunda 

condición 


h + U 0,350 • 

COmblnando estas dos ecuaciones, obtenemos 

U « + 0,1007 m, f 2 ** — 0,1414 m. 

Por lo tanto la lente de crown es conyergente y la de flint divergente. Suponiendo 
fUQ el sistema es planoconvexo, correspondiendo la cara piana a la lente de flint 
y empleando la ec. (21,18) eon el valor no para el indice de refracción, tenemos 
<[Ue el radio de la cara comun a las dos lentes es 0,089 m y que el radio de la otrą 
cara de la lente de crown es 0,126 m. 


91.9 Principio de Fermat del tiempo estacionario 

En eftto capitulo y en los precedentes hemos basado nuestro estudio de la reflexión 
y de la refracción, bien en el teorema de Malus, hien cn las condiciones de contorno 
•n lus fluperlicies de separación entre los dos medios. En la geometria de ondas, 
por otro lado, hay un tercer principio, no relacionado dinsctaniento eon Ioh otron 
doi, quo da el curnino dc un ruyo en un modio no homogćneo, Fuc sugerido por 
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(; 21.9 


el matcmśtieo frances Pierre de Fermat (1601-1665). El principio de Fermat se 
puede enuneiar en la siguiente forma: 

Al pasar de un punto a ołro , el rayo elige el camino para el cual el 

tiempo de propagación es minimo , 

Consideremos, por ejemplo, un medio estratificado como el estudiado en la sec- 
ción 20.13. El camino real, que se calcula utilizando la ec. (20.32), esta represen- 
tado por la linea (1) en la fig. 21-31 (a). La linea (2) representa otro camino arbi- 
trario. No es un camino fisico porque no se satisfacć la ley de Snęli en el limite 
entre dos superficies. Podemos calcular los tiempos necesarios para que el rayo 
de luz recorra el camino fisico (1) y el camino arbitrario (2) si conocemos la lon- 



Flg. 21-81. Gomparación entre el camino fisico de la luz entre dos puntos y un 
camino cercano pero no fisico. 

gltud de cada segmento de camino y la velocidad de propagación en cada medio. 
El principio de Fermat exige que el tiempo de recorrido del camino fisico sea 
menor que el tiempo necesario para recorrer cualquier camino vecino arbitrario 
y no fisico, es decir que t x < Si en vez de un medio estratificado tenemos un 
medio no homogeneo (fig. 21-31 b) en el cual (1) es el camino fisico real del rayo 
y (2) cs un camino ,vecino arbitrario y no fisico, el principio de Fermat exige 
que ty < t v 

Es evidente que el tiempo necesario para que el rayo vaya de A a B a lo largo 
de un camino es función de dicho camino, es decir que Iab = /'(camino). Este es 
un nuevo tipo de dependencia funcional, en el sentido de que las variahles en la 
función f no son las coordenadas de un punto, sino los parametros que definen 
un camino que une A y J3. La condición de que Iab sea minimo se puede enunciar 
dlciendo que dtAB *= 0 para una pequeila variación de los valores de los para- 
metroB correspondientes al camino fisico. Una tecnica matemśtica especial cono- 
cida como cólculo de variaciones nos permite hallar los valores de los parómetros 
del camino que satisfacen dt A n = 0 y de esta forma podemos determinar el camino 
del rayo. 

No cntraremos en mds detałles acerca de cómo se puede usar el principio dc 
Fermat para trazar el camino de un rayo en un medio no homogćrieo, sino que 
iólo veriflęaremos que este principio es compatiblc eon la ley de Snęli, (^onsidere- 
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MM) 


Bios la fig. 21-32, en la cual la superficie S separa dos medios de indices de refrac- 
Clón y n 2 . Un rayo que viaja de A a C sigue el camino ABC , Recordaiulo, 
•C. (19.56), que v = c/n, el tiempo necesario para que la luz recorra este camino cs 

< = — + — = — (n^! + n 2 rj. 

V 1 l?2 C 

El principio de Fermat exige que 


dt = — ( n i dr i + n 2 (21.42) 

donde dt es el incremento de t para caminos yecinos tales como el AB'C , que 
produce los correspondientes incrementos dr t y dr 2 en r x y r 2 respectiyamente. 


Ahora bien, teniendo en cuenta que 
r* = r-r tenemos que r dr = r*dr o 
tea dr = (r/r) • dr — u* dr, donde 
U = r/r es el versor en la dirección 
de r. Por lo tanto dr x = ii! • dr Ł y 

dr 2 == u 2 • dr 2 . Pero r x + r 2 = AB + 

■f BC = AC ~ const. Luego, dr x + 
+ dr z = 0, o sea dr 2 = — dr v de 
modo que dr 2 = — u 2 'dr v Entonces, 
la ec. (21.42) da (eliminando el fac- 
tor constante l/c) 

(niUi —n 2 U2)-dri = 0. 

(21.43) 



Ahora bien, el vector dr x esta, como se indica en la fig. 21-32, en el piano tan- 
gente a S en J3. Esto significa, conforme a la ec. (21.43), que el vector n x u x — n^ 
es paralelo a la normal m n a S en B , lo cual implica que el rayo incidente, el refrac- 
tado y la normal a la superficie son coplanares, que es la primera ley enunciada 
en la sección 20-4. Recordemos de la sección 3.9 que si dos vectores son paralelos 
su producto yectorial es cero, de modo que 


(n^j — n 2 u 2 ) x un = 0 ó n^ x % = n 2 u 2 x u (21.44) 

Como todos los vectores que aqui aparecen son unitarios, la ec. (21.44) implica 
(en módulo) que n x sen 6* — n 2 sen 0 r , que es la ley de Snęli, ec. (20.4). 


BJKMPIjO 21.13 . Usar el principio de Fermat para estudiar la reflcxión cn una 
superficie esfćrica. 

BolueMm SI ienomos ima fuente puntual P (fig. 21-33) trenie a una superficie ro- 
flectora y qu«remos produclr una imagen en Q, la forma <lo la suporfldo dobo ser 
tul qiui, conformo ul principio do Permu!., Indos los ruyos tnrd.cn el mlsmo tiempo 
en Ylujar dc P a Q. (Notur que esto tumbUhi lo cxlgo cl leorema cio Malus.) KI tiempo 
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necesarlo para que un rayo viaje a lo largo del eje prlncipal es 

( = -!(OP + OQ). 
c 

Para un rayo que incide sobre la superficie en A tenemos que 

«' = — (AP + AQ), 
c 


(21.45) 


(21.46) 


y debemos imponer que t = t\ al menos en el primer orden de aproximación. Ob- 
s6rvese que esto es imposible si la superficie es piana (tal como OY ) porąue si A 
estuviera sobre OY, siempre AP > OP y AQ > OQ, resultando V > t . Pero cur- 
vando la superficie, se puede ajustar tanto AP como AQ para que valga t *=s t\ 
Veamos si esto es posible eon una superficie esferica. La condición t = t' exige que 

AP + AQ = OP + OQ . (21.47) 

En el tri&ngulo ABP tenemos 

/i 3 _ AP 2 _ BP 2 ^ ( A p _ BP) ( A p + BP). 

Pero si A esta suflcientemente cerca de O, tenemos que AP es ligeramente mayor 
que OP y BP ligeramente menor. Luego, podemos escribir AP + BP = 20P = 2 p 
eon buena aproximacióń. En consecuencia 

AP 

Andlogamente, 

A Q 

Sustituyendo estas ecuaciones en la ec. (21.47), encontramos que 

( BP + w) + ( BQ + -w) - 0P + ° e 

0 soa 

= (OP — BP) + (OQ — BQ) = 2 OB. (21.48) 

Pero en el triangulo ABC tenemos que OB = fi 2 /2r, si despreciamos OB 3 frente 
a r 1 , lo cual es aceptable siempre que A este cerca de O (todos los rayos sean para- 


= BP + 


/t a 

2p 




/i 3 

2g 
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Klftles). Luego, sustituyendo en la ec. (21.48) y eliminando el factor cornun J/i a , 
Obtonemos 



Bita es la fórmula de Descartes que obtuvimos por un mćtodo diferente en la seo- 
Olón 21.2. 

El paso siguiente seria ver si, por medio de una superficie apropiada, pudieramos 
litisfaeer rigurosamente la ec. (21.47), por lo menos para un par de punto>s P y (>. 
Notemos que en este caso la ec. (21.47) seria equivalente a AP 4- AQ = consL. 
Bita es la ecuación de un elipsoidę de revolución cuyos focos estan en P y Q, como 
li Indica en la fig. 21-34; es la forma de la superficie reflectora para la cual la iniagen 
de P es rigurosamente Q (es decir que no hay aberración esferica para este par de 
puntos). Para to do otro punto hay aberración esferica cuya magnitud depcnde 
de la distancia del punto a los dos puntos elegidos. 
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Problemas 

21.1 Demostrar que cuando se rota 
un espejo piano en un angulo, el rayo 
reflejado rota un angulo dobie, es decir 
p m 2a en la fig. 21-35. 

21.2 Demostrar que si se desplaza un 
espejo piano paralelamente a si mismo 
una dlstancia x segtin la normal, la 
Imagen se mueve una distancia 2x. 



Figura 21-35 

21*3 Un espejo cóncavo tiene un radio 
de 1,00 m. Hałlar la posición de la 
tmagen de un objęto y el aumento si el 
Objęto estś a una distancia del espejo 
lgual a (a) 1,40 m, (b) 1,00 m, (c) 0,80 m, 
<d) 0,50 m y (e) 0,30 m, Considerar 
tambión un objęto virtual a una distan¬ 
cia de 0,60 m. 

21.4 Un espejo convexo tiene un radio 
de 1,00 m. Hallar la posición de la 
Imagen de un objęto y el aumento si la 
distancia del objęto al espejo es 0,60 m. 
Considerar tambien un objęto virtual 
i una distancia de (a) 0,20 m y (b) 
0,80 m. 

21.5 Determinar la distancia focal y la 
naturaleza de un espejo esferico si, a un 
Objęto colocado a 1,20 m del espejo co- 
rresponde una imagen (a) real y a 0,80 m 
del espejo, (b) yirtual y a 3,20 m del 
espejo, (c) Yirtual y a 0,60 m del espejo, 
(d) real y dos yeces mayor, (e) yirtual 
y dos veces mayor, (f) real y tres veces 
menor y (g) yirtual y tres yeces menor, 
21*6 Un espejo esfćrico cóncayo tiene 
un radio de 1,60 m. Hallar la posición 
del objęto si In imagen es (a) real y tres 
veoes mayor, (l>) real y tres vcccs menor 
y (c) yirtual y tres vcees mayor. Repe- 
tlr el mismo problemu para un espejo 
oonvexo* 


21.7 Un espejo cóncayo para afeitarse 
tiene una distancia focal de 15 cm. 
Hallar la distancia óptica de una per¬ 
sona al espejo si la distancia de yisión 
nitida es 25 cm. £Cual es el aumento? 

21.8 Un espejo cóncayo pro duce una 
imagen real inyertida tres yeces mayor 
que el objęto y a una distancia de 28 cm 
del objęto. Hallar la distancia focal del 
espejo. 

21.9 Guando un objęto inicialmente a 
60 cm de un espejo cóncayo se acerca 
10 cm a 61, la distancia entre el objęto 
y su imagen se hace cinco medios 
mayor. Determinar la distancia focal del 
espejo. 

21.10 Se deflne la aberración esferica 

de un espejo (esferico) como la diferen- 
cia entre la distancia focal f para un rayo 
cercano al eje del espejo y la distancia 
focal /' para un rayo cercano al borde. 
Demostrar que / — /' H 2 /2r, donde 

H es el radio de la base del espejo. 

21.11 Un espejo cóncayo tiene un radio 
de 10 cm. La base del espejo tiene un 
radio de 8 cm. Hallar la aberración 
esferica del espejo y comparar eon su 
distancia focal. 

21.12 Un objęto se acerca a un espejo 
i- esfórico eon yelocidad v. Hallar la velo- 

cidad de la imagen en función de la dis¬ 
tancia p. Representar la yelocidad de la 
imagen en función de p. Repetir el 
problema para una lente esferica. 

21.13 Demostrar que si u t y u 2 son las 
distancias de un objęto y de su imagen 
al centro de un espejo esferico, vale la 
relación l/u x + l/u a = 2/r. Demostrar 
que en este caso el aumento esta dado 
por M — uju v 

21.14 Si x x y x 2 son las distancias del 
objęto y de su imagen, medidas desde d 
foco de un espejo esferico, demostrar 
que la ec. (21.3) da x t x 2 *= f 2 . Esto se 
denomina ecuación de Newton. ^Puede 
Ud. concluir entonces que el objęto y su 
imagen estan siempre del mismo lado 
del foco? [Sugerencia: Notar quc x t « 
== FP — OP —- OFy anólogamente puru 
x 2 . j 

21.15 Demos!rur quc lu ec. (21.4) es 
Inclepcmdionle del ńngulo (i. Esto 
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p/AP = q/AQ si l/p + 1 /q = 1/r, ex- 
cepto en el caso trivial en que el objęto 
esta en el centro del espejo. Demostrar 
que esto tambien implica la ec. (21.2). 
j,Es esta condición compatible eon la 
ec. (21.2)? ^Cual es su conclusión? 

21.16 Dados la distancia {ocal / de un 
espejo esferico y el aumento M , demos¬ 
trar que las posiciones del objęto y de la 
Imagen son p = f(M — 1 )jM y q = 
*= —- f(M — 1). 

21.17 Probar que todos los rayos para- 
lelos al eje de un espejo parabólico (fi¬ 
gura 21.36) pasan por el foco despues 



de la reflexión, independientemente de 
sus distancias al eje. 

21.18 Una sustancia transparente esta 
limitada por una superficie esferica cón- 
cava de radio igual a 0,60 m. Su Indice 
de refracción es 1,5. Determinar las 
distancias focales. Determinar la posi- 
sición de la imagen y el aumento de un 
objęto coloeadó a una distancia de la 
superficie igual a (a) 2,40 m, (b) 1,60 m 
y (c) 0,60 m. Repetir el problema para 
una superficie convexa. 

21.19 Una esfera de vidrio de 2 cm de 
diómetro contiene una peąuena bur- 
buja de aire a 0,5 cm del centro. Hallar 
la posición y el aumento de la imagen 
de la burbuja vista por una persona 
que mira de uno u otro lado segtin la 
llnea que une el centro de la esfera eon 
la burbuja. El lndlce do refTacción dcl 
vldrio es 1,50, 


21.20 Una esfera transparente de Indice 
de refracción n respecto al aire tiene un 
radio r. Se coloca un objęto a una dis¬ 
tancia 4r del centro de la esfera. Hallar 
la posición de su imagen finał. Represen- 
tar la trayectoria de un rayo a travćs 
de la esfera. 

21.21 Una varilla transparente de 40 
centimetros de largo tiene un extremo 
piano y el otro en forma de semiesfera 
de 12 cm de radio. Se coloca un objęto 
sobre el eje de la varilla a 10 cm del 
extremo semiesferico. (a) ^Cual es la 
posición de la imagen finał? (b) ^Cuśl 
es su aumento?. Suponer que el indice 
de refracción es 1,50. 

21.22 Ambos extremos de una varilla 
de vidrio de 10 cm de diómetro y de 
indice 1,50, estan desgastados y pulidos 
en forma de superficies esfericas con- 
vexas de 5 cm de radio en el extremo 
derecho y de 10 cm en el izquierdo. La 
longitud de la varilla entre los yśrtices 
es 60 cm. Una flecha de 1 mm de longi¬ 
tud perpendicular al eje y a 20 cm a la 
derecha del primer yertice, constituye 
el objęto para la primera superficie. 
(a) £Que constituye el objęto para la 
segunda superficie? (b) ^Guól es la dis¬ 
tancia del objęto para la segunda super¬ 
ficie? (c) &Es real o virtual el objęto? 

(d) ^Cual es la posición de la imagen 
formada por la segunda superficie? 

(e) ^Cual es la altura de la imagen finał? 

21.23 Se acorta la varilla del problema 
21.22 hasta que haya una distancia de 
10 cm entre sus yćrtices; la curvatura 
de sus extremos permanece igual. (a) 
iGual es la distancia del objęto para la 
segunda superficie? (b) ^Es real o vir- 
tual el objęto? £esta erecto o invertido 
respecto al objęto original? (c) &Cudl es 
la altura de la imagen finał? 

21.24 Los extremos de una yarilla ci- 
lindrica de vidrio de indice de refrac¬ 
ción 1,5 son dos superficies esfćricas con- 
vexas cuyos radios de curvatura son 
respectiyamente 10 y 20 cm (fig. 21-37). 
La longitud de la yarilla entre los vćr- 
tices es 50 cm. Una flecha de 1 mm de 
longitud estó frentc a la primera super¬ 
ficie esfćrica, perpendicular al eje del 
eilindro y a 25 cm del yćrtlce. Calcular 
(a) la posldón y la longitud de la Imagen 
de la flecha formada por la primera 
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superflde y (b) la posición y la longitud 
de la imagen de la flecha formada por 
ambas superficies. Especificar si las ima- 
genes son reales o yirtuales. 

21.25 Determinar los puntos focales 
del sistema descrito en el problema 21.24; 
resolyer graficamente este problema. 


10 cm 20 cm 



21.26 Se tiene una varilla de vidrio de 
indlce de refracción 1,50 cuyos extremos 
estan desgastados y pulidos en forma 
de superficies hemisfericas de 5 cm de 
radio. Cuando se coloca un objęto sobre 
el eje de la varilla a 20 cm de un extremo, 
se forma la imagen real finał a 40 cm del 
extremo opuesto. ^Cual es la longitud 
de la varilla? 

21.27 Una esfera sólida de yidrio cuyo 
radio es R y cuyo Indice de refracción 
68 1,50 tiene un hemisferio plateado 
como en la fig. 21-38. Se coloca un pe- 
ąuefio objęto sobre la recta que pasa 
por el centro de la esfera y el polo del 
hemisferio a una distancia 2 R del polo 
no plateado. Hallar la posición de la 
Imagen finał despues de que todas las re- 
fracciones y reflexiones han tenido lugar. 



21.28 Considerar una esfera de yidrio 
de radio R e indice de refracción n cor- 
tada por un piano que pasa por un 
punto S a una distancia x del centro O 
y es perpendicular a OS (fig. 21-39). De- 
mostrar que si x — R/n , todos los rayos 
que cntran a la esfera de yidrio desde 
una fuente puntual en S emergen de ła 
esfera segón rectas que diyergen de un 
punto S' collueal eon O y S a una dis¬ 



tancia x f — nR de O. [Sugerencia: De- 
mostrar que prolongando hacia atras 
el rayo refractado, pasa por S' para todo 
yalor de <f> y para los yalores dados de 
x y x'.] 

21.29 Demostrar que para la refrac¬ 
ción en una superficie esferica, la ec. 
(21.13) es independiente del óngulo p 
si l/p + l/q = 1/r y que esto implica 
la yalidez de la ec. (21.10). Demostrar 
que entonces la posición anastigmatica 
deł objęto es p = (r^ + n^rjn^ ^Cual 
es la posición de la imagen? 


21.30 Una sustancia en forma de he¬ 
misferio de radio R e Indice de refrac¬ 
ción n a estó sumergida en un medio de 
indice de refracción n ± como se muestra 
en la fig. 21-40. Se coloca un objęto 
sobre el eje a una distancia x x del cen¬ 
tro. Demostrar que si la imagen esta 
a una distancia x 2 del centro, n*/x l — 
— nl/x 2 = n 2 (n 2 — nJ/R. 

21.31 Demostrar que para una super¬ 
ficie esfórica refringente que separa dos 
sustancias de indices de refracción n x 
y n 2 , yale la rełación x x x a == / 0 /<, donde 
x x es la distancia del objęto al primer 
foco y x a la de la imagen al segundo 
foco. 
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91.32 Demostrar que para la refrac- 
Olón en una superficie esferica vale la 
llguiente relación: n^ sen a x = n 2 y z 
Mn aa, donde a x y son los angulos 
mostrados en la fig. 21-8, e y 19 y 2 son 
los tamańos del objęto y de su imagen. 
En consecuencia, la relación rty sen a = 
m const vale para un rayo que pasa por 
yarias superficies refringentes eon sus 
Centros alineados, Esta relación se de- 
Jiomina ley de Helmholtz . [Sugerencia: 
Reflrićndose a la fig. 21-8, aplicar la 
ley del seno combinada eon la ley de 
Snęli y la relación obtenida de la seme- 
Janza de los triangulos Cab y CAB 
de la fig. 21-11.] 

21.33 Hacer un esquema de las diversas 
lentes delgadas que se pueden obtener 
Combinando dos superficies cuyos radios 
de curvatura son, en valor absoluto, 
10 cm y 20 cm. ^Cuales son convergentes 
y cuśles diyergentes? Hallar la distan- 
Cla focal de cada lente suponiendo que 
estdn hechas de vidrio de indice 1,50. 

21.34 Una lente biconvexa tiene un 
Indice de refracción de 1,5 y sus radios 
son 0,20 m y 0,30 m. Hallar la distancia 
focal. Determinar la posición de la ima- 
gen y el aumento de un objęto que esta 
a una distancia de la lente igual a (a) 
0,80 m, (b) 0,48 m, (c) 0,40 m, (d) 0,24 m 
y (e) 0,20 m. Considerar tambien el caso 
de un objęto virtual que estó a 0,20 m 
detras de la lente. 

21.35 Una lente bicóncava tiene un 
Indice de refracción de 1,5 y sus radios 
son 0,20 m y 0,30 m. (a) Hallar la dis¬ 
tancia focal. (b) Determinar la posición 
de la imagen y el aumento de un objęto 
que estd a 0,20 m de la lente. Considerar 
tambićn el caso de un objęto virtual a 
una distancia de (c) 0,40 m y (d) 0,20 m. 

21.36 Un sistema de lentes esta com- 
puesto de dos lentes conyergentes cuyas 
distancias focales son 30 cm y 60 cm. 
Estudiar la posición de la intersección 
de un rayo inicialmente paralelo al eje 
comiin eon dicho eje, en función de la 
distancia entre las lentes. Considerar 
los casos en que la separación es (a) 
20 cm, (b) 50 cm, (c) 90 cm y (d) 120 cm. 
Repctir cl problema para cuando la pri- 
mera lenie es diyergenle. 

21.37 Una lente proyecta la Imagen 
de un objęto sobre una pantalla colo- 


cada a 12 cm de la lente. Cuando la 
lente se aleja 2 cm del objęto, la pantalla 
se debe acercar 2 cm al objęto para po- 
nerlo en foco. ^Cual es la distancia focal 
de la lente? J 

21.38 Se coloca un objęto a 18 cm de 
una pantalla. (a) ^En que puntos entre 
el objęto y la pantalla se puede colocar 
una lente de 4 cm de distancia focal 
para obtener una imagen sobre la pan¬ 
talla? (b) &Cual es el aumento de la 
imagen para estas posiciones de la lente ? 

21.39 Una lente conyergente tiene una 
distancia focal de 0,40 m. Hallar la 
posición de un objęto y la naturaleza 
de la imagen si el aumento es (a) —0,6; 
(b) —1,5; (c) —1; (d) 3 y (e) 0,8. 

21.40 Una lente conyergente tiene una 
distancia focal de 0,60 m. Hallar la posi¬ 
ción del objęto para producir una ima¬ 
gen (a) real y tres yeces mayor, (b) 
real y tres veces menor, (c) yirtual y tres 
yeces mayor. 

21.41 Determinar la distancia focal y 
la naturaleza de una lente que, para un 
objęto a 1,20 m de la misma producc 
una imagen (a) real a 0,80 m de la lente, 
(b) yirtual a 3,20 m de la lente, (c) yir¬ 
tual a 0,60 m de la lente, (d) real y dos 
yeces mayor, (e) yirtual y dos veces 
mayor, (f) real y tres yeces menor y (g) 
yirtual y tres yeces menor. 

21.42 Una lente delgada de Indice de 
refracción n 2 esta rodeada de dos medios 
de fndices de refracción n x y n 3 respecli- 
yamente. Demostrar que la ecuación que 
relaciona las posiciones del objęto y de 
la imagen es 

njp — n 3 /q = K — n a )/r, + (n 2 — n 3 )r t . 

21.43 Un tanque lleno de agua tieno 
en una pared una abertura eubierta 
por una lente biconvexa de indice de re¬ 
fracción 1,5 y radio igual a 30 cm. Ila- 
llar la distancia focal de un rayo que 
entra a la lente paralelamenle al eje 
yiniendo del interior del tanque y dcl 
exterior del mismo. Determinar la posi¬ 
ción de la imagen de una fuenie de luz 
colocada dentro del tanque a (o) 30 ęin 
y (b) 45 cm do la lente, El Indice do 
refracción del agua es 1,33, 

21.44 Una lenie delgada equleonvcxn 
liocha de yldrlo de indice de refracción 
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l t 50 tiene una distancia focal en el aire 
de 30 cm. Se pega la lente en una aber- 
tura en un extremo de un tanąue lleno 
de agua (Indice 1,33). En el otro extremo 
del tanąue hay un espejo piano a 80 cm 
de la lente. Hallar la posición de la 
Imagen formada por el sistema lente- 
tanąue de agua sobre el eje de la lente 
a 90 cm a la iząuierda de la misma. ^Es 
real o virtual la imagen? ^Erecta o in- 
vertlda? 

21.45 Demostrar que para una lente 
esfórica se tiene x x x 2 — / 2 , donde x x es 
la distancia del objęto al primer foco 
y x g la distancia de la imagen al segundo 

foco. 

21.46 Usando la expresión (21.14) para 
calcular la refracción en cada superficie 
de una lente esfćrlca, demostrar que la 
distancia focal estd dada por 


21.49 Representar ą en función de p 
para (a) un espejo esferico que satisface 
la ec. (21.3) y (b) para una lente esfćrica 
que satisface la ec. (21.19). Verificar que 
en ambos casos resulta una hipćrbola 
eąuilatera. En cada caso representar 
tambien el aumento en función de p. 

21.50 Un prisma tiene un indice de 
refracción 1,5 y un óngulo de 60°. (a) De- 
terminar la desviación de un rayo Inci- 
dente a un angulo de 40°. (b) Hallar la 
desviación minima y el correspondiente 
angulo de incidencia. 

21.51 La desviación minima de un 
prisma es 30°. El angulo del prisma es 
50°. Hallar su indice de refracción y el 
angulo de incidencia para desviación mi¬ 
nima. 

21.52 Demostrar que para la refracción 
debida a un prisma se cumple 



donde / esta dado por la ec. (21.18). De 
este resultado estimar el valor de la 
aberración esfórica de la lente, definida 
como la diferencia de distancia focal 
para un rayo cercano ał eje y un rayo 
cercano al borde de la lente. 

21.47 Una lente biconvexa tiene un 
indice de refracción 1,5. Las dos super- 
flcies tlenen el mismo radio, 10 cm. La 
lente tiene un radio de 8 cm. Hallar la 
distancia focal y la aberración esferica. 
Repetir el problema para una lente bi- 
cóncava. 

21.48 Los rayos que vienen de una 
lente convergen en una imagen puntual 
P, como en la fig, 21-41. ^Que espesor t 
de vidrio de indice 1,50 se debe interpo- 
ner, como en la figura, para que la 
imagen se formę en P'? 



sen K 5 + A) = n sen ^A 


cos ^(r — r 7 ) 
cos — i')' 


Demostrar tambien que cos J(r — r') 
nunca es menor que cos $(i — i'). Con- 
cluir entonces que la condición de des- 
yiación minima es i — i'. 

21.53 Demostrar que si el angulo de 
un prisma es muy peąueno y los rayos 
inciden casi perpendicularmente a una 
de las caras, la desviación es 


a - (n — 1)A. 


21.54 Si un rayo llega a la segunda su¬ 
perficie de un prisma a un angulo mayor 
que el angulo critico, hay reflexión total 
y el rayo se refleja hacia atras en vez 
de pasar a traves del prisma. Este prin- 
cipio se usa en muchos instrumentos 
ópticos. Demostrar que si n > 1 la con¬ 
dición para que por lo menos un rayo 
emerja es A ^ 2X, donde X es el angulo 
critico. Discutir luego el intervalo de 
valores del dngulo de incidencia i para 
el cual el rayo emerge del otro lado. 
Este intervalo esta dado por el angulo a 
mostrado en la fig. 21-42. Probar que 
esta dado por cos a = n sen (A — X), Es~ 
tudiar la variación de a eon A. 

21.55 Aplicar la discusión del problema 
precedente al caso de un prisma quo tiene 
un óngulo de refracción de 45° y un 
Sudicc de refracción de 1,5. Obtencr cl 
valor de a. Estudlar la trayectorla de un 
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rayo que incide perpendicularmente a 
una de las car as, Considerar tambien el 
caso en que el angulo del prisma es de 35°. 

21.56 De los datos de la tabla 21-3, 
obtener los coeficientes A y B que apa- 
recen en la fórmula de Cauchy para el 
Indice de refracción en el caso de vidrio 
crown . 

21.57 Usando el resultado del proble- 
ma precedente, determinar la separación 
angular correspondiente a las llneas C 
y F de Fraunhofer en un prisma de 
vidrio crown cuyo angulo es 5t)° si el 
ńngulo de incidencia es 30°. 

21.58 Un sistema de lentes esta com- 
puesto de dos lentes en contacto, una 
planocóncava de vidrio flint y la otrą 
blconvexa de vidrio crown . El radio de 
la cara comun es 0,20 m y el radio de 


la otrą cara de la lente de crown es 
0,12 m. Hallar la distancia focal del sis¬ 
tema y la aberración cromatica. 

21.59 El ocular de un instrumento óp- 
tico esta compuesto de dos lentes con- 
vergentes identicas de 5 cm de distan¬ 
cia focal separadas 2,5 cm. Hallar la 
posición de los focos del sistema medi- 
das desde la lente mas cercana. 

21.60 El objetivo de un microscopio 
tiene una distancia focal de 4 mm. La 
imagen formada por este objetivo estó 
a 180 mm de su segundo punto focal. El 
ocular tiene una distancia focal de 
31,25 mm. (a) ^Cuól es el aumento dcl 
microscopio? (b) ^Se puede a oj o des- 
nudo distinguir separados dos puntos si 
estan a 0,1 mm aproximadamente uno 
de otro? ^Gual es la separación minima 
que se puede percibir eon. la ayuda de 
este microscopio? 

21.61 El diametro de la luna es 
3,5 x 10 3 km y su distancia a la tierra 
es 3,8 x 10 6 km. Hallar el diametro 
angular de la imagen de la luna formada 
por un telescopio si la distancia focal 
del objetiyo es de 4 m y la del ocular 
10 cm. 

21.62 Refirićndose a la fig. 21-39, de- 
mostrar que el tiempo que tarda el rayo 
para ir de S a cualquier punto de la 
superficie de onda 2 es independiente 
de cf> e igual a S'Bjc , donde S'B es el 
radio de 2. 
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# Sł . I Inłroducción 

lllin c*racteristica muy importante del movimiento ondulatorio es el fenómeno 
(te lulłtfferencia. Este ocurre cuando dos o mas movimientos oadulatorios coin- 
lllilou un el espacio y en el tiempo. En el capitulo 12 estudiamos la superposición 
A* iIoh movimientos armónicos simples. La teoria alli desarrollada se puede apli- 
ItAr dlractamente al presente problema para el caso de ondas armónicas o monocro- 
Milen*.* La region en la cual coinciden las ondas incidente y reflejada es uno 
dr Ioh lugares donde ocurre interferencia. En efecto, este es uno de los metodos 
nUW comunes de producir interferencia. Otro ejemplo importante de interferencia 
|H hu Ilu en el movimiento ondulatorio confinado a una region limitada del espacio, 
tul como una cuerda fija por sus extremos, o un liąuido en un canal, o una onda 
dlmUromagnśtica en una cavidad met&lica. La interferencia en estos casos da 
lllgur u ondas estacionarias. 

Lnu el fln de aplicar las fórmulas desarrolladas en el capitulo 12, escribiremos 
pani ima onda armónica que se mueve en la dirección +X 


5 = Ęo sen (w/ — kx ), 

y jmra una que se mueve en la dirección —X 

(22.1) 

l = ? 0 sen (co/ + kx), 

(22.2) 


rti lugar de las ecs. (18.5) y (18.9). Esto involucra sólo un cambio de signo y, en 
I nuto seamos consistentes, es un procedimiento correcto, como se indicó al finał 
de la sección 18.2 en la ec. (18.10) y se usó en el ejemplo 20.2. 

Lomo se dijo en los capitulos precedentes, la teoria desarrollada aqui es apli- 
nihle a cualquier tipo de movimiento ondulatorio, pero en generał se referir&n 
iun stros ejemplos y aplicaciones a las ondas electromagneticas. 


*Interferencia de ondas producidas por dos fuentes sincrónicas 

( .onaideremos dos fuentes. puntuales S ± y S 2 (fig. 22-1) que oscilan en fasę eon la 
mtsma velocidad angular co y amplitudes y Sus ondas esfericas respectivas 

NOM 

?i = Ęqi sen M — * r i) (22.3) 

y 

£ a = ^02 sen (<o/ — kr. j), (22.4) 


donde r x y r 2 son las distancias desde cualquier punto a S x y S 2 , respectivamcnte. 
t)blćrvese que, aunque las dos fuentes son identicas, no producen la misma am¬ 
plitud en P si r x y r 2 son diferentes, porque, como vimos en la sección 18.11, la 
amplitud de una onda esfćrica disminuye segun la ley 1 /r. 


• Suflerlmo* ul uHludlanlc (juc antes do oNtudlar este capitulo reloa on ol capitulo \2 Uw Httccło* 

nu 1X7 a 12.0. 
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Fi*. 22-1. (a) Lineas nodales y ventrales resultantes de la interferencia de ondas 

producidas por dos fuentes identicas. (b) Diagrama real de interferencia de on¬ 
das en el agua, (Fotografia cortesia de Educational Services, Inc.) 


Supongamos que Ę es una propiedad escalar, tal como nna perturbación de 
la presión. Si £, corresponde a una cantidad vectorial, supondremos que y Ę 2 
tienen la misma dirección de modo que la combinación de las dos ondas pueda 
ser tratada escalarmente. Cuando comparamos las ecs. (22.3) y (22.4) eon la 
cc. (12.1) [esto es, \ = A sen (wf + «)]» las cantidades /cr x y kr z juegan el mismo 
papel que las fases iniciales. Entonces ęljiefasaje entre los dos movimientos ondu- 
latorios en cualquier punto P (si recordamos que k = 2n /X) es 

s = kr, — kr 2 = — ( fl — rj. (22.5) 

X 

Cuando usamos la tecnica de los vectores rotatorios explicada en ła sección 12.7, 
los dos movirnientos ondulatorios que interfieren pueden ser representados por 
vectores, de longitud y respectivamente, los cuales forman los dngulos 
ot x «= kr y y « a - kr 2 eon el eje X (fig. 22.2). La amplitud Ę 0 y la fasę a del movi“ 
miento ondulatorio resultante estśn dadas por el vector resultante. Por lo tanto 
podemos cxpresar la amplitud de la perturbación resultante en P por 

Su - y«3T-V 4 + 2 ^'cos a. 


(22.6) 
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FI*. 22-2. Amplitud resultante de dos 
Ondas que interfieren. El eje X se ha 
tornado como linea de referencia. 



Fig. 22-3. Superficies de defasaje cons- 
tante para ondas esfćricas producidas 
por dos fuentes puntuales S t y S 2 cohe- 
rentes. 


En la ec. (22.6), vemos que Ę esta comprendido entre los valores Ęq X + lo 2 Y ?oi — £02 
dcpendiendo de que sea 

cos 8 = + l ó — 1 ó S = 2/iTc ó (2/i + 1 )tt, 

donde n es un numero entero positivo o negativo. En el primer caso tenemos 
mdximo refuerzo de los dos movimientos ondulatorios, o interferencia construc - 
tiva t y en el segundo hay maxima atenuación, o interferencia destructiua. Esto es, 

f 2n 7r interferencia constructiva, 

8 = 1 

I (2n + 1 )k interferencia destructiva. 

Usando la ec. (22.5), podemos entonces escribir 


o sea 



2/i 7i interferencia constructiva, 

(2/i + 1 )tc interferencia destructiva, 


(22.7) 


nX . interferencia constructiva, 

(2/i + 1) — interferencia destructiva. 

L 2 


( 22 . 8 ) 


Pcro r } —- r 2 = const define una hiperbola cuyos focos son S x y S 2 ó, como el 
problema es realmente en el espacio, esta ecuación define superficies hiperbólicas 
cle revolución, tales como las de la fig. 22-3. Por consiguiente concluimos de la 
ec. (22.8) que en las superficies hiperbólicas cuyas ecuaciones son r ± — r 2 = (. X, 
| 2X, h 3x, ...»los dos movimientos ondulatorios interfieren reforzandose. Kstas 
superlicies se denominan superficies ventrales o anlinodales . En las superlicies 
hiperbólicas cuyas ecuaciones son r x — r 2 — ± |x, ± |x, . ,.,.los dos movimieu- 
tos ondulatorios interfieren atenuóndose. listas superlicies se denominan utulałeś. 
El diagramu en su totalidad es de esic modo una sucesión de superlicies venlralcs 
y nodales alteruadas. Las hiperholns cpie se ilustran en la lig. 22-1 son las inter- 
seeciones de estas mipcrlicics eon 1111 plimo <|iie pasa por el eje X. 
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La situación descrita es tal que, en cada punto del espacio, el movimiento ondu- 
latorio resultante tiene una amplitud caracteristica, dada por la ec. (22.6) de 
modo que 

Z = sen (co/ — a), 

donde a es el angulo indicado en la fig. 22-2. Por consiguiente el resultado de la 
interferencia no tiene la apariencia de un movimiento ondulatorio progresivo 
sino una situación estacionańa en la cual el movimiento tiene una amplitud fija 
en cada punto del espacio. La razón de esto es que las dos fuentes oscilan eon la 
misma frecuencia y mantienen un defasaje constante, y por lo tanto se dice que 
son coherentes . Pero si las fuentes no son de la misma frścuencia, o si sus defasajes 
cambian erraticamente eon el tiempo, no se observa el diagrama de interferencia 
estacionario, y las fuentes se dice que son incoherentes . Esto es lo que sucede 
eon las fuentes de luz compuestas de la misma clase de atomos, las cuales emiten 
luz de la misma frecuencia. Como cada fuente contiene muchos atomos y estos 
no oscilan en fasę, no se observa un diagrama de interferencia definido. 



Fig. 22-4. Biprisma de Fresnel. 


Para obviar esta dificultad y producir dos haces de luz coherentes, se han dise- 
Aado varios aparatos, Uno muy coraun es el biprisma de Fresnel, que se ilustra 
en la fig. 22-4, el cual esta compuesto de dos prismas y P 2 . La luz proveniente 
de la fuente 5 se refracta en cada prisma y se separa en dos haces coherentes que 
aparentemente proceden de dos fuentes coherentes, y S 2 . Estas son las imó- 
genes de S producidas por cada prisma. La coherencia esta asegurada en este 
caso porque los dos haces proyienen de la misma fuente. Estos haces interfieren 
en la región sombreada. Para grandes defasajes, la coherencia se destruye, porque 
los haces que interfieren son producidos por la fuente en instantes muy separados 
de modo que, microscópicamente hablando, la fuente no es la misma en ambos 
instantes y las fases no son constantes. 

Un dispositivo todayia mśs simple es el usado por Thomas Young (1773-1829), 
quien en sus primeros experimentos sobre interferencia de la luz, probó de un 
modo concluyente que la luz era un fcnómeno ondulatorio. Su dispositivo (lig. 22-5) 
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lenulutla en dos peąuenos agujeros o rendijas, Sj y S 2 muy cercanos, en una pan- 
fclln ron una fuente de luz S colocada detras de ella. De acuerdo eon el principio 
dfi lluygens, S x y S 2 se comportan como fuentes secundarias coherentes cuyas 
gfidus Interfieren sobre la region a la derecha de la pantalla. 

Kn el caso de la luz, el diagrama de interferencia se observa sobre una pantalla 
loloeada paralelamente a las dos fuentes S x y S 2 , como se indica en la fig. 22-6(a). 
Unu serie de franjas brillantes y oscuras dispuestas alternadamente aparecen 
|©brc la pantalla debido a la intersección de esta eon las superficies hiperbólicas 
ytlltrales y nodales como se muestra en la fig. 22-6(b). Para otras regiones del 




rur. 22-5. Interferencia producida por dos fuentes coherentes. Experimento de 
Young de la dobie rendija. 


enpectro electromagnetico, se usan diferentes tipos de detectores para observar 
r 1 diagrama de interferencia. 

Si la separación a de las fuentes S ± y S 2 es peąuena comparada eon la distancia D, 
podemos despreciar la peąuena diferencia entre r ± y r 2 y suponer que las ampli- 
łudes Ę 01 y S 02 son practicamente iguales. Podemos entonces volver a escribir 
It ec. (22.6) como 

ę 0 = ^ V 2(1 + cos 8) = 21 - 0 ! cos 

Ahora, de la geometria de la fig. 22-6, considerando que el hngulo 0 es peąueno, 
de modo que sen 6 « tg 6 = xjD , obtenemos r x — r 2 = S\B = a sen 6 = axjl\ 
y por lo tanto 


Oi — r a) = 


2 TT 


a sen 0 = 


2izax 

D\ 


(22.9) 


La intensidad del movimiento resultante en los puntos de la pantalla es propor- 
Cionul a Por consiguiente 


7 0 cos 2 


/ t ia sen 0 \ _ _ / nax \ 

(-rU t), 


@ 2 . 10 ) 
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Fig. 22-6. (a) Dibujo esąuematico 

para determinar la intensidad de 
movimiento ondulatorio resultante 
sobre una pantalla debido a la in¬ 
terferencia producida por dos fuen- 
tes coherentes* (b) Fotografia de las 
franjas de interferencia producidas 
sobre una pantalla por un par de 
rendijas iluminadas por una fuente 
puntual de luz monocromatica. Ob- 
servar que hay un desvanecimiento 
de las franjas cerca de los bor des 
debido a la pćrdida de coberencia. 


(b) 



donde i 0 es la intensidad para 0 =*= 0. En la fig. 22-7 se ilustra la ley cos 2 para 
la distribución de intensidad. Los puntos de intensidad maxima corresponden a 


TT a sen 0 

- = nu 

X 


ó a sen 0 = nx, 


y tambien a 

Ti ax . nD 

-TT o x =- x, 

Dx a 


( 22 . 11 ) 


donde n es un numero entero positivo o negativo. La separación entre dos fran- 
Jas bńllantes consecutivas es Aa: = (D/a)X. Por lo tanto midiendo Ax, D y a, 
podemos obtener la longitud de onda X. Este es, en efecto, uno de los metodos 
corrientes de medir longitudes de onda. 



(IX/ f)\ 


FI tf* 22-7. Distribución de intensidad en un diagramu de itilerfereneiu pro dud do 
por dos fucntes cohereules. 
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KJKMCM) 22.1. En un experimento similar al de Young, las dos rendijas oslau 
iaparadas una distancia de 0,8 mm; se iluminan eon luz monocromatica dc longitud 
do onda 5,9 X 10“ 7 m, y el diagrama de interferencia se observa sobre una segumJa 

( lAntalla, que esta a 0,5 m de las rendijas. Determinar la separación entre dos Iran 
AA brillantes o entre dos franjas oscuras. 

Holución: Las cantidades que aparecen en la ec. (22-11) son, en este ca,so, a 
0,8 mm = 8 x 10 -4 m, D — 5 x 10 _1 m y X = 5,9 X 1(T 7 m. Por consiguiente, 
lun ponleiones de las franjas brillantes son x = n(D\/a) = 3,7 X 10 -4 n m = 0,37 ii 
millruelros. En generał, las franjas tienen que ser observadas eon una lupa. La 
Wparación entre franjas brillantes sucesivas es 0,37” mm, la misma separación que 
hay entre dos franjas oscuras. 


EJKMPLO 22.2 . Discutir el diagrama de interferencia producido por dos fuentes 
no coherentes de la misma frecuencia. 


Hotución: La no coherencia se debe en este caso a que la diferencia de fasę es varia- 
blc. En eonsecuencia escribimos, en lugar de las ecs. (22.3) y (22.4), 


h ss Ę 01 sen (cof — k r x — $), 5 2 — sen (co/ — kr t ) 9 

donde cf> es el defasaje adicional que varia eon el tiempo al azar. Entonces el defa- 
sajo es 8 = 275 ( 7 *! — r 2 )/X -f </>, y la amplitud resultante en el punto de interferencia es 


Q = ĘJx + Zt* + 2Ę 01 5 02 cos 


275 


Oi — r 2 )+<f> 


Pero ahora £ 0 no es constante en el tiempo dębi do a los cambios en <£. Por consi- 
guicnte, en su lugar debemos ballar 5*. Pero debido a la variación al azar de (f>, 
tenemos que 

j^cos 

Por lo tanto 

(8) - 5Ł + % 

y, como la intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud, 

i - h + i* 

Por consiguiente la intensidad media resultante es la suma de las intensidades i mli 
vldiiales y no se observan fluctuaciones en la intensidad. La intensidad media es la 
misma en todos los puntos, Esta es la razón por la cual, por ejemplo, no se ob*ser- 
van franjas de interferencia eon la luz proyeniente de dos bombillos ©Ićclrieos, 
porque las diferencias de fasę de sus respectivos atomos radiantes estan distribuidas 
ul azar. 


275 

— Ol — r i) + 


= 0. 


22Ji Interferencia de ondas producidas por varias fuentes sineró~ 
nieas 

Consideremos ahora el caso dc varias fuentes sincrónicas idenlieas dislribuidas 
linealmente, como se ilustra en la lig. 22-8. Para simplilioar nuestra discusióii 
podemos suponer qne observainos cl movimiento on<lulatano resultante n mm 
distancia muy lejana comparada eon la separación de las fuonl.es, de modo qne 
cfcctivamcntc los rayos quc interlieren son paralelos. Knlrc rayos sueesivos hay 
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un defasaje constante dado por 


. 2 TT M 

S =- a sen 6. 

X 


( 22 , 12 ) 


Para obtener la amplitud resultante en la dirección de observación dada por 
el śngulo 6, debemos evaluar la suma vectorial de los correspondientes vectores 
rotantes de cada fuente. Si las fuentes son todas iguales, sus vectores rotantes 
ticnen la misma longitud Ę 01 y los vectores sucesivos estan desviados en el mismo 



dngulo 8, como se indica en la fig. 22-9. 
Designando el numero de fuentes por N, 
tenemos entonces un poligono regular 
de N lados que tiene su centro en C, ra¬ 
dio p, y el angulo OCP es N8. En el 
tridngulo COP, vemos que 

Ę 0 = OP = 2 QP = 2 p sen £N8. 

Analogamente, en el tri&ngulo COR, 
que corresponde a uno de los lados del 
poligono, tenemos 

= 2p sen ^8. 

Dividiendo las dos relaciones para eli- 
minar p, tenemos 


FI*. 22 -8. Serie lineal de fuentes cohe- 

rentes eąuidistantes. 5 = ^ sen ^N8 

0 So1 sen -^8 


(22.13) 


Para N = 2, obtenemos ^ = 2^ cos ^8, de conformidad eon los resultados dedu- 
cidos en la sección 22.2 para dos fuentes iguales. La intensidad de las ondas resul- 
tantes, siendo proporcional a es entonces 


/ sen -£N8 \ 2 __ ^ sen (Nna sen 0/X) 2 
\ sen ^8 / 0 [ sen (na sen 6/X) 


(22.14) 


donde / 0 es la intensidad de cada fuente proporcional a La expresión (22.14) 
da un mdximo muy pronunciado, igual a N 2 / 0 , para 8 = 2nn ó 


a sen 6 = nX. (22.15) 

Eflto sc debe a que sen Na/sen a = ±N para a = nn, y en nuestro caso a — *^8. 
El valor de I es entonces I = N 2 / 0 . Este resultado es comprensible observando 
la fig. 22-9 porque cuando 5 == 2 hk, todos los yectores Ę 01 son paralelos, como sc 
Indica en la fig. 22-10, y la amplitud resultante es £ 0 — NĘ 01 de conformidad eon 
la ec. (22.13), La expresión (22.15) concuerda eon la ec. (22.11) deducida para don 
fuentes bajo hipótesis similares. La intensidad es nula para ^N8 =n ł 7r, ó 


a sen 0 *= 


n'x 

N 


i 


( 22 . 10 ) 
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VIV* 88-9. Amplitud resultante en un Fig. 22-10. Amplitud resultante en un 
JJUntO arbitrario debida a la interferen- punto de defasaje nulo en la interferon- 
OlA de ondas generadas por fuentes cohe- cia producida por fuentes eąuidistantes 
fentei eąuidistantes dispuestas lineal- dispuestas linealmente. 

inente. 

dotlde ri toma los valores la N — 1, N + 1 a 2 N — 1, etc.; los valores n' — 0, 
N, 2N, .... se excluyen, ya que de lo contrario la ec. (22.16) se transformaria 
•n la ec. (22.15). Entre dos minimos debe haber siempre un maximo, Por con- 
PlgUlente, concluimos que tambien hay N — 2 mśximos adicionales entre los 
tnńximos principales dados por la ec. (22.15). Sus amplitudes son sin embargo 
telutivamente peąuenas, especialmente si N es grandę. El maximo principal 
oorreiponde a la dirección segun la cual las ondas emitidas por fuentes adya- 
Guntes estón en fasę. 

KI grśfico de /// 0 en función de S se muestra en la fig. 22-11 para N == 2, 4, 
8 y muy grandę. Vemos que cuando N aumenta el sistema se bace altamente 
direccional, porąue el movimiento ondulatorio resultante es importante sólo 
para bandas estrechas de valores de 8, o para bandas estrechas de valores dcl 

Angulo o. 

Kltos resultados son ampliamente usados en las estaciones de radiotrasmisión 
(l rocepción cuando se desea un efecto direccional. En este caso se agrupan varias 
anten as en tal forma que la intensidad de la radiación emitida (o recibida) sea 
litrtxima sólo para ciertas direcciones, dadas por la ec. (22,15). Por ejemplo, para 
euutro antenas lineales separadas por a = X/2, la ec. (22.15) da sen 0 = 2n. En- 
ton ces, sólo n = 0 es posible para el mdximo principal, dando 9 = 0 y w. Para 
lott ceros, o planos nodales, la ec. (22.16) da sen 0 — Ąn\ permitiendo para n' 
lott yalores ±1 y ±2 6 0 = ±tt/ 3 y ±w/2. Esta situación se ilustra en el dia¬ 
gramu polar de la fig. 22-12 donde la intensidad esta en función del dngulo. lista 
(llttposlción cle antena trasmite y recibe preferencialmente en dirección p er pen- 
dlcalar a la linca que une las fuentes y se llama por lo tanto una disposición en 
bateria. Iii mismo efecto direccional se usa en los radiotelescopios. Yarias antenas 
pnrabólicaH se colocan'eąuidistantes sobrc una linca recta, eon sus ej es paralelos. 
Para un distanciumiento y orientucidn dudos de los ejes, la lcmgitud de las ondas 
do radio recibidaa su determina por la ec. (22-15). (Yer el problemu 22,16.) 
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N = 2 


asen8/X 




N muy 
grandę 


-2 —1 O 1 2 asen0/\ 

fik. 22-11. Intensidades del diagrama de interferencia para 2, 4, 8 y muehisimas 
fuentes, La separación a entre las fuentes se mantiene constante. 


R JEM PLO 22,3* Estudiar la interferencia debida a la reflexión en laminas delgadas 
o quc se origina en la trasmisión a traves de las mismas. 

Bolución: La discusión de las secciones previas puede aplicarse al caso de la luz 
Mfle]ada o trasmitida por laminas delgadas. Gonsideremos (fig. 22-13) una pelicula 
de espesor a y ondas planas incidentes sobre ella a un angulo de incidencia 0i. Parte 
de un rayo tal como AB se refleja segun BG y se refracta segun BC, El rayo BC , 
A AU vez, se refleja parcialmente en C segun CD y se trasmite parcialmente segun CH . 
El ruyo CD, de nuevo se refleja parcialmente en D, segun DK , superponiśndose eon 
Al rayo refractado en D del incidente FD. Este mismo rayo CD se refracta en D 
y cl rayo refractado se superpone eon el reflejado de FD . Analogamente el rayo 
refie] Ado BG tambićn contiene contribuciones de los varios rayos a su iząuierda. 
Por lo tanio ocurren fenómenos de interferencia a lo largo de los rayos reflejados 
y refracta dos. La situación es entonces similar al caso ilustrado en la sección 22.3, 
eon N, muy grandę, pero eon una diferencia importante; los rayos que interfleren 
UO tlonon todos la misma intensidad porąue en cada reflexión o refracción sucesiva 
lA Intcuisldad disminuye. 

SI no tomamos en cuenta este cambio de intensidad, los maximos debidos a la 
Interferencia por rellexión o refracción ocurren cuando el defasaje 8 entre rayos 
AUCCllyos satlsface la ccuación 8 « 2nw. Para calcular 8 para la interferencia por 
reflcxión, conslderemos los rayos AB y FD . Trazando el frento dc onda BU\ el 


81.3) 
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fi* 22-12. Distribución angular de la intensidad en el diagrama de interfereneia 
producido por ondas generadas por cuatro fuentes coherentes en linea recta y sepa- 
fftdas entre sl por media longitud de onda. 


defasaje segun BE se debe a que los caminos B'D y BCD seguidos por los rayos 
lon recorridos en diferentes tiempos. Ahora bien, en la figura vemos que 

B'D = BD sen 0* y BD — 2 a tg 0 f . 

Por consiguiente 


B'D — 2a tg 0r sen 0* = 


2an sen 8 6 f 
cos d r * 


ya que por la ley de Snęli sen 0* = n sen 0 r . Ademas BCD = 2 BC = 2a/cos 0 f . 
Entonces, ł x — B'Djc = 2an sen 2 0 r /c cos 0r y t 2 — BCD/v = 2 an/c cos 0 r> debido 
a que v — c/n. La diferencia de tiempo es 

, 2 on cos 0 f 


y la diferencia de fasę, ya que X = 2tcc/o, es 

„ . 2ucon cos 0 r 4 nan cos 0 r 

S = 6>(4 — /,) =--—- ---. ^ 

C A • 

Este puede no ser el defasaje total porąue, como vimos en la sección 20.7, algunas 
veces la reflexión da lugar a un defasaje adicional de 7u. Esto ocurre, por ejemplo, 
en el caso de ondas electromagneticas cuando luz polarizada perpendicularmente 
al piano de incidencia va de un medio donde su veIocidad es mayor a otro donde es 
menor. De modo que, en este caso, si n > 1 hay un cambio de fasę de n para el 
rayo FD cuando se refie ja en D , pero no lo hay para el rayo BC cuando se reflejn 
en C; lo inverso ocurre cuando n <1. De este modo podemos escribir en los dos 
casos 

. 4tt an cos 0r . 

O — - + Tl 


y, haclendo $ «= 2Nn f donde N es un entero, obtenemos 
2 an cos Or — 1(2 N — 1)X 

(rcfioxlón mttalma, trasmlslón minima), (22.17) 
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como condición para que las ondas reflejadas al interferir se refuercen. El estudiante 
puedc veriflcar por medio de caleulos similares que para ondas trasmitidas segun 
DK, la condición para intensidad maxima es 

2 an cos Q r = iVX 


(trasmisión maxima, reflexión minima), (22,18) 

El cambio de fasę de n no ocurre en este caso, porąue el rayo ha experimentado 
dos reflexiones internas. La ec. (22,17) da tambićn la condición de trasmisión minima 

y la ec, (22-18) da la condición para re- 
flexión minima. Es interesante notar, 
entonces, que el color observado por re- 
flexión no es el mismo que el observado 
por trasmisión. Estos estan determinados 
en cada caso por las longitudes de onda 
que satisfacen las ecs. (22.17) ó (22,18). 

Si la luz incidente no es monocroma- 
tica, las ecs. (22,17) y (22.18) dan dife- 
rentes yąlores de 0 r y por lo tanto de 0i 
para cada X. Esto explica los colores que 
observamos en las peliculas delgadas de 
aceite sobre el agua, Ademas, si la peli- 
cula es de espesor variable, las condi- 
ciones (22,17) y (22.18) no se cumplen 
totalmente en todas los puntos para una 
longitud de onda dada, lo cual da lugar, 
en el caso de luz monocromatica, a una 
sucesión de bandas oscuras y brillantes, 
y en el caso de luz blanca, a una sucesión 
(ic bandas coloreadas. Se puede yer esto facilmente colocando una lente planocon- 
vexa sobre una płaca de yidrio, como se muestra en la fig. 22~14(a). El espacio 
entre la lente y la płaca de yidrio es una capa de aire de espesor yariable. El dia~ 



Fig. 22-13. Interferencia por reflexión 
o refracción en una pelicula delgada. 



(a) (b) 

Fig. 22-14. Anillos de Newton, formados por interferencia en la pelicula de aire 
exlfltente en el espacio entre una superftcie convcxa y una plaqa. (a) Dibujo esąue- 
mśtico. (b) Fotografia de los anillos, (Gortesla Bausch and Lomb Optlcal Co,), 
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gNUim de interferencia resultante consiste de una serie de anillos concónlricos 
OOlorcndos, conocidos como anillos de Newton , ilustrados en la fig. 22-14(b). 

MJHMPLO 22.4. El indice de refracción de una cierta pelicula es 1,42. Delerminai* 
BU onpesor minimo para que aparezca negra por (a) reflexión, (b) trasmisión, cuamlo 
§4) llumina eon luz de sodio (longitud de onda 5,9 x 10"~ 7 m). 

Ęolurión: En las ecs. (22.17) y (22.18) vemos que el valor minimo de a ocurrc para 
•1 valor maximo de cos 0 r ; o sea, para = 0° y desde luego tambien 0* = 0°. Esla 
IlLuación corresponde a incidencia normal. En este caso (eon N = 1) la condición 
Vlene a ser a = X/4n para que no haya trasmisión y a = X/2n para que no liaya 
PBflexión. De modo que los valores correspondientes son a = 1,04 x 10~ 7 m y 
0 » 2,08 x 10~ 7 m. Como la separación entre atomos es del orden de 10~ 9 m, cl 
iipesor minimo de la pelicula en cada caso es solo de unos pocos cientos dc capas 
ttómieas. 


22 A Ondas estacionarias en una dimensión 

En el ejemplo 20.2 estudiamos las ondas que se trasmiten y reflejan sobre una 
CUerda que tiene una discontinuidad en un cierto punto, tal como un cambio en 
dlńinetro o en densidad. Consideremos ahora la situación en que la cuerda tiene 
Un extremo fijo, como se indica en la fig. 22-15, donde el extremo O es el punto 
njo. Una onda transversal incidente moviendose hacia la iząuierda y de ecuación 
{ *= Zą sen (o d -f kx) se refleja en O, originando una nueva onda que se propaga 
hucia la derecha y que tiene por ecuación ź ~ % sen (ot — kx). El desplazamiento 
en cualąuier punto de la cuerda es el resultado de la interferencia o superposición 
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5 - ? 0 sen (co/ + kx) + % sen (co/ — kx). (22.19) 

lin el punto 0 > tenemos z = 0, de modo que 
5<x=o) = (5o + Q sen w/ * 

Pero O es fijo, lo cual significa que Ę( X ~ 0 ) =0 en todo instante. Esto requiere 
que ^ En otras palabras, la onda experimenta un cambio de fasę de 7r 

cuando se refleja en el extremo fijo. Hemos encontrado este cambio de fasę en 
muchas ocasiones anteriores (ejemplo 20.2 y 20.3). Se puede ver el cambio de 
fasę en la serie de fotografias de la fig. 22-15, las cuales muestran un pulso inci- 
dente y uno reflejado. Entonces la ec. (22.19) se convierte en 

£ = £ 0 [sen (to t + kx) — sen («/ — kx)]. 

y utilizando la relación trigonometrica (M.7), sen a — sen p = 2 sen -£(a — p) 
cos ^(a + p), obtenemos 

£ = 2^ sen kx cos w/. (22.20) 

Las expresiones c ot ± kx no aparecen mas y la ec. (22.20) no representa una onda 
viajera. Efectivamente, esta ultima expresión representa un movimiento armó- 
nłco simple cuya amplitud vana de punto a punto y esta dada por 


A = 2Ę 0 sen kx . 


( 22 . 21 ) 


Esta amplitud se indica eon lineas de trazos en la fig. 22-15. La amplitud es cero 
para kx = nn 9 donde n es un numero entero. Este resultado tambien se puede 
escribir en la forma 


z = £nX. ( (22.22) 

Estos puntos se denominan nodos. Los nodos sucesivos est&n separados por una 
dUtancia de -£X. Cuando recordamos la expresión (18.30), i; = ]/r/m, para la 
vdocidad de propagación de las ondas a lo largo de una cuerda sometida a la 
tensión T y que tiene una masa m por unidad de longitud, la longitud de onda se 
determina por 



(22.23) 


y es arbitraria en tanto la frecuencia angular tambien lo sea. 

Supongamos ahora que imponemos una segunda condición: que el punto x = L, 
que es el otro extremo de la cuerda, sea tambien fijo. Esto significa que x L 
61 un nodo y debe satisfacer la condición kL — n n. O, si usamosla ec. (22.22), 


2 L 
n 


-2L, 


2 L 2 L 
2 ’ 3 


L = 6 x 


(22.24) 




Ondas estacionarias en una dimensión 901 


22 . 4 ) 

Eflta segunda condición limita automaticamente las longitudes de onda de las 
Ofldas que pueden propagarse en esta cuerda a los valores dados por la ec. (22.24), 
y a su vez, en vista de la ec. (22*23), tambien estan liraitadas las frecuencias de 
Oicilación a los valores 

v« = — = —— 1/— = Vj, 2v x , 3v 1 , ..(22.25) 

2 7t ZŁ \ m 

donde 

te llama frecuencia fundamental, De este 
modo las posibles frecuencias de oscila- 
dón (llamadas armónicos) son todos los 
mdltiplos de la fundamentaL Podemos 
decir que las frecuencias y longitudes 
de ondas estdn cuantizadas , y que la 
cuantización es el resultado de las con- 
diciones de contorno impuestas en am- 
bos extremos de la cuerda. Esta es una 
lituación que aparece en muchos pro- 
blemas fisicos, como tendremos frecuen- 
twnente ocasión de ver mas adelante. 

La fig. 22-16 indica la distribución de 
amplitud para los tres primeros modos 
de vibración (n = 1, 2, 3). Los puntos 
de mńxima amplitud son los antinodos. 

La distancia entre antinodos sucesivos Fig. 22-16. Ondas transversales csla- 
6S tambien Desde luego que la se- cionarias en una cuerda eon ambos cx- 
paración entre un nodo y un antinodo tremos fijos. 

68 X/4. Observar que mientras que 

0 en los nodos d^jdx = 0 en los antinodos, ya que la amplitud es m&xima. 

BJEMPLO 22,5. Una cuerda de acero tiene una longitud de 40 cm y un diametro 
de 1 mm. Suponiendo que su vibración fundamental es de 440 s”\ correspondiente 
a la nota musical La en la escala diatónica de la clave de Do, hallar su tensión. 
(Suponer que la densidad de la cuerda es p = 7,86 x 10 3 kg m“ 3 .) 

Bolución: La masa por unidad de longitud es m = ?cr 2 p. Usando 

r « 5 x 10“ 4 m y p — 7,86 X 10 3 kg m~ 3 , 

obtenemos m 6,15 x 10~ 8 kg Despejando de la cc. (22.25) la tenslóu 7\ Im- 
Olendo n *■ 1, ya que ąueremos el tono fuudamenlal, hallamos T 4/, a mvjj. lin- 

clendo 

L 40 cm 0,40 m, 440 
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e Introduciendo el va!or de m ya ealculado, obtenemos finalmente 
T = 762,0 N. 

Como el estudiante puede ahora comprender, los instrumentos musicales de cuerdas 
se aflnan aj ustań do las tensiones (o longitudes) de sus cuerdas. 


22*5 Ondas esłacionarias y la ecuación de onda 


En el capitulo 18 se estudió la ecuación que reguła la propagación de una onda, 

esto es 


dH _ 1 dK 


(22.26) 


y probamos que su solución generał es de la forma 

5 = f x (x — Vt) + f 2 (x + vt). (22.27) 

Cuando discutimos la propagación de ondas en una dirección, usamos /^(z — ot) 
ó fa(x + vt ), pero no ambas. Sin embargo, hemos visto que cuando una onda se 
refleja en un punto, resultan dos ondas que se propagan en sentidos opuestos, 
y se debe usar la ec. (22.27). Esto fue lo que hicimos en la ec. (20.19) para el caso 
de una cuerda eon un extremo fijo. Entonces, hemos obtenido la ec. (22.20) para 
el movimiento resultante. La caracteristica importante de la ec. (22.20) (esto 
es, Ę «= 2^ sen kx cos oi/) es que las variables x y t estan separadas, eon lo cual 
resulta una amplitud variable a lo largo de la cuerda, pero fija para cada punto. 
Esta es la caracteristica de las ondas estacionarias. Debemos entonces explorar 
la posibilidad de hacer una formulación m&s generał de una onda armónica esta- 
clonaria. Es posible satisfacer nuestro requerimiento eon una expresión de la 
forma 

5 = f(x) sen <*/, (22.28) 

donde f(x) es la amplitud de la onda en un punto x. Como Ę debe ser una solución 
de la ec. (22.26), debemos sustituir Z dado en la ec. (22.28) en la ec. (22.26) para 
determinar la condición sobre la amplitud f(x) para que las ondas sean estacio¬ 
narias. Ahora bien, por derivación, encontramos 

dK <Pf dH 

3X 2 dx* y dt 2 ,W 

Por consiguiente, sustituyendo estos valores en la ec. (22.26) y cancelando el factor 
comńn sen o>/, obtenemos 

_d*L = 

dx 2 v 2 1 


o, como k = w/i>, 


d*f 

</x 2 


+ k*f = 0. 


(22.29) 
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Sita es entonces la ecuación diferencial que debe satisfacer la amplitud f(x) si 
li onda estacionaria dada por la ec. (22.28) debe ser una solución de la ecuación 
da la onda. La solución generał de la ec. (22.29), como el estudiante puede veri- 
floar por sustitución directa, es 

f(x) = A sen kx + B cos kx , (22.30) 

donde A y B son constantes arbitrarias. Por consiguiente la ec. (22.28) se eon- 

ylcrte en 

5 = (A sen kx + B cos kx) sen oL (22.31) 

Desde luego que podiamos haber usado cos w/ en lugar de sen o>/ eon el ir isiiio 
fliultado. En otras palabras, la fasę del factor que depende del tiempo no tiene 
(mportancia en nuestra discusión. 

Las constantes de la ec. (22.31) se determirian eon las condiciones de contorno. 
Ilustremos esto eon el problema de la cuerda eon extremos fijos estudiado en la 
leeelón precedente. Las condiciones son que 5=0 para x=0y x = L. Haciendo 
0 »= 0 en la ec. (22.31), tenemos 


— q) — J5 sen co/ “ 0. 

Por lo tanto B = O, y la ec. (22.31) se reduce a 

5 = A sen kx sen w/. (22.32) 

Ahora si hacemos x = L, la ec. (22.32) da 
5(jc =zL) = A sen kL sen w/ = 0. 

Poro ahora no podemos hacer A = O, porąue ello haria que 5 fuera cero en todos 
los puntos; esto es, no habria onda. Nuestra unica elección es hacer sen kL = 0, 
lo oual requiere que 

kL = mt 6 X = 2 L/n, (22.33) 

donde n es un entero, de conformidad eon la ec. (22.24). 

Obviamente si en lugar de imponer la condición 5 = 0 en los extremos, impo- 
liemos otras condiciones debido a que la situación fisica del problema en los ex~ 
tromos es diferente, como en las cuerdas ilustradas en la fig. 22-17, llegariamos 
a loluciones diferentes a las dadas por las ecs. (22.32) y (22.33). 

Es instructivo considerar otros dos ejemplos simples, relacionados eon las ondas 
twfcacionarias en el interior de un tubo eon aire, tal como un tubo de órgano. 



W 


I 


u: bk {) 



Figura 22-17 
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Consideremos primero un tubo abierto en ambos extremos (fig. 22-18). Se sopla 
por uno de ellos a traves de ła boąuilla, y se producen ondas estacionarias debido 
a la reflexión que ocurre en el otro extremo. La diferencia fundamental entre 
este caso y el anterior, es que ambos extremos son libres y por consiguiente 5 
tiene valor m&ximo en estos extremos; en otrą palabras, hay un antinodo en cada 
extremo. Nuestras condiciones de contorno correspondientes a antinodos en 
ambos extremos, son ahora % = maximo ó d\jdx = 0 para x = 0 y x = L. En 
la ec. (22.31), tenemos 

d%fdx = k(A cos kx — B sen kx) sen to/. (22.34) 

Haciendo x = 0, hallamos 


(dlldx) x ~ Q = kA sen <o/ = 0, 


de modo que A — 0. Entonces la ec. (22.34) se convierte en 
dĘjdx = — kB sen kx sen to/. 

SI ahora hacemos x = L, tenemos 

(d^jdx) x —L — — kB sen kL sen to/ — 0. 

Ahora bien, como en el caso de la cuerda, no puede ser £ = 0, porąue no habria 
onda, por lo tanto debe ser sen kL = 0, lo cual nos da de nuevo 

kL = mz ó x = 2L/n. (22.35) 

Esta es identica a la ec. (22,33). Las frecuencias de las ondas estacionarias son 

Vn = i//x — n(vf2L) = v x , 2v x , 3v 15 ..(22.36) 

eon n =a 1, 2, 3, ..., y per lo tanto las frecuencias posibles comprenden todos 
los armónicos correspondientes al tono fundamental de frecuencia — v/2L. 
En la ec. (22.31) vemos que en este caso, eon A = 0, Ę = £ cos kx sen to/. Eu 
la flg. 22-18 las lineas de trazos indican la distribución de amplitud para los casos 
n » 1* 2, 3. Concluimos entonces que las oscilaciones de una columna de aire 
flblerta en ambos extremos son equivalentes a las de una cuerda eon ambos ex~ 
tremos fijos, pero las posiciones de los nodos y antinodos estan intercambiadas. 

Como segundo ejemplo, consideremos un tubo eon el extremo opuesto al de 
la bo(]uilla (fig. 22-19), cerrado. Las condiciones fisicas en ese extremo se han 
cambiado, mientras que en la boquilla son las mismas que en el caso anterior. 
Por consiguiente en la boquilla debemos tener de nuevo un antinodo, 6 d%/dx = () 
para x = 0 poro en el extremo cerrado (x = L) debemos tener un nodo, 6 5=0 
para x = L. La primera condición, en x = 0, requiere, como en el ejemplo previo, 
quo A « 0, dc modo que la cc. (22.31) se convierte en 

5 ..«=* B cos kx sen to/. 
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Mg* 88 •18, Ondas de presión estacio- 
ttnrlM en una columna de aire abierta 
Oli ombos extremos. 
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Fig. 22-19, Ondas de presión estacio- 
narias en una columna de aire cerrada en 
un extremo. 


Aplicando las condiciones de contorno al extremo cerrado, x = L, obtenemos 
l(xz=L) = B cos kL sen co/ = 0. 

Kulo reąuiere que cos kL = 0, En otras palabras 

*L = (2n + l)~ ó (22.37) 

2 2 /? + l 

OOn la frecuencia correspondiente 

V = -L = (2n + 1) -+ = v lf 3v 1; 5v 1 , ... (22.38) 

Loi modos de vibración son ahora diferentes de los dados por las ecs. (22.35) 
y (22.36), que corresponden a un tubo abierto en ambos extremos. La fig. (22.10) 
mueatra los puntos nodales y ventrales para el caso del tubo abierto-cerrudo 
para n ■ 0, 1 y 2. I>a caracterlstica mds importante es que un tubo ccrrudo en un 
«xtramo puede vibrar sólo eon urmónicos impares del fundamental v x — vj\L. 
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Para longitudes iguales, la frecuencia fundamental de un tubo cerrado es la mitad 
de la de un tubo abierto. 

Una solución de la ecuación de onda del tipo (22.31) corresponde a una onda 
armónica estacionaria de frecuencia angular to. En generał, sin embargo, la per¬ 
turbación establecida inicialmente no corresponde a una frecuencia particular, 
A fin de determinar las longitudes de onda y frecuencias involucradas, se debe 
hacer un anólisis de Fourier de la perturbación inicial. La perturbación en un 
instante posterior es 

l = ^ (A sen kx + B cos kx) sen to/, (22.39) 

(O 

donde k = co/c y los coeficientes A y B se determinan mediante un anólisis de 
Fourier. Pero la ec. (22.39) no representa una onda estacionaria en el sentido 
definido antes (esto es, una onda cuya amplitud depende de la posición) porque, 
debido a la sumatoria, las variables de tiempo y posición no estan completamente 
separadas. 

EJEMPLO 22.6 . Un resorte de masa m ot longitud L y constante eldstica ic se sus- 
pende de un punto fi jo y tiene una esferilla de masa M fija al extremo librę. La 
esferilla se desplaza yerticalmente de su posición de eąuilibrio y entonces se libera. 

Determinar su frecuencia de oscilación. 

Solución: Este problema es similar al discutido en la 
sección 12.3, y estariamo s ten tados de decir que la fre¬ 
cuencia angular es u = Vk/M que fue lo que hicimos en 
aquel ejemplo (aqui llamamos k a la constante elastica 
del resorte para evitar confusión eon el mimero de onda, 
designado por k ). Sin embargo, encontraremos que esta 
frecuencia es correcta sólo cuando la masa del resorte es 
=-K— despreciable en comparación eon la masa de la esferilla. 
dt 2 dx En la fig. 22-20 vemos que cuando colgamos la masa M , 
el resorte se es tira hasta que la fuerza hacia arriba que se 
pro duce sobre M equilibra su peso. Si M se pone a os- 
cilar, se producen ondas en el resorte que viajan hacia 
Figura 22-20 arriba y hacia abajo, originando ondas estacionarias. 

La frecuencia de oscilación de M se determina por la de 
las ondas estacionarias producidas en el resorte. Desig- 
nemos el desplazamiento de cada sección del resorte por Ę. La condición de con- 

torno en el extremo fijo, x == 0, es £ = 0. Esto requiere que B = 0 en la ec. (22.31) 

de modo que el desplazamiento de cada sección del resorte esta dado por 

ę — A sen kx sen at. 

En el extremo librę del resorte, M esta acelerada por la fuerza que ejerce el resorte, 
la Ćual, de aeuerdo al ejemplo 18.5, es — K(d^/d: x) x ~l donde K = kL es el módulo 
de elasticidad del resorte, tal como fue definido en aqucl ejemplo. El signo negativo 
aparece porque el sentido positiyo para 5 es hacia abajo y la fuerza estó orientadu 
hacia arriba (o negatiya) cuando dijdx es positiva. Por consiguiente la ecuación 
de movlmiento de M es 
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ji.0) 


Jal« ecuación da la condición de contorno en el extremo librę del resorte. La ecua- 
m imterior se puede escribir (usando la expresión dada para Ę anteriormenle) 

•orno 

— Mco 2 sen kL =* — Kk cos kL . 


H*etehdo k ~ co/u y reco rdando^ que m = mJL es la masa del resorte por unidad 
lougitud y u — YKjm segun el resultado obtenido en el ejemplo 18.5, tenemos 


coL obL _ KL _ mL __ m 0 
~ tg ~ " ~Mv 2 ~ “ "M"* 


Bila es una ecuación del tipo 0 tg 0 = constante, que determina los posibles valores 
4l la frecuencia angular co. Es una ecuación transcendente que no se puede resolver 

S Or mśtodos algebraicos ordinarios. Sin embargo, cuando el resorte es muy liviano 
• modo que v es muy grandę, podemos usar la aproximación tg 0 = 0 + i6 3 + • • •, 

J Ue es vólida cuando 0 es muy peąueno [ver ec. (M.27)]. Entonces elprimer miembro 
0 lu ecuación se convierte en 


coL 

v 


co L 

. 1 

U>L \ 3 , 

( c*L V , , 1 / 

{ coL V , 



\ -) + ••• 


-) H- 

V 

3 

\ V / 

V v / [ 3 ' 

\ V ) 


Re córdando que K «= kL, y de este modo v ~ YK/iti = LfK/m 0 , tenemos <oL/y — 
m w^m 0 /K, de modo que 


L , <**m Q \ ^0 

k r 3k / M 


0 sou 


CO 2 



co 2 m 0 

3k 



K 

M * 


Como una primera aproximación, si m Q es muy pequeńo, podemos despr eciar el 
segundo tśrmino dentro del parentesis, resultando to 2 = k jM ó co = |/k/M, que es 
ul valor que usamos en la sección 12.3. Como una segunda aproximación, introduz- 
nimos este valor de co en el segundo termino del parćntesis, eon la cual resulta, 


( i 

m 0 , 

\ K 

, 1 

( 1+ T 

—- + . . . 
M ^ 

/ M 

ó ^ 


K 


M + Im o 


Por consiguiente el efecto del resorte sobre la frecuencia angular co es equivalente 
ft ftumentar la masa del cuerpo en un tercio de la masa del resorte, Esta expresión 
da la frecuencia fundamental; pero ademós hay armónicos que no son multiplos 
tnteros del fundamental (Ver problema 22.43.) 


88*6 Ondas electromagneticas estacionarias 

Lob fenómenos de interferencia y difracción son tan caracteristicos de las ondas 
que bu presencia ha sido siempre aceptada por los fisicos como prueba conćluyente 
para que un proceso sea interpretado como un movimiento ondulatorio. Por 
ilta razón, cuando en el siglo diecisiete Young, Grimaldi y otros ohservaron 
Interferencia y difracción en sus investigaciones sobre la luz, la teoria ondulatoria 
de la luz llegó a ser gencralmente aceptada. En aquel tiempo las ondas clectro- 
magnóticas no eran conocidas y se suponia quc la luz era una onda eldsticu que 
M propagaba en un miulio sulil, llamado ćter, quc llenaba todo el espacio, nene- 
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trando incluso la materia. Fue hacia fines del siglo diecinueve que Maxwell pre- 
dijo la existencia de las ondas electromagneticas, y Hertz, por medio de experi- 
mentos de interferencia que daban lugar a ondas electromagneticas estacionarias, 
verificó la existencia de tales ondas en la banda de las radiofrecuencias. Mas 
adelante se midió su velocidad encontrandose que era igual a la de la luz. Tam- 
bićn se encontró que la reflexión, refracción y polarización de las ondas electro¬ 
magneticas eran similares a las de la luz. La conclusión obvia fue identificar la 
luz eon ondas electromagneticas de ciertas frecuencias. A partir de ese momento, 
para todos los intentos y propósitos, la óptica dejó de ser una rama independiente 
de ia fisica y se convirtió simplemente en un capitulo de la teoria electromag- 
nćtica. 

Para comprender la formación de ondas electromagneticas estacionarias, supon- 
gamos que las ondas producidas por un dipolo electrico oscilante inciden perpen- 
dicularmente sobre la superficie piana de un conductor perfecto (fig. 22-21). 
Tomando el eje X en la dirección de propagación y los ejes Y y Z paralelos al 
campo electrico y al campo magnetico, respectivamente, tenemos una onda pola- 
rizada en un piano, eon el campo electrico oscilando en el piano XY. Entonces 
el campo electrico es paralelo a la superficie del conductor. Pero en la superficie 
de un conductor perfecto el campo electrico debe ser perpendicular al mismo; 
esto es, el campo electrico no puede tener componente tangencial (ver sección 16.5). 
El unico modo de que esta condición sea compatible eon la orientación del campo 
elćctrico de la onda incidente es imponiendo que el campo electrico resultante 
sea cero en la superficie del conductor. Esto significa que el campo electrico corres- 
pondiente a la onda reflejada en la superficie es igual y opuesto al de la onda 
incidente, obteniendose de este modo ć = 0 para x = 0. Esta condición es matę- 
mdticamente equivalente a la encontrada para la reflexión de ondas en una cuerda 
eon un extremo fijo, estudiada en la sección 22.5. Como la matemdtica es la misma, 



Fig. 22 -81. Ondas electromagnćticas eslacionarios producidas por reUexión en uiui 
lUperflcle conductora. 
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usar la ec. (22.20) y escribir la expresión para el campo electrieo resul- 

Unl<> 

£ = 2£ 0 sen kx sen <*L 

KI rampo magnetico oscila en el piano XZ . Usando la ec. (19.4), encontramos 
f|tto el campo magnetico se expresa por 

93 = 293 0 cos kx cos w/, 

tam 93 0 = £ 0 kl<* = <f 0 /c. Por consiguiente hay un defasaje de en las variaciones 
tm cl espacio y de \P en las variaciones en el tiempo de los dos campos. En la 
CKpresión matematica de c i0 se observa que el campo tiene amplitud móxima 
tm la superficie. Se puede deducir esto aplicando las condiciones de contorno en 
lu superficie. Refiriendonos a la fig. 22-21(b), yemos que si el campo electrieo 
lici lii onda incidente estś. en la dirección del eje + Y, el campo magnetico debe 
wiar en la dirección del eje —Z, de aeuerdo a la orientación relativa de los dos 
campos eon respecto a la dirección de propagación de las ondas incidentes, las 
ćmiłeś estan segun el eje — X . Para que el campo electrieo resultante śea cero 
cii la superficie, el campo electrieo de la onda reflejada debe estar segun el eje — Y f 
y como la onda reflejada se propaga segun el eje X, el campo magnćtico debe estar 
orientado segun el eje — Z . Asi, aunque el campo electrieo interfiere destructiva- 
meute en la superficie, el campo magnetico lo hace constructivamente* 

Pas amplitudes de los campos electrieo y magnetico de la onda resultante a la 
dislancia x de la superficie son 2£ 0 sen kx y 293 0 cos kx. Las mismas limitan, res- 
pcctiyamente, las zonas rayada y sombreada en la fig. 22-21 (a). En los puntos 
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donde kx = mz ó x = ^nx el campo electrico es cero y el campo magnetico es 
mśximo. En los puntos donde kx = (n + ł)n ó x = (2n + l)*/4, el campo ełee- 
trico es mdximo, pero el campo magnetico es nuło. 

Es instructivo ver como Heinrich Hertz yerificó estas predicciones teóricas en 
1888 eon su eąuipo primitivo. El oscilador de Hertz se muestra a la iząuierda 
de la fig. 22-22. El transformador T carga las placas metślicas C y C\ Estas 
placas se descargan a traves de la abertura P que se convierte en un dipolo ości- 
lante. Tambien se indican en la figura las direcciones de los campos £ y 13. Para 
observar las ondas Hertz usó un alambre corto doblado en forma circular, pero 
eon una peąueńa abertura. Este dispositivo se denomina resonador. El diametro 
del resonador usado en esta clase de experimento debe ser muy peąueńo comparado 
eon la longitud de onda de las ondas. Si el resonador se coloca eon su piano per- 
pendicular al campo magnetico de la onda, la variación del campo magnetico 
induce una fem en el resonador, eon lo cual se produce una chispa en la abertura. 
SI el piano del resonador es paralelo al campo magnetico, no se induce fem y no 
observan chispas en la abertura. 

Para producir ondas electromagneticas estacionarias, Hertz colocó una super- 
flcie reilectora (hecha de un buen conductor) en Q . En tal caso, cuando el reso¬ 
nador estó en un nodo del campo magnetico, no se induce fem, cualąuiera sea su 
orientación. Pero en un antinodo del campo magnetico, la chispa mis grandę se 
obtiene cuando el resonador se orienta perpendicularmente al campo magnetico. 
Al mover el resonador a lo largo de la linea PQ, Hertz encontró la posición de los 
nodos y de los antinodos y la dirección del campo magnetico. Los resultados 
obtenidos por Hertz coinciden eon el anślisis teórico que hemos dado. Midiendo 
la distancia entre dos nodos sucesivos, Hertz pudo calcular la longitud de onda X 
y como conoda la frecuencia v del oscilador, pudo calcular la velocidad c de las 
ondas electromagneticas usando la ecuación c = Xv. Por este medio fue que Hertz 
obtuvo el primer valor experimental de la yelocidad de propagación de las ondas 
electromagneticas. 


22.7 Ondas estacionarias en dos dimensiones 

Consideremos ahora una membrana rectangular estirada sobre un marco de 
modo que sus bordes esten fijos. Si la superficie de la membrana se perturba, 
se producen ondas que se propagan en todas direcciones y se reflejan en los bor- 
des, originando interferencia. Consideremos el caso especial en que se genercu 
ondas planas de una sola frecuencia en la membrana. Ademas supongamos que 
estas ondas se propagan paralelamente a cada lado del marco, como se indica 
en la fig. 22-23. En lugar de nodos y antinodos obtenemos lineas nodales y lineas 
antinodales o ventrales, que se designan por n y v en la fig. 22-23. En la fig. 22-23(a), 
la membrana estó fija a la iząuierda (x = 0) y a la derecha (x = a ), pero los otros 
dos lados estńn libres. Las ondas se propagan segun el eje X en ambos sentulon, 
eon lo cual rcsulta un sistema de lineas nodales y antinodales paralelas al eje V. 
En x Ó y x * a debemos tener lineas nodales. Por consiguieale la coudidón 



W) 
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Fig 1 . 22-28. Ondas estacionarias en una membrana. 


para ondas estacionarias es similar a la ec. (22.23), esto es, 

ka = htt ó c X = 2a/n. (22.40) 

liUft frecuencias correspondientes son 

v = vj\ — n(vl2a) t ‘ (22.41) 

donde v es la yelocidad de propagación de las ondas en la superficie de la mem¬ 
brana, tal como se obtuvo en el ejemplo 18.12. Estas ondas se describen por una 
nxpresión similar a la ec. (22.32), 

£ = A sen kx sen oż, (22.42) 

que el problema es matematicamente el mismo. La adición de la segunda 
4łmensión no ha cambiado nuestras condiciones de contorno que siguen siendo 
| m 0 para x = 0 y x = a. La simetria sugiere que la coordenada y no desempeńa 
Ringun papel hasta tanto no se fije la membrana a lo largo de los lados paralelos 
i U dirección de propagación. 

En la fig. 22-23(b) la membrana esta fija abajo (y = 0) y arriba (y = ft). Para 
!«• ondas que se propagan paralelamente al eje Y las lineas nodales y antinodales 
■On paralelas al eje X. La condición para las ondas estacionarias es similar a la 
•0< (22.40), reemplazando a por b, obteniendose 

kb=nn ó ' X = 26/n, (22.43) 

eon frecuencias 


V - p/x «= n(vl2b), 


(22.44) 
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que son diferentes de las dadas en la ec. (22.41) para ondas paralelas al eje X. La 
ecuación de las ondas estacionarias es 

Ę =* A sen kg sen <*L 

A continuación consideremos una membrana eon sus cuatro lados fijos y ondas 
planas propagandose en una dirección arbitraria sobre su superficie. Recordemos 
primero que una onda piana en dos dimensiones, haciendo z = 0 en la ec. (18.46), 
se expresa por 


i = So sen [o>Z — (k x x + %)], 


donde hemos seguido la convención de escribir el factor tiempo primero. Las can- 
tidades k ± y k 2 son las componentes en el piano XY del vector k paralelo a la 
dirección de propagación y de longitud k /X = Entonces: 





(22.45) 


X 


Para un rayo inicial PQ (fig. 22-24), caracte- 
rizado por las componentes k ± y k z , hay un 
rayo reflejado QR caracterizado por k ± y — k r 
De R a S el rayo esta caracterizado por — k v 
— k 2 ; y de S en adelante el rayo se caracteriza 
por las componentes — k v /c 2 . En las sucesi- 
vas reflexiones de este rayo, no aparecen nue- 
vas combinaciones de k x y /c 2 . Concluimos en¬ 
tonces que a lo largo de la membrana hay 
un sistema de cuatro ondas, debidas a la 
reflexión en los cuatro lados. (Esto es diferente 
de los problemas en una dimensión, en los 
cuales sólo aparecen dos ondas.) Estas cuatro 
ondas deben interferir de tal modo que para 
X=0yx=a,y para g = 0 e g = b, el valor resultante de ę sea cero. Un pro- 
ccdimiento algebraico directo muestra (como veremos en el ejemplo 22.7) que 
los valores de k ± y k 2 satisfacen las condiciones 


F1&. 22-24. Reflexiones sucesi- 
vas de una onda en una membra¬ 
na rectangular. 


k r a = /^tc ó k 1 — JhJL 9 

a 


/CgÓ • /Ig TC O /Cg 


(22.46) 


n 9 n 


donde y n a son enteros. Entonces por la ec. ^ 


tenemos 




(22.47) 
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n { = 1, n 2 = 2, 


fi*. £2-25. Prhneros modos dc vil>rnció» dc una membrana reelanguhir, mosl rundo 
Ulicas uodulca, Lu frccuonclu dc cudu mmlo estń dudu en functón dc la freeuendtt 

fundament a I g > 0 *»nvfb. 


Jf palt las posibles frecuencias tenemos 


--lM 

2 V o* 


(22.48) 


Ddawnós observar ahora que las posibles frecuencias ya no son multiplos de una 
trreuencia fundamental, sino que siguen una secuencia mds irregular. Las posibles 
lóligltudes de onda estan dadas por 


(22.49) 


KI diagrama de lineas nodales, obtenido usando la ec. (22*49), esta dado por 
HfjiP ■■ n[ tt y k 2 y = donde n [ y n' son enteros menores que n x y n 2 respec- 
tlvamente, y forman los diagramas rectangulares que se ilustran en la fig. 22-25. 

KI problema de la membrana circular es matematicamente mas complejo; 
ftIII embargo, una vez mas encontramos que son posibles solo ciertas frecuencias. 


1, 71 9 K 1,U-U>n 


7?.| = 2, n 2 — 1 > w 
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0)Q 



f (t) ~ 1,5933 uig 



^ w = 2^.9173 wg 


w = 2,2954 a>g 





Fi*. 22-26. Algunos posibles modos de vibración de una membrana circular. Las 
lineas nodales se indican eon flechas. La frecuencia de cada modo esta dada en fun- 
clón de la frecuencia fundamental <o 0 . 


La simetria sugiere que en este caso las lineas nodales son circunferencias y radios, 
como se indica en la fig. 22.26 para algunos de los modos posibles. 

EJEMPLO 22.7. Deducir las condiciones (22.46). 

Solucfdn; Hemos dicho que sobre la membrana hay una śuperposición de cuatro 
ondas que corresponden a las cuatro combinaciones posibles de ± k x y ± k a . El sis- 
tema de las cuatro ondas da una resultante Ę, de aeuerdo a 

i = 5 0 sen [cof — (k t x + k^)] 

+ Zo sen [cof — (k x x — k 2 y)] 

+ ' sen — (— k x x — k&) ] 

+ sen ]<of — (— k t x + k 2 y)]< (22.50) 

que os la equivalente de la ec. (22.19) para una dimensión, Ahora bien, para todos 
los puntos donde x « 0, debemos tener £ = 0. Haciendo x = 0 en la ec. (22.50) 
y agrupando los tórminos equivalentes, podemos escribir 

5 - (5. + 5Ó") sen (cof — k 2 y) + & + £o") sen (ca/ + k,y) - 0, 

lo ciiąl reąulere que 

£ 0 -i- 51" * 0, Ę 0 ' + » 0. 


(22.51) 
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II.*) 

AtiAlu^imente, paja todos los puntos donde y — 0, debemos tener E = 0 de 
ijllt* Im 10. (22.50) produce 

E = (5, + «) sen (co t — k x x) + (E 0 " + Ej") sen (co/ + k x x) = 0, 

tyfłt* m HU vez reąuiere que 

E 0 + « - 0 , EJ' + Eo" - 0 . (22.52) 

(llHitbhumdo las ecs. (22,51) y (22.52), encontramos 
Eo = — U = &' = — EJ", 

S IU* fiu los cambios de fasę correspondientes a cada reflexión, de conformidad eon 
I rtMMiltado similar en el caso de una cuerda. Por consiguiente la ec. (22.50) se eon- 

en 

E = E 0 {sen [to/ — (k x x + k 2 y)] — sen [co/ — (M — k zU)\ 

+ sen [c ot — (— k x x — k 2 y)] — sen [co/ — (— k x x + /c 2 y)]}. 

^rminformando cada linea de la ecuaclón anterior en un producto, por medio de 
In im*. (M.12), tenemos 

E 2 EJ— sen k 2 y cos (co / — k x x) + sen k 2 y cos (co/ + k x x)] 

=» 2E 0 sen k 2 y[ — cos (co / — k x x) + cos (co / + k x x)]. 

Truosformando de nuevo la diferencia de los cosenos en un producto, obtenemos 

E = — 4E 0 sen k x x sen k 2 y sen co/, (22.53) 

IJlie es la equivalente en dos dimensiones de la ec. (22.20). El signo negativo al frente 
iturece de importancia y no tiene significado especial. Po demos yerificar nuestra 
pil mera condición de contorno haciendo a: = 0 ó y = 0, y observando que obtene- 
Uiok E = 0, que constituye nuestra condición. 

Podetnos ahora yerificar el segundo grupo de condiciones de contorno; esto es, 
t 0 |>ara x = a 6 y — b. Estas condiciones requieren que sen k x a = 0 ó sen k 2 b = 0 
eon In cual resulta k x a = npt y kj? ~ n 2 n. Estas son las condiciones (22.46). 


HS.S Ondas esłacionarias en tres dimensiones; caridades reso* 
nantes 

KI, problema de las ondas estacionarias en tres dimensiones es una simple exten- 
t»ł4n del caso de dos dimensiones. Consideremos una cavidad rectangular de lados 
u, b y c, de paredes perfectamente reflectoras (fig. 22-27) de modo que E = 0 
mi las seis caras. Una onda piana en el espacio esta caracterizada por un yector fc, 
perpendicular al piano de la onda eon tres componentes k v k 2 y k 3 segun los tres 
cjdl. Cuando se produce una onda en el interior de la cavidad, se refleja sucesiva- 
monte en todas las caras estableciendose un grupo de ocho ondas que resultan 
ile las diferentes combinaciones posibles entre ±k v ±k 2 y ±/c 8 . La interferen- 
ciu o superposición de estas ocho ondas da lugar a ondas estacionarias si las com~ 
ponentes k v k 2t k s de k tienen los yalores apropiados. Por analogia eon la ec. (22.46), 
entos yalores son 

k x a = n 1 iz t kjb = n a 7r, /c 8 c = 


6 


k x — n x nja t k % ■» n t Tc/&, /c* na tc/c, 


(22.54) 
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donde n v n 2 , n 3 son enteros. Como k = [ -f IĄ +'A§, podemos escribir 


(22.8 


■n 


1 4. 4. n i 

2 b 2 c* 


3 


y las posibles frecuencias de las ondas estacionarias en la eavidad son 


“ 2 I d 


Ł + 

,2 ^ 


b 2 


+ 


zi 

r 2 


(22.55) 


(22.56) 


Una cavidad tal como la que se muestra en la fig. 22-27 podrą mantener ondas 
de frecuencias dadas por la ec. (22.56) y serd por consiguiente resonante. 

En el caso de una cayidad esferica o 
cilindrica, el tratamiento matematico es mds 
complejo, pero se encuentra de nuevo que 
solo ciertas frecuencias son permitidas. 

Los resultados que hemos obtenido para 
ondas estacionarias en cavidades encuen- 
tran muchas aplicaciones. En actistica, por 
ejemplo, las cavidades resonantes se usan 
para el andlisis del sonido. Las cavidades 
resonantes para ondas electromagneticas 
tienen paredes construidas eon materiales de 
gran conductividad electrica, de modo que 
reflejen lo mejor posible. Estas cavidades 
pueden sostener ondas electromagneticas 
estacionarias de frecuencias definidas, eon 
pocą atenuación de las mismas por energia 
perdida en la reflexión. Esto significa que las 
cavidades sirven como depósitos de energia electromagnćtica. La teoria detallada 
de las ondas electromagneticas estacionarias en cayidades es ligeramente mas 
complicada de lo que nuestra discusión puede indicar, debido al caracter trans- 
versal de las ondas. Pero resultados tales como La ec. (22.56) permanencen iguales. 
Tales cavidades se usan para andlisis o medida de frecuencias (de la misma manera 
que los resonadores acusticos), como control de frecuencia en circuitos oscilantes 
y para medir las propiedades de los materiales que llenan la cayidad. 



Figura 22-27 


EJEMPLO 22.8. Determinar el numero de modos diferentes de oscilación para 
frecuencias iguales o menores que v en una cayidad cubica de lado a . 

Solución : Si la cayidad es cubica, a = b = c en la ec. (22,56), y las frecuencias posi- 
blos son 

V = (y/2 a) Yn] + nj + ni 


o sea 

n\ + nl + n§ - 4v a a a /i> a . (22.57) 

En un slstema de referenda en cl cual las coordenadas son n u n a , n a (fig. 22-28), la 
cc, (22,57) represontu una esfera de radio 2v«/f;. Nucstro problemu os Imliur Indus 
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lag combinaciones posibles de los enteros n u n 2 y n s que satisfagan 
«! + «! + nl < 4v a a s /» 2 - 


81 el radio es muy grandę, el numero de combinaciones posibles es igual al yolumen 
del octante de la esfera que se muestra en la fig. 22-28(a); como a cada conjunto, 
de enteros n 19 n a y n 3 podemos asociar una celda de yolumen unidad, como se indica 
COn puntos en la fig. 22.28(b), entonces el ndmero de modos de oscilación de fre~ 
CUencia igual o menor que v es 


1 

4tt 

2va \ 

8 

3 



3 u 3 


Como a 3 es el yolumen de la cavidad, si dividimos por este numero obtenemos el 
ntimero de modos por unidad de yolumen, o sea 


flv,L 


4rcv 8 
3i> 3 ’ 


(22.58) 


El subindice L se agrega porque este resultado solo es valido para ondas longitu- 
dlnales. Si las ondas son transversales tenemos para cada modo dos estados de 
polarización independientes y diferenfes, de modo que en lugar de la ec. (22.58), 
debemos escribir 


n*r (22.59) 

3 v 9 

Algunas veces es conyeniente conocer el numero de modos en un intervalo de fre- 
cuoncias dv lo cual se escribe en la forma dn v — gr(v)dv. Diferenciando la ec. (22.58), 
tenemos 


dnv.L - £i,(v)dv - dv, (22.60) 

mloiitras que para ondas transversales se obtiene de la ec. (22.59) 

dn v .T </r(v) dv =■-= dv, (22.61) 

i; a 

EttOH rcHultadoH ho u muy uUIch en muchos ealcułos. 
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(22.9 


Las cayidades estudiadas hasta ahora permiten solo ondas estacionarias. Pero 
hay tambien la posibilidad de producir ondas viajeras en ciertas regiones llama- 
das guias de onda> que son cayidades largas abiertas en ambos extremos. Las 
ondas que entran por uno de ellos se reciben en el otro. Discutiremos en detalle 
un tipo simple de guia que consiste en dos planos paralelos separados una dis- 
tancia a (fig. 22-29). Si se establece una onda en el interior de la cavidad, foimando 
un dngulo eon los planos, determinado por las componentes k x y k 2 del yector fe, 
paralela y perpendicular respectivamente a los planos, esta onda experimenta 
sucesiyas reflexiones en las superficies de la cavidad, rebotando entre ellas. Como 
el espacio no esta limitado en la dirección paralela a los planos (como sucede 
eon las cayidades), la onda continuara progresando hacia la derecha. Tomemos 
el eje X paralelo a los planos y el eje Y perpendicular a los mismos de modo que 

el yector k quede en el piano XY. En 
la fig. 22-29 hemos indicado la trayec- 
toria de un rayo particular. A lo largo 
de PQ el rayo est& caracterizado por las 
componentes k ± y k 2 ; desde Q hasta R , 
eśta caracterizado por las componentes 
k ± y — k 2 . Desde R en adelante de nue- 
vo lo caracterizan k ± y k 2 . Concluimos 
entonces que en el espacio entre los 
planos reflectores tenemos dos grupos 
de ondas yiajeras, correspondientes a 
k v k 2 y k v — k 2 respectivamente. (Re- 
cordar que en eł caso de ondas esta¬ 
cionarias de dos dimensiones, tales como 
las que se producen en una membrana, tenemos cuatro ondas, debido a las 
ondas adicionales que se generan por reflexiones en los extremos derecho e 
iząuierdo.) Estas dos ondas interfieren dando lugar ał movimiento ondulatorio 
resultante (como se mostrard en el ejemplo 22.9) descrito por la expresión 

i = — 2Ęq sen k$ cos (at — k ± x) 9 (22.62) 

donde 

k 2 = nn/a, (22.63) 

i 

para satisfacer la condición de contorno 5=0 para y = a. 

La ec. (22.62) difiere profundamente de los resultados que hemos obtenido para 
otras clases de ondas estacionarias, en que la coordenada x no estó separada, sino 
que todavia aparece en un termino de la forma cos (ot — k ± x), Este termino 
corresponde a una onda que viaja segun el eje X eon una velocidad de fasę 

(22.64) 



Y 



Fig. 22-29. Rayo propagandowe entre 
dos planos reflectores paralelos. 
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(lotno k x es una componente de k, entonces k, y la ec. (22.64) indica que 
|m yelocidad de fasę de la onda que viaja a lo largo de la cavidad es mayor que la 
Yelocidad de fasę v — v>jk de la onda en el espacio librę. De modo que para las 
IHmIiim electromagneticas, la yelocidad de fasę sera mayor que c. Ahora, de k z = 
k*j -f kl y de la ec. (22.63), tenemos que 


w m\ 


k* = ą + 


n*7 r 2 

d 2 



(22.65) 


y« que k = <*jv. La yelocidad de grupo asociada eon la yelocidad de fasę dada por 
ł# <*c, (22.64) es, segun las ecs. (18.58) y (22.65), 



( 22 . 66 ) 


1« teual es menor que v ya que k x <. k . 
obtenemos v p v g = v 2 9 o para las ondas 
= c a , resultado encontrado previa- 
iiicftlte en el ejemplo 19.9 para una si- 
I unción diferente. Vemos entonces que, 
iittd en el vacio, una guia de onda elec- 
trojnagnetica actua como un medio 
dispersiyo de indice de refracción me- 
noi? que uno, y por lo tanto una yelo¬ 
cidad de fasę mayor. que c, pero una 
yelocidad de grupo menor que c. 

La ec. (22.65) tambien indica otrą 
ij^ropiedad importante de las guias de 
0nda. Como k x debe ser un numero real, 

1 fln de que una onda se propague a 
lo largo de la guia de onda, es necesario 
que « 2 /a 2 ^ n 2 K 2 /a 2 , lo cual da 

i nno/a ó v ^ nvj2a. (22.67) 

En otras palabras, sólo aquellas ondas 
Cuyas frecuencias satisfacen la ec. (22.67) 
10 propagan a lo largo de la guia. Cada 
lnodo estó determinado por el valor de 
/I, y para cada modo hay una frecuencia 
de corte igual a rmuja por debajo de la 
Oual la propagacidn es iniposiblc. Las 
guias de onda actiian entonces como 
flltros de frecuencia. 


Multiplicando las ecs. (22.64) y (22.66), 
electromagneticas en el vacio (v = c), 


n - 1 



u a 

MMMMM 


Planos ę -*J)irece|ón 

nodales^_V y propnanclón 


Fig. 22-80. Trcs prjmcros modos de 
propagación de unu otula onl.ro (los 
planos rodociores paralelo*. 
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Ionosfera 



Fig. 22-81. El espacio comprendido entre la ionosfera y la tierra actua como una 
gula de onda para las ondas de radio. 


Aunąue la onda se propaga en eł interior de la guia de onda segun el eje X , 
la amplitud esta modulada transversalmente en la dirección del eje Y por el factor 
sen k 2 y de la ec. (22.62). La variación transversal de la amplitud se indica en la 
ag. 22-30 para n = 1, 2 y 3. En la practica las guias de onda tienen en generał 
una sección transversal rectangułar o circular. Las dos formas producen resultados 
similares eon respecto a la velocidad de fasę a lo largo del eje de la guia y eon res- 
pecto a la frecuencia de eorte. 

Aunąue nuestra discusión sobre la guia de ondas es valida para cualąuier clase 
de ondas, para las ondas electromagneticas la situación tiene algunas peculia- 
ridades. Debido al caracter transyersal de estas, para cada k hay dos posibles 
modos, dependiendo de la orientación relativa del campo electrico eon respecto a los 
lados de la guia de onda. Las guias de onda para las ondas electromagneticas se usan 
extensamente en la region de las mieroondas eon la finalidad de trasmitir seńales. 

Es interesante observar que el espacio entre la superficie de la tierra y la ionos¬ 
fera, que esta aproximadamente a 80 km de altura, forma una guia de onda que 
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purmilo la propagación de ondas de radio alrededor de la tierra, como se iluslrn 
IR tu lig. 22-31. 

Ilu ojemplo simple de gula de onda de planos paralelos en la region óptica, 
IM rl do los dos espejos paralelos tales como los que se encuentran en algunas bar- 
barlim. Otro tipo de guia de onda óptica consiste en filamentos transparentes 
(Mili un diametro de pocos micrones, llamadas flbras ópticas. Estas fibras se hacen 
Ite vidrio o cuarzo, aunąue se estan probando otros materiales, como el nylon. 
|tli rayo que entra por un extremo sigue el eje de la fibra como consecuencia de 
I** vnrias reflexiones y sale por el otro extremo (fig, 22-32), Cuando las fibras 
|a disponen en haces, se puede trasmitir una imagen de un punto a otro. Las 
glllas de onda acusticas tambien son muy comunes. Los conductos de aire del 
»IM emu de calefacción de una casa, por ejemplo, actuan como guias de onda acus- 
llrus siendo capaces de trasmitir ruidos desde la caldera o sonidos de una habita- 
a otrą. El oido interno es esencialmente una guia de onda acustica. 

KJIlMPLO 22.9. Deducir las ecs. (22.62) y (22.63). 

Ęolución: Las dos ondas que se propagan a lo largo de la guia dan lugar a una onda 
rmultante descrita por la expresión 

5 = So sen [w/ — (k x x + k 2 y)] -j- ĘÓ sen [W — (Ar^ — Ar 2 y)], (22.68) 

lu oual debe ser comparada eon la ec. (22.50). Para determinar Ęó imponemos la 
(Miiidlclón Ę — 0 en todos los puntos de la superftcie inferior; esto es, y = 0. Ha- 
rloAdo y ~ 0 en la ec. (22.68), tenemos 

5 =(£ 0 + 5ó) sen (tof — Ar^) = 0, 

de modo que Ę 0 -f Ęj = 0 ó Ęj = —£ 0 , resultado que era de esperar segun nues- 
Irn experiencia previa para situaciones similares. Entonces la ec. (22.68) se con- 
vlrpte en 

£ = £,{sen [oi< — (kiX + k t y)] — sen {&>( — (k\x —- A 2 r/)]}. 

Trnnsformando la diferencia entre los dos senos en un producto, podemos escribir 

Ę 3 — 2Ę 0 &en cos (o>t — k x x). (22.69) 

tfaciendo y = 0, yeriflcamos que se satisface la condición de contorno en el piano 
lllfurlor. La condición de contorno en el piano superior (y = a) es tambien £ - 0. 

Bito reąuiere que sen k 2 a ~ 0, eon lo oual resulta k 2 a = niz ó k 2 = rm/a. Sin em¬ 
bargo, no hay condición de contorno para la coordenada x. 

MJKMPŁO 22.10. Discutir las ondas electromagneticas en una guia de onda de 
planos paralelos. 

fo lueión: Como quedó explicado, las ondas electromagnćticas en guias tienen sus 
proplas peculiaridades, debidas al caracter transversal de las mismas y a las con¬ 
diciones de contorno en la superflcie del conductor. Estas condiciones de contorno 
•on: (t) el campo elćctrico es normal y (2) el campo magnćtico es langendul a la 
•Uperfleie del conductor. Una solución posible de las ecuaciones de Maxwcll quo 
IfttUfaga estas condiciones para una gula de ondas planas cs la dada por la ec. (10.12); 
lito os, <‘-y ■--= Ć Q sen (co/ — A\r), sen (c *t — kx) eon b 0 ^ C 0 /c. Las Hneim 

dl fuerza del campo elóetrieo se ind lenn eon Kneas en la fig. 22-33 y las del eiunpo 
magnćtico eon puntos y cm ces. En osie caso la gula de onda no ctutihla lu velocldttd 
da faso de lu onda, la cual se propaga eon lu mlsma volocldad dc taie c r 1 w/A, co- 
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Fig. 22*38. (a) Lineas de fuerza de los campos electrico (llneas verticales) y mag- 

nćtico (puntos y cruces) en el piano X Y para una onda electromagnetica que se 
propaga paralelamente a los dos planos reflectores paralelos al piano X Y. (b) Cam¬ 
pos elćctrico y magnetico de la onda descrita en la parte (a). 


rrespondiente a la propagación en el espacio librę; la gula de onda limita solamente 
el frente de onda. 

Pero las ecuaciones de Maxwell admiten otras soluciones que tambien satisfacen 
nuestras condiciones de contomo. Una solución posible es 

ć x — Cy — 0, Ć z = ć 0 sen k$ cos (cof — k x x), 
k 

% sss — —L £ q cos k$ sen (coć — k x x)> 

CO 

k 

= ——~ £ 0 sen k^y cos (c ot — k x x\ % = 0. 
co 

Eato se puede verificar por sustitución directa en las ecuaciones de Maxwełl. Esta 
solución se llama TE (transuersal electrica), debido a que el campo elóctrico es trans- 
versal mientras que el magnćtico tiene una componente segun la dirección de pro¬ 
pagación efectiva, o eje X. Los campos elćctrico y magnetico son, sin embargo, 
perpendiculares entre si. Para satisfacer las condiciones de contorno en ambos pla¬ 
nos conductores, dcbemos hacer ć t = 0 y = 0 para y = 0 e y = a. La primera 
le satlsface automaticamente, mientras que la segunda requiere que sen k % a -- 0 
o sea k t a » mr, de modo que se obtienc la condiclón dadu por la ec. (22.08). Lu 
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fig, 22-34(a) muestra las lineas de fuerza para el modo minimo, n = 1. Las lineas 
fiu (uerza del campo electrico son rectas paralełas a los planos (perpendiculares u la 

J Mna) por lo tanto se indican eon puntos o cruces, mientras que las lineas de fuerza 
Ol campo magnetico son las curvas cerradas. Cada diagrama ocupa la mitad de la 
longltud de onda efectiva 2 n/k l9 y los diagramas sucesivos tienen una diferencla 
fasę de iż. Los diagramas viajan a lo largo de la gula eon la velocidad de fasę v v 

Otrą posible solución de las ecnaciones de Maxwell es 

k 

ć* - - ć 0 sen k 2 y sen (c ot — k x x) f 

C y *= ć 0 cos k 2 y cos (tof — k x x), C z 0, 

% — = 0, % — -■ ** — £ 0 cos k 2 y cos (cof — k x x). 

k x c 2 

Tambión se puede verificar esto por sustitución directa en las ecuaciones de Max- 
Weil. Esta segunda solución, se designa TM (transuersal magnćtica) y se le da esic 
nombre porąue el campo magnetico es transversal. El campo electrico, sin embargo, 



Fig. 22-84. Guias de onda para ondas electromagneticas. (a) Campo electrico per- 
pendicular a la pagina, o modo TE. (b) Campo magnćtico perpendicular a la pó- 
gina, o modo TM. 


tlene una componente a lo largo de la dirección efectiva de propagación. Ambon 
campos permanecen perpendiculares entre si. Para satisfacer las condiciones de 
contorno en los planos conductores, debemos hacer ć z = 0 para y = 0 e y «. 
La primera se satisface automaticamente, y la segunda reąuiere, una vez mas, ijuo 
sen k 2 a = 0, o sea k 2 a = nn, de modo que se obtiene de nuevo la condición dudu 
por la ec. (22.63). Por consiguiente ambos modos tienen la misma freeuencia de 
corte. 

La fig. 22~34(b) muestra las lineas de fuerza para el modo mas bajo, n - 1. Lns 
lineas de fuerza del campo magnetico son ahora lineas rectas paralełas a los planos 
(perpendiculares a la pagina) y se indican por puntos o cruces, mientras quo lns 
lineas de fuerza del campo elćctrico corresponden a los diagramas que se muestrau. 
Como en el caso TE cada diagrama ocupa la mitad de la longitud de onda efectiva 
2t t/Ic Łp y los diagramas yiujan a lo largo de la gula eon Ja velocidad de fasę v p 

La solución generat de las ecuadones de Muxwełl (|ue satisface las condiciones 
do contorno de esto problemu es unu comblimclón lineal de los modos TU y TM. 
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Problemas 

22.1 Dos rendijas separadas por una 
distancia de 1 mm se iluminan eon luz 
roją de longitud de onda 6,5 x 10~ 7 m. 
Las franjas de interferencia se obser- 
van sobre una pantalla colocada a 1 m 
de las rendijas. (a) Hallar la distancia 
entre dos franjas brillantes y entre dos 
franjas oscuras. (b) Determinar la dis¬ 
tancia de la tercera franja oscura y de 
la ąuinta franja brillante, a partir de la 
franja central. 

22.2 Por medio de un biprisma de 
Fresnel (fig. 22-4) se producen franjas 
do interferencia sobre una pantalla dis- 
tante 0,80 m del biprisma, usando luz 
do longitud de onda igual a 6,0 x 10~ 7 m. 
Mallnr la distancia entre las dos ima- 
genos producidas por el biprisma si 
21 lranjas cubren una distancia de 
2,4 mm sobre la pantalla, 

22.3 Dcmostrar que si se coloca una 
flicntc a una distancia d de un biprisma 
de Fresnel de indice n y &ngulo A muy 
pecjuefto, la distancia entre las dos iinó- 


genes es a = 2(n — l)Ad, donde A se 
expresa en radianes. Calcular el espacia- 
miento de las franjas producidas por una 
fuente de luz verde de longitud de onda 
5 x 10“ 7 m colocada a 5 cm del biprisma, 
que tiene un indice de 1,5 y un angulo 
de 2°. La pantalla esta a 1 m del bi¬ 
prisma. 

22.4 La fig. 22-35 muestra la disposi- 
ción llamada espejo de Lloyd , el cual pro- 
duce diagramas de interferencia. Las 



Płaca de vidrio 



Figura 22-35 


fuentes coherentes dc luz son S t y su 
imagen que se dębe a la rellexidu cii 
la superflcie superior dc lu placu dc 
viilrio. Por consigulenie los ruyos quo 
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Itltoffleren son los que provienen direc- 
Utnente de la fuente y los reflejados por 
•I vldrio. iQue concluira ud. acerca del 
OAinblo de fasę por reflexión si la franja 
OOrrespondiente a una diferencia de ca- 
niino igual a cero es (a) brillante, (b) os- 
guru ? En el experimento real se obtiene 
#1 resultado (b). ^Es de esperar este re- 
lUllado en vista de la discusión de la 
WU-olón 20.7? 

92.5 En el espejo de Lloyd, la rendija 
qu<5 actua como fuente S t y su imagen 
Vlrtual yacen en un piano situado 
30 cm detras del borde iząuierdo del 
twpejo (ver fig. 22-35), El espejo tiene 
30 cm de longitud y la pantalla se coloca 
PU el borde derecho, Calcular la distancia 
del de este borde al primer maximo lu- 
inlnoso, si la distancia perpendicular 
doftde al espejo es 2 mm y si X = 
- 7,2 x 10’ 7 m. 

22.6 Discutir el diagram a de interferen- 
gta que se produce sobre una pantalla 
0Uftndo las fuentes y S a estan separa- 
das una peąuena distancia a y colocadas 
lagun una linea perpendicular a la pan¬ 
talla (fig. 22-36a). Experimentalmente 
laa dos fuentes podrian ser las dos ima- 
genes dc una fuente luminosa producidas 



por reflexión en las dos caras de una 
lamina delgada de mica (fig. 22-36b). 
Esta disposición se llama interferómetro 
de PohL 

22.7 Dos fuentes de ondas sonoras sin- 
cronizadas trasmiten ondas de igual in- 
tensidad a una frecuencia de 680 Hz. 
Las fuentes estan separadas 0,75 m. La 
velocidad del sonido es 340 m s“ l . Hallar 
las posiciones de intensidad minima: 

(a) sobre la linea que pasa por las fuentes, 

(b) en el piano perpendicular bisector 
de la linea que une las fuentes, (c) en 
un piano que contiene las dos fuentes. 
(d) ^Es nula la intensidad para ałgun 
minimo ? 

22.8 Una tecnica para observar un din- 
grama de interferencia producido por dos 



rendijas es iluminarlas eon rayos de luz 
paralelos, colo car una lente eon ver genie 
detras del piano de las rendijas y obsemu* 
el diagram a de interferencia sobre u nu 
pantalla colocada en el piano foettl de In 
lente (fig. 22-37). Probar que la posłeión 
dc las franjas brillanles eon respeeto 
a la franja central mU\ dudu por x —• 
■> n(/tya) y la do las franjas oicurai 
corresponde a x ** (2n 1) (/ty 2a), §ion- 
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do n un entero, / la distancia focal de la 
lente y a la separación de las rendijas. 

22.9 Dos haces paralelos de luz mono- 
crom&tica de la misma longitud de onda 
y que forman un angulo peąueno entre 
ellos, inciden sobre dos rendijas separa- 
das la distancia a y colocadas enfrente 
de una lente convergente (fig. 22-38). 
Debido al desplazamiento angular del 
haz, los dos grupos de franjas que se 
observan sobre una pantalla colocada en 
el piano focal de la lente (ver el próbie- 
ma anterior) no son coincidentes. Mos- 
trar que si 8 = X/2a, las franjas brillantes 
de un haz se situan sobre las franjas os- 
curas del otro haz y el diagrama de in- 
terferencia desaparece. Este es el me¬ 
todo propuesto por Fizeau en 1868 para 
medir la separación angular de dos ob- 
jetos distantes, variando la distancia a 
hasta que el diagrama de interferencia 
desaparece. Este metodo se ha usado, 
por ejemplo, para medir la separación 
angular entre estrellas; esto se hace colo- 
cando una pantalla eon dos rendijas en 
frente del objetivo de un telescopio y 
varlando la separación de las rendijas 
hasta que el diagrama de difracción de¬ 
saparece. Encontrar la minima separa¬ 
ción angular que se puede medir eon el 
telescopio de Mount Wilson, cuyo obje- 
tivo tiene un diametro de 100 pulgadas 
ó 2,54 m. Suponer que la longitud de 
onda es 5,7 x 10~ 7 m. 

22.10 Para aumentar el poder de reso- 
lución de un telescopio, Michelson cons- 
truyó en 1921 un dispositivo interfero- 
mćtrico tal como el que se ilustra en la 
fig. 22-39, donde las M son cuatro espe- 
Jos colocados enfrente del objetivo de un 
telescopio. Por consiguiente io que se 
observa a travćs del telescopio es el 
dla grama de interferencia de los rayos 



recibidos por los espejos M 1 y M 2 . Esic 
es esencialmente el dispositivo de Fizeau 
descrito en el problema 22.9. Se puede 
probar que cuando uno observa una 
fuente de luz extensa, el diagrama do 
interferencia desaparece si el angulo 
subtendido por la fuente se relaciona 
eon la separación de los espejos por la 
ecuación 8 = 1,22 X/a. Con a — 121 pul¬ 
gadas = 3,07 m y una longitud de. 
onda de 5,75 x 10~ 7 m, Michelson en- 
contró que las franjas que corresponden 
a la estrella a-Orionis (Betelgeuse) des- 
aparecian. Probar que el diametro angu¬ 
lar de esta estrella es 0,047". Con este 
metodo se hizo la primera medida del 
diametro de una estrella. ^Cual debera 
ser el diómetro del objetivo de un tesles- 
copio para que ós te tenga el mismo poder 
de resolución? Si la distancia a la estrella 
es 1,80 X 10 1B m, encontrar el diametro 
lineal de la estrella. Gomparar este valor 
con el diametro del sol y de la órbita 
terrestre. 

22.11 Un arreglo interferometrico usa- 
do en radioastronomia consta de dos 
radiotelescopios separados una cierta 
distancia. Las antenas de estos telesco- 
pios se pueden orientar en diferentes di- 
recciones, pero se mantienen siempre 
paralelas entre si. Las senales recibidas 
por las antenas se trasmiten a una esta- 
ción receptora, donde se mezclan (fi¬ 
gura 22.40a). Demostrar que las direc.- 
ciones de incidencia para las cuales la 
serial resultante es maxima estan dadas 
por la ec, (22,11), sen 0 ~ nX/a. 
rencia: Observar que la situación es 
exactamente inversa a la de las dos fuen- 
tes, ilustrada en la fig. 22-3.] Usando 
coordenadas polares hacer un grafico 
de la intensidad de la senal en función 
del angulo 8. La fig. 22-40(b) muestra 
el dobie interferómetro situado en Green 
Bank, West Virginia, el cual opera con 
una longitud de onda de 11 cm. La dis¬ 
tancia a entre los dos radiotelescopios 
se puede ajustar hasta 2700 m. Hallar 
el angulo subtendido por el maxinio 
central de intensidad cuando la separa¬ 
ción de los dos telescopios es maxima. 

22.12 Supongamos que tenemos, en lu- 
gar de dos rendijas paralelas como en el 
cxperimento de Young, tres rendijas 
paralelas igualnientc separadns por una 
distancia a. Dlsculir la dlstrlbudóu do 
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Hf. •> -40. (a) Esąuema de un Tadiointerferómetro. (b) Radiointerferómetro de dos 

|j*ni«ntos situado en Green Bank, West Virginia. (Fotografia cortesia del National 
gildio Astronomy Observatory). 


łttlensidad del diagrama de interferen- 
Olik que se observa sobre una pantalla 

dUUnte. 

lii. 13 Hallar las intensidades de los 
lUń&lmos secundarios eon respecto a los 
nuUlmos principales producidos por la 
dlsposlción de fuentes de la fig, 22-12. 
[Sugerencia: Se puede probar que el 

I irliner móximo secundario ocurre para 

1^48°.] 

12.14 Hallar la separación entre las 
funntes del arreglo de la fig. 22-12 nece- 
KHilo para producir un diagrama “remo 
de dos palas"; esto es, un diagrama eon 
mśximos principales para 0 = ± tt/2. 
Riterminar la posición de los maximos 
unoundarios. Hacer un graf!co de la dis- 
fribución angular de la intensidad. 

22.15 Estudiar la distribución angu- 
lut de la intensidad para (a) tres y (b) 
dHco fuentes identicas de ondas igual- 
WWnte separadas la distancia a a lo largo 
de una recta. Suponer que a = X/2. 

12.10 En 1961, el prof. W. N, Chris- 
tlftnsen construyó en Australia el primer 
Mdlolnterferómetro mtiltiple, el cual se 
inuestra en la fig. 22-41. Consta de 32 an- 
tenas eon una separación de 7 m entre 
•Has, eon sus correspondientes reflec- 
tores parabólleos. El sistema estó sin- 
tonlzado para una longilud dc onda dc 
21 cm. Lub sofUttas reclhlrins por las 
antenat se superpopen en la e&Uclón de 


observación para dar una seńal resul- 
tante. El sistema es de este modo equi- 
valente a 32 fuentes eąuidistantes. Ha¬ 
llar (a) el ancho angular del maximo cen¬ 
tral, (b) la separación angular entre los 
sucesiyos maximos principales. 



Fig. 22-41. Radiointerferómelro de red 
ubicado en la Uniyersidad de Sydney, 
Australia. (Fotografia cortesia del pro¬ 
fesor W. N. Christiansen). 

22.17 Considerando la interferencja de 
los movimientos ondulatorios producidos 
por N fuentes, como se ostudló on In 
sccción 22.3, probur que la faso Inlclnl 
del movimlenU> resultimie eslń dada por 
— ł(N — 1)*, domie 8 esU dudo nor 
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la cc. (22.12). Observar que 8n es el 
Angulo que el vector OP forma eon el 
oje X en la fig. 22-9. 

22.18 Usando el resultado probado en 
el problema precedente y la regla de su¬ 
ma de yectores, demostrar las siguientes 
relaclones trigonometricas: 


1 + cos 8 + cos 28 4- • * • 4- cos (N —1)5 
sen 4iV5 


sen ^5 

■en 8 + sen 25 + ■ • • -f sen (N 


cos i(N —1)8, 
1)5 


sen 
sen 4& 


sen i(N — 1)5. 


i Sugerencia: Notar que en la fig. 22-9 
as componentes del vector resultante 
legdn los ej es X e Y son iguales a la 
■urna de las componentes de los yecto¬ 
res individuales.] 

22.19 Dos pedazos rectangulares de 
Yidrio se disponen uno sobre otro, eon 
una tira de papel colocada entre ellos 
en uno de los bordes de modo que se 
formę una delgada cuna de aire. Las 
placas se iluminan eon un haz de luz 
do sodio (X = 5,9 X 1CT 7 m) a inciden- 
cla normal. Se forman diez franjas de 
Inlerferencia por centimetro de longitud 
de la eufta. Hallar el angulo de la cuna. 



!%uni 22-42 

22.20 Un pedazo cuadrado de pelicula 
de celofśn eon indice de refracción 
1,5 tiene una sección en forma de cuna, 
de inodo que su espesor en dos lados 
opuostos es y a 2 (fig. 22-42). Si se 
liltmlna eon luz monocromótica de lon¬ 
gitud de onda 6,0 X 10“ 7 m a incidencia 
normal, aparecen 10 franjas por refle- 
xlón sobre la pelicula. ^Cudl es la dife- 
roncla 

22.21 Sobre una pelicula de 10 _e m de 
Cipesor y de Indice de refracción igual 
a 1,4 Incldo pcrpendlcularmenie luz de 
longitud de otula 5,0 x 1()~ 7 m. Parte dc 
la luz ponęt ra In poHouła y so rellcja cn 


la segunda cara. (a) ^Guantasondas estuu 
contenidas en la pelicula a lo largo del 
camino de la luz desde el punto de incl- 
dencia hasta el punto de emergencin? 
(b) ^Gual es el defasaje entre estas oinlnn 
cuando abandonan la pelicula y cuaiulo 
entran a la misma? Repetir el problema 
para luz eon angulo de incidencia de 30". 

22.22 Dos placas de yidrio que tiencn 
una longitud de 5 cm se colocan en eon- 
tacto por un extremo y se separan cn 
el otro eon utia hoja delgada de papci, 
formando de este modo un prisma dc 
aire. Cuando el prisma se ilumina eon 
luz de longitud de onda 5,9 X 10“ 7 tu 
a incidencia normal, se observan 42 fraiv% 
jas oscuras. Hallar el espesor de la hoja 
de papel. 

22.23 Una pelicula delgada que tiene 
un espesor de 2,4 X 10~ 6 m y un indice 
de refracción de 1,4 se ilumina eon luz 
monocromatica de longitud de onda 
6,2 X 1CR 7 m. Hallar el minimo angulo 
de incidencia para el cual hay un nia- 
ximo de interferencia (a) constructiva 
(b) destructiya, por reflexión. Repetir e! 
problema para la luz trasmitida, 

22.24 Probar que si una płaca de yi¬ 
drio (Indice n v ) se cubre eon una pelicula 
delgada que tiene un indice n a = 

(ver problema 20.18) y de un espesor 
igual a un cuarto de la longitud de onda 
de la luz en la pelicula, se observa inter¬ 
ferencia destructiya completa entre la 
luz reflejada en ambas superficies, para 
incidencia normal. Este es un metodo 
efectivo para dinminuir la intensidad de 
la luz reflejada por lentes y placas en ins- 
trumentos ópticos. Tal pelicula se llama 
reoestimiento antirreflexión> 

22.25 Probar que si la pelicula dcl 
problema anterior tiene un indice mucho 
mayor que el del yidrio y un espesor 
de un cuarto de longitud de onda de la 
luz (en la pelicula), la intensidad de la 
luz reflejada por esa longitud de onda 
particular aumenta. 

22.26 Demostrar que si R es el radio 
del lado convexo de una lentc planocon- 
vexa de las que se usan para producir 
anillos de Newton, los radtos de los 
anillos brillantes es Urn da dos por r a 

N/\łi y los radios de los anillos os- 
curos por r* * (2 N | 1) (X/f/2), donde 
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H 41 un entero positivo. Tomar el indice 
doi girę igual a la unidad. 

Ba.27 Se observa anillos de Newton 
6utt una lente planoconvexa que des- 
cuma sobre una superflcie piana de vi- 
drlO (ver fig. 22-14). El radio de cur- 
VftfcUra de la lente es de 10 m. (a) Hallar 
los radios de los anillos oscuros de inter- 
fcrencia por reflexión de luz de longitud 
de onda 4,8 x 10“ 7 m, producidos a inci- 
deilda casi normal. (b) ^Cuantos anillos 
|<t ven si el diametro de la lente es 
(ta 4 cm? 

22<28 El radio de curvatura de la 
•uperficie convexa de una lente plano- 
Cońvexa es de 1,2 m. La lente se coloca 
•obre una płaca piana de vidrio eon el 
liulo convexo hacia abajo y se ilumina 
deide arriba eon luz roją de longitud 
de onda de 6,5 X 10~ 7 m. Hallar el 
dlimetro del tercer anillo brillante del 
dl agrarna de interferencia. 

22,29 Un alambre de cobre que tiene 
u u radio de 1 mm y una longitud de 
t m esta sujeto a una tensión de 10 000 
N. Hallar: (a) la frecuencia fundamental 

! ,t los dos primeros armónicos, (b) las 
cmgitudes de onda correspondientes. 
(c) Hacer el grafico del estado vibracio- 
ttid del alambre en cada caso. (d) Escri- 
|>tr la ecuación que describe las ondas 
entacionarias para cada frecuencia. 

22,30 ^Cómo cambia la frecuencia fun- 
diimental de una cuerda cuando se du~ 
pllca (a) su tensión, (b) su masa por 
Uilidad de longitud, (c) su radio, (d) su 
longitud? Repetir el problema para el 
mio en que las cantidades enumeradas 
we reducen a la mitad, 

23,31 Un tubo cuya longitud es de 
0,00 m esta (a) abierto en ambos extre- 
mos, y (b) cerrado en uno y abierto en 
el otro. Hallar la frecuencia fundamen¬ 
tu] y el primer armónico si la tempe¬ 
ratura del aire es de 27° C. Hacer el 
grńflco de la distribución de amplitud 
a lo largo del tubo correspondiente a la 
frecuencia fundamental y al primer 
armónico. 

22.32 Estimar cl cambio porcentual de 
Iii frecuencia fundamental de una co¬ 
lom ilu cle aire por ciula gra do de varia- 
Uón de la temperatura, a 27° O. [Ver 
ejemplo lH.O.J 


22.33 Una cuerda que vibra a una 
frecuencia de 256 Hz esta en resonancia 
eon un diapasón. Determinar la frecuen¬ 
cia de las pulsaciones producidas si la 
tensión de la cuerda se aumenta en 
un 20 %. 

22.34 Un diapasón de frecuencia 256 Hz 
se coloca frente al extremo abierto de 
un tubo, como se ilustra en la fig. 22-43. 
La longitud de la columna de aire se 
puede variar moyiendo el recipiente A 



hacia arriba o hacia abajo eon lo cual 
se desplaza el nivel de la superflcie del 
agua. Hallar las longitudes de las tres 
primeras columnas de aire que estan 
en resonancia eon el diapasón. Hacer 
un esąuema donde se muestre la posición 
de los nodos y de los antinodos. Indicar 
la distribución de amplitud a lo largo 
del tubo. Suponer una temperatura de 
27° C. 

22.35 Un tubo en forma de T tiene una 
de sus ramas cerrada por medio de un 
pistón móvil, como se muestra en la 
fig. 22-44. Se coloca un diapasón en uno 
de sus extremos, A. Prób ar que la sepa- 
ración entre posiciones sucesivas del pis¬ 
tón para las cuales se recibe intensidad 
maxima al otro extremo abierto, B f es 
x — £X. 

22.36 Dos ondas de superflcie, A sen k 
(x — vt) y A sen k(y — ot), se propagau 
sobre una membrana. Discutir ol mo- 
vimiento resultanie, probando que estas 
ondas son equivnlenlos « una onda ino- 
duliula quo se propaga en una dlrec- 
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ción que forma un angulo de 45° eon 
el eje X y eon una velocidad de fasę 
igual a K2 v. Verificar que la longitud 
de onda se reduce en el factor J^2. Pro- 
bar que la amplitud es cero sobre las 
łlneas x — y = (2n -f l)n/k. 

22.37 Demostrar que para una mem¬ 
brana cuadrada de lado a, si v 0 = u/2 a 
es la frecuencia fundamental, las fre- 
cuencias^ suceswas^son v = Y 2v 0 , 2v 0 , 

Ybv Q , 2]/ r 2v 0 , 3v 0 , Vl3 v o ? - De- 

terminar el numero de combinaciones 

A B 



diferentes de ni y n 2 necesarias para 
obtener el modo fundamental de vibra- 
ción y los sucesivos. El numero de 
combinaciones diferentes da la degene- 
ración del modo de vibración. 

22.38 Repetir el problema anferior para 
una cavidad ctibica de lado a. 

22.39 Una guia de onda consiste en 
un tubo largo de sección transversal 
rectangular de lados a y b. Demostrar 
que la onda resultante esta descrita por 

ę asa 4£ 0 Sen Sen K Z C0S ( w * — /fiX) 

y que las frecuencias trasmitidas a lo 
largo de la guia de onda son sólo aque- 
llas que satisfacen v Y n|/a a + nl/b 2 , 
donde nj y n 2 son enteros, Estudiar los 


planos nodales en la guia de onda para 
~ 2 y n a — 3. 

22.40 Estimar el numero de modos de 
Yibración transversales por unidad de 
volumen, en el intervalo de frecuencias 
comprendido entre 1,0 x 10 15 Hz y 
1,2 X 10 16 Hz, para una onda electro- 
magnetica encerrada en una cavidad. 

22.41 Dada la ecuación de onda en 
dos dimensiones 

d 2 Ę/£x 8 + d*Z/dy* = (l/u 2 ) 8^/8t\ 

prób ar una solución correspondiente a 
ondas estacionarias de la forma $ = 
= /(x, y) sen c ot Veriflcar que /(x, y) sa- 
tisface la ecuación diferencial 

8*f/8x 2 + d 2 f/8y 2 + k 2 f = 0, 

donde k — o/u. Determinar las constan- 
tes k t y k 2 a fin de que 

/(x, y) = A sen k^x sen k 2 y 

sea una solución de la ecuación prece- 
dente. Comparar los resultados eon los 
de la sección 22.7. 

22.42 Extender la discusión del pro¬ 
blema anterior al caso de la ecuación de 
onda en tres dimensiones. Esta vez la 
solución a probar es 

/(x, y 9 z) = A sen k x x sen k 2 y sen k z z . 

22.43 Estudiar graficamente las solu- 
ciones de la ecuación trascendente x 
tg x = C, donde C es una constante. 
Proceder de uno cualąuiera de los modos 
siguientes: trazar las curvas y = tg x e 
y = C/x y determinar sus intersecciones, 
o trazar las curvas i/ — x e y — C cotg x 
y determinar sus intersecciones. De to- 
dós modos, eon excepción de la primera 
intersección, todas las otras caen poco 
despues de x = mz. Aplicar los resultados 
a la discusión del ejemplo 22,6. 



DIFRACCION 


23.1 Introducción 

23.2 Difracción de Fraunhofer por una rendija rectangular 

23.3 Difracción de Fraunhofer por una abertura circular 

23.4 Difracción de Fraunhofer por dos rendijas paralelas iguales 

23.5 Redes de difracción 

23.6 Difracción de Fresnel 

23.7 Difusión de ondas 

23.8 Difusión de rayos X por cristales 



932 Difracción 

23.1 Introducción 


(23.1 


Con el nombre generico de difracción se conoce otro tipo de fenómeno caracteristico 
del movimiento ondulatorio. La difracción se observa cuando se distorsiona una 
onda por un obst&culo cuyas dimensiones son comparables a la longitud de onda 
de aąuełla. El obstaculo puede ser una pantalla con una abertura peąuena o una 
rendija que sólo permite el paso de una peąuena porción del frente de onda inci- 
dente. El obstaculo puede ser tambien un peąueńo objęto, tal como un alambre 
o un disco, que impide el paso de una peąuena porción del frente de onda, 

Si un haz de particulas incide sobre una pantalla que tiene una abertura peąuena, 
solamente las que inciden en la abertura son trasmitidas y continuan su movi- 
miento sin ser perturbadas (fig. 23-1). Las otras se detienen o rebotan hacia atras. 
Inversamente, si se coloca un objęto en un haz de particulas, el objęto impedira 
el paso de aąuellas que inciden sobre el haz, mientras que las restantes continua- 
rśn su movimiento sin perturbación. Por el contrario, sabemos por experiencia 
diaria, especialmente en el caso de ondas sonoras y de ondas superficiales en el 
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Fig 1 . 28-1. Comportamiento de un cho- 
rro de particulas que incide sobre una 
pantalla que tiene una peąuena abertura. 


Fig. 28-2. Comportamiento de una on¬ 
da que incide sobre una pantalla que 
tiene una peąuena abertura. 



agua, quc las ondas se comportan de manera diferente y que se extienden alrc- 
dcdor de los obstaculos interpuestos en su camino, como se ilustra en la fig. 23-2. 
Este efecto se hacc mds y mas notable a medida que las dimensiones de la rendijas 
o el tainafio de los objetos se aproxima a la longitud de onda de las ondas. Habitual- 
inouto, uno no puede a simple vista observar la difracción de la luz, ya que 
la nuiynria de los objetos interpuestos en un haz de luz son mucho mayores que !a 
longitml do onda de las ondas de luz, cuya magnitud es del orden tle f> x H) 7 m.* 

* Sugerłmos en esic punlo <|ue el est witanie relen ta seeeWn 20,2. 
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En este capitulo estudiaremos la difracción producida por ciertas aberturas 
y pantallas de geometria simple, en dos circunstancias especiales. En la difrac¬ 
ción de Fraunhofer suponemos que los rayos incidentes son paralelos y que obser- 
vomos el patrón de difracción a una distancia lo suficientemente grandę como 
para que efectivamente recibamos solo rayos difractados paralelos. Esto se puede 
tambićn llevar a cabo utilizando una lente que enfoque sobre el mismo punto de 
Una pantalla los rayos difractados en una misma dirección. En la difracción de 
Fresnel, bien los rayos incidentes se originan en una fuente puntual, bien se 
observan los rayos difractados en un punto determinado del espacio, o bien ambas 
ooias. 

Intimamente relacionada eon la difracción esta la difusión , que tiene lugar 
cuando los obstaculos interpuestos en la onda se convierten a su vez en fuentes 
de nuevas ondas. En el capitulo 19 estudiamos la difusión de ondas electromag- 
nóticas por electrones individuales. En este capitulo consideraremos brevemente 
la difusión desde un punto de vista mas generał. 

88 .2 Difracción de Fraunhofer por una rendija reciangular 

Como primer ejemplo de difracción, consideremos una rendija rectangular muy 
CRtrecha y larga, de modo que podamos ignorar los efectos en los extremos. Supon- 
dremos tambien que las ondas incidentes son normales al piano de la rendija. 
Eflto simplifica la matematica sin cambiar el contenido fisico. De aeuerdo eon el 
principio de Huygens, cuando la onda incide sobre la rendija todos los puntos 
de su piano se convierten en fuentes secundarias de ondas, emitiendo nuevas 
ondas, que en nuestro caso se denominan ondas difracładas , cuya amplitud resul- 
tante se calcula usando la ec. (20.2). Observando las ondas difractadas a diferentes 
Śngulos 6 respecto a la dirección de incidencia (fig. 23-3), encontramos que para 
ciertas direcciones su intensidad es nula. Estas direcciones est&n dadas por la 
relación 

b sen 0 = nX, n ^ 0, (23.1) 

donde n es un numero entero negativo o positivo, b es el ancho de la rendija y X 
la longitud de onda de las ondas incidentes. Se excluye el valor n = 0 porque 
corresponde a la observación segun la dirección de incidencia, lo cual implica 
evidentemente un maximo de iluminación. 

Segun la ec. (23.1), tenemos 

sen 0 — n\jb 9 (23.2) 

de modo que la intensidad es cero para sen 6 = ±x/ó, ±2 X/ó, ±3x/ó, .... 
Para justificar la ec. (23.1), recordemos que segun la ec. (22.8), cuando la diferen- 
cia dc camino para dos rayos es r x — r 2 « entero impar X (X/2), hay interfercucia 
deBtructiva. Ahora bien, vemos en la fig. 23-3 que para los rayos provenicntes 
de A y dcl punto medio C tenemos r x — r 2 = CF — \b sen 0 = n(x/2); de modo 
que para n = 1, 3, 5, ...» tanto estos dos rayos como cu«lquier otro par de rayos 
provenientes de puntos separados por interlleren destructivarnente y no se 




934 Difracción 


( 23.2 


'■ v 
r ■ 
:\ 


t. 



Fig. 23-B. Difracción por una rendija angosta y larga. 


ob8erva ninguna onda en la dirección 0. Para n par, consideremos los puntos A 
y B cuya separación es bjŁ Tenemos 

r i — r 2 = BG — Ąb sen 0 = (n/2) (X/2). 

Por lo tanto, cuando n/2 es un entero impar, o n =? 2, 6 , 10, ..estos dos rayos, 
asl como cualąuier otro par de rayos provenientes de puntos separados por bj 4 , 
Interfieren destructivamente y nuevamente no se observa onda alguna en la 
dirección correspondiente al angulo 0. Se puede extender el procedimiento hasta 


i 



FI*. i!łł-4. Dislribución de intensidad en cl diagrama de difracción de una rendija 
HngoHla y larga. 


lncluir todos los enteros. Para 8=0, sin embargo, no hay defasaje entre los rayos 
provenicntcs de puntos diferentes y la interferencia es constructiva, rcsultaudo 
un mńximo pronuneiado, 

Knlre los ceros de intensidad dados por la ee. (23.1) hay mńximos cuya inten- 
sidud deorece gradualinente, lo cual diiiere de lo ([ue ocurre en la interferencia. 
En la ilg. 23-4 se Iia represe.ntado la intensidad de las widna difractaflas en fun~ 
clón de 0. Observese que el móximo central lienc uu micho dobie dcl dc los dcnuis* 
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U nu. 23-5 muestra el diagrama de difracción de una rendija rectangular. 

iC h a la vez facil e instructivo calcular la distribución de intensidad que aparece 
On la fig. 23-4. Si dividimos la rendija en bandas muy angostas de ancho dx, como 
|0 muestra en la fig. 23-6(a), podemos considerar cada banda como una fuente 
•amindarła de ondas de amplitud muy peąueńa, Si consideramos los rayos 



Flor. 28-5. Diagrama de difracción de Fraunhofer producido por una rendija au¬ 
gusta y larga. 



(a) (b) 

Figura 


emitidos en la direeción correspondiente al augulo 0 (fig. 23-6b), el defasaje entrc 
el rayo CC ' y el AA' tornado como referenda, es 


2 tt _ 2tcz sen O 
-—- 

x x 


(23.3) 


y por lo tanio aumenta gradualmente eon x . Para obtener la amplitud en la direr- 
dón correspondiente al augulo 0 , debemos representar los vcctores rotanies co- 
rrespondientes a las ondas que provienen de todas las bandas ontre A y H. (lamo 
todns son de amplitud infinitesimal y como el augulo de fasę S nimienin propor- 
eionnlniento a .r t los vectores yacen sohre un arco de oimuifereueia OP etiyo cen- 
tro esla en C y enyo radio es (> (lig. 23-7). La amplitud resultante. A es la eiienla 
Ol\ La pendienle en euaUjuier [Minto del arco entre O y / > es jnstnuieiite el óugulo H 
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dado por la ec. (23.3). En P, que corresponde a x = b, la inclinación de la tangente 


27 t b sen 0 


(23.4) 


Este es tambien el angulo formado por los dos radios CO y CP. Por consiguiente, 
la amplitud resultante es 


cuerda OP 


2p sen = 2p sen (nb sen 0/X). (23.5) 


Para observación normal, todos los yectores d^ son paralelos y su resultante es 
simplemente la suma de sus longitudes, que es igual a la longitud del arco desde 0 

hasta P. Llamando A 0 la amplitud re¬ 
sultante para observación normal (0 = 0), 
(' tenemos entonces 

L A q = arco OP = pa = p(2nb sen 0/X). 

\' 2 “ (23.6) 

p \ Dividiendo la ec. (23,5) por la ec. (23.6) 

\ / y obtenemos 


A — A, 


sen (nb sen 0/X) 
7 zb sen 0 /x 


(23.7) 


Figura 28-7 


y como las intensidades son proporcio- 
nales a los cuadrados de las amplitudes, 
obtenemos 


I ^ In 


sen (nb sen 0/X) 
7 zb sen 0/X 


T ( sen u \ 2 )) 

0 It"J • 


(23.8) 


donde u = nb sen 0/X. Verificamos entonces que los ceros de intensidad ocurren 
para u « nrc, o sea b sen 0 = nX, de acuerdo eon la ec. (23.1), excepto para n = 0 
porąue entonces (sen «/u) u — 0 = 1. Para obtener los maximos de intensidad, debe- 
mos hallar los valores de u que satisfacen dl Idu = 0 (ver ejemplo 23.1). Sin em¬ 
bargo, estos mńximos de intensidad corresponden a valores de u cada vez mayores, 
por lo que son cada vez menores, resultando el diagrama que se mostró en la 
fig. 23*4. Cuando X es muy pequeńa respecto a b , los primeros ceros de intensidad 
a ambos lados del móximo central corresponden al angulo 


que se obtiene haciendo n = ±1 en la ec. (23.1). Esto se muestra en la fig. 23-8. 
El poder resoloente de una rendija es un concepto iitil; fue definido por el lisico 
łngtós Lord llayleigh como el óngulo minimo que subtienden dos ondas incidentes 
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flir. 28-8. Angulo subtendido por el pico central de intensidad del diagrama de 
difracción de una rendija. 


provcnientes de dos fuentes puntuales distantes que permita distinguir sus res- 
pcctivos diagramas de difracción. Cuando las ondas provenientes de dos fuentes 
dUtantes S r y S 2 pasan a traves de la misma rendija en dos direcciones que forman 
un óngulo 0 (fig. 23-9), los diagramas de difracción de los dos conjuntos de ondas 
tiHlón superpuestos. Se puede comenzar a distinguirlos cuando el maximo central 
de uno cae en el primer cero, a un lado u otro del maximo central, del otro, como 
Me iudica a la derecha de la fig. 23.9. Pero entonces, teniendo en cuenta la ec. (23.9) 
y la fig- 23-8, el angulo 6 debe ser 

0 = x/ft, (23.10) 

qtie da el poder resolyente de la rendija conforme a la definición de Rayleigli. 



Hit. 1SU-U. (Itilerlo dc Knylclgh para cl poder dc rcs(ducii'm <lc tma rendija. 
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Suponiendo que y S 2 son dos puntos de un objęto distante, ła ec. (23.10) da la 
separación angular minima entre dichos puntos para que se puedan reconocer 
como diferentes cuando se observa el objęto a traves de la rendija. Si la luz que 
pasa por la rendija forma una imagen sobre una pantalla y se observa la imagen 
eon un microscopio, por ejemplo, no es posible, cualquiera sea el aumento del 
microscopio, observar mós detalles en la imagen que los permitidos por el poder 
resolvente de la rendija. Estas consideraciones deben ser tomadas en cuenta en el 
diseno de instrumentos ópticos. 

Si la rendija es un rectangulo de lados a y b de longitud comparable (fig. 23-10), 
el diagrama de difracción es la combinación de los dos diagramas debidos a cada 
par de lados. En vez de la serie de bandas mostradas en la fig. 23-5, se obtiene 



Fig, 23-11* Diagrama de difracción de 
Fraunhofer de una rendija rectangular 
Flff. 28-10, Rendija rectangular. cuya altura es el dobie de su ancho. 



una serie de rectóngulos dispuestos en forma de cruz, como en la fotografia de 

la fig. 23-11. 

En nuestro cólculo no hemos tenido en cuenta el factor direccional 
g =» i(l + cos 0) 

que mencionamos en la ec. (20.2) al estudiar el principio de Huygens. Este factor 
tlende a disminuir aun mas la amplitud de los maximos de orden superior. 

KJKMPLO 23.1. Estimar la magnitud de los maximos sucesivos en el diagrama 
de difracción de una rendija. 

Solución: De aeuerdo eon la ec. (23.8), los maximos sucesivos corresponden a los 
mlbclmos de la fracción sen u/u. Debemos hallar por lo tanto 

d ( sen u\ , 

Ttel— ) -0 4 * 8 “ = “' 

Bit. es una ecuación trascendente de tipo similar a ła que apareció antorionnente 
en el ejomplo 22.6. Sus soluclones se eneuentran reprosentando // ^ tg u c (/ 1 u, 
y hallando los puntos de inlcrsecdón dc .anibas curvos; so deju es to paro que io 
naga el esludlnnte. Sin embargo, podemos ha cer una cstlm&clón suponiendo que 
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Difracción de Fraunhofer por una aberlura circular !hVJ 


los maximos cle sen uju estan muy cerca de los maximos de sen u, es decir euando 
u = (n 4- Los verdaderos valores de u son siempre menores que esle oslimado. 
Despreciando esta peąuena dlferencia, encontramos que los valores de sen ulu en 
los maximos son l/(n + siendo las correspondientes intensidades 

7 = , = 0,045 7 0 , 0,0167„, 0,008 7 0 . 

(fł + i) 2 !* 2 


23.3 Difracción de Fraunhofer por una aberlura circular 

La difracción de Fraunhofer por una abertura circular presenta muchas de las 
caracteristicas ya vistas en el caso de la rendija rectangular, pero en vez de un 
diagrama rectangular como el que se muestra en la fig. 23-11, el diagramu de difrac¬ 
ción consiste en un disco brillante rodeado de anillos alternadamente oscums 
y brillantes, como se muestra en la fig. 23-12. Los radios del disco central y de los 
anillos sucesivos no siguen una secuencia simple. Omitiremos el analisis inale- 


I Pantalla 


T 


Fig. 23-12. Diagrama de difracción de Figura 23-13 
Fraunhofer de una abertura circular. 




mńtico del problema, que es mucho mas compłicado que el de la rendija rectangular 
debido a la forma geometrica. Siendo R el radio de la abertura (fig. 23-13), el 
ńngulo correspondiente al primer disco oscuro esta dado por la condieión 


ó 


27ti?sen 0 

x 


3,8317 


0 » son 0 = 1,22 - X - = 1,22 ~ , 
277 I) 


( 22 . 11 ) 


( 22 . 12 ) 


doude. /) 2 li es el diamel.ro de la abertura y 0 esta expresado en rudiaues. 
Kuta expresión da ademiis el poder resokenle de una aberlura eircular delinido, 
lam hien segun Itayleigli, ennm el nngulu injnimo enlre las direeeioties de incideu- 
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cia dc dos ondas planas provenientes de dos fuentes puntuales distantes, que per- 
mita distinguir sus respectivos diagramas de difracción. Esto ocurre cuando el 
centro dcl disco brillante del diagrama de difracción de una de las fuentes cae en 
el primer anillo oscuro del diagrama de difracción de la otrą (fig. 23-14). La separa- 
ción angular esta dada por la ec. (23.12), es decir, 0 = 1,22x/D. Esta expresión 
se utilizó en la sección 21.5 al estudiar el aumento de un telescopio. 



Fig. 28-14. Criterio de Rayleigh para el poder de resolución de una abertura circu- 
lar. La parte (b) muestra las imagenes de dos fuentes puntuales obtenidas a traves 
do una lente y apenas resueltas. 


Una lente es en realidad una abertura circular, por lo que la imagen de un punto, 
quo en el capitulo 21 se supuso que era otro punto, es en realidad un diagrama 
d© difracción. Sin embargo, el radio de una lente es en generał tan grandę respecto 
a la longitud de onda de la luz que, para la mayoria de los fmes practicos, se pueden 
ignorar los efectos de difracción. 

KJEMPIA) 23,2. Una lente de 2,0 cm de diametro tiene una distancia focal de 40 cm. 
BfttA Huminada eon un haz paralelo de luz monocromatica de 5,9 x 10~ 7 m de lon¬ 
gitud de onda. Hallar el radio del disco central del patrón de difracción observado 
en un piano que pasa por el foco. Determinar tambien el poder de resolución de la 
lente para esta longitud de onda. 

Solueión: Utilizando la ec. (23.12) encontramos para el angulo subtendido por e! 
disco central del patrón de difracción, 

0 = 1,22 x A LgJ P .-Ij H -. = 180 x 10-* rad = 3,71". 

4 x 10~ a m 

Este es tanibićn el poder resolvente de la lente. El radio central es, usando la ec. (2.4), 

r « /O = 40 cm x 1,80 x 10~ B rad = 7,2 X 10~* cm, 

y en consceuenda podemos decir para los flnes practicos, que lo imagen sobrc el 
plotło to mi es un punto. 
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88.4 Difracción de Fraunhofer por dos rendijas paralelas iguales 

Conaideremos ahora dos rendijas, ambas de ancho b, separadas una distancia a 
(flR. 23-15). Para la dirección correspondiente al angulo 0, tenemos ahora dos 
Conjuntos de ondas difractadas provenientes de cada rendija. En otras palabras, 
tenemos ahora una combinación de difracción e interferencia. Para determinar 
U intensidad de las ondas resultantes en función del angulo 6, debemos calculnr 



Fig- 23-15. Yista frontal y en corte de dos rendijas paralelas angostas y largas. 


la amplitud resultante de cada rendija y combinar las dos amplitudes para obte- 
ner la resultante finał. Esto se muestra en la fig. 23-16 en la que se ha dibujado 
los diferentes vectores rotatorios. El angulo a tiene el valor dado por la ec. (23.4). 

El vector OP da la amplitud A l resultante de la rendija 1. El yalor de esta amplitud 
OB, segun la ec. (23.7), 


Ai — Aq 


sen (nb sen 0/X) 
Tc b sen 3/x 


(23.13) 


Como las dos rendijas tienen el mismo 
ancho, la amplitud resultante para la 
rendija 2 tiene el mismo valor A x pero su 
fasę es diferente. En la fig. 23-15 obser- 
vamos que entre rayos correspondientes 
de las rendijas 1 y 2, tales como el AA ' 
y el CC', hay una diferencia de fasę cons- 
tantedadapy.^^ , 


2 " ce, 2 -”* . (23.14) 

X X 


En consccuoncin las amplitudes o we¬ 
tom correspondiunteH de las dos rendijas 



Figura 28-10 
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KIK. 23-17. Distribución dc intcnsidad (sobrc un piano nonrtal a la luz iiicidcnlc) 
provenienlc de dos rendijas paralclas angoslas y largas. 



Fig, 28-18. Diagrama de difracción de Fraunhofer dcbido a dos rendijas paralelas 
angostas y largas. 


forman un dngulo igual a p, De acuerdo eon esto, en la fig. 23-16 la łinea OQ = A 2 
correspondiente a la rendija 2 se obtiene rotando en un angulo p la linea OP = A v 
correspondiente a la rendija 1. La amplitud A resultante de ambas es entonces 

A — yA\ + A\ + 2 A X A 2 cos p. 

Haciendo A x = A 2 podemos escribir, usando la ec. (M.14), 

A = A x y 2(1 + cos p) = 2 A x cos ^p. 

Por lo tanto, empłeando las ecs. (23.13) y (23.14), obtenemos 


A 


" 2A 0 


sen (nb sen 0/X) 
7r b sen 0/x 


7 T a sen 0 

cos —-. 

X 


La distribución de intcnsidad (|ue sabemos es proporcional al cundrudo de ln 




Mfi) 

implitud, es entonces 
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I = 


sen (t xb sen 0/X) 


tt b sen 0/X 


I 2 _ na sen 0 
cos 4 - 


(23.ir>) 


HI coinparamos esta ecuación eon la ec. (23.8) correspondiente a una sola rendija, 
Vtunos que ahora tenemos el factor adicional cos 2 (na sen 0)/X. Pero si recordamos 
]a cc. (22.10), que da la distribución de intensidad para el diagrama de interferen- 
Oiit cle dos fuentes sincrónicas, vemos que las ecs. (22.10) y (23.15) coinciden en lo 
tJUe rcspecta al factor de interferencia, ya que en la ec. (23.15) a es la separación 
de las dos rendijas y en la ec. (22.10) a es la separación de las dos fuentes. Por 
lo tanto la expresión que describe el diagrama de difracción total de dos rendijas 
en la expresión que describe el diagrama de interferencia de dos fuentes sincrónicas, 
tnodulado por la expresión del diagrama de difracción de una sol? rendija. Esto 
ic muestra en la fig. 23-17 y en la fotografia de la fig. 23-18. 

()bservese que los maximos del diagrama de interferencia se dan para na sen 0/x — 
rin, o sen 0 = n(x/a), mientras que los ceros del diagrama de difracción estan 
dados por la ec. (32.2) o sea, sen 0 = n'( x /^)* Como a > b 9 los ceros del diagrama 
de difracción estan mas espaciados que los maximos del diagrama de interferencia. 
lin consecuencia, cuando hay dos rendijas, las franjas brillantes son mucho mas 
angostas y estan mucho mas juntas que las producidas por una sola rendija. 


23.5 Redes de difracción 

Lógicamente, el paso siguiente es considerar el diagrama de difracción producido 
por varias rendijas paralelas de igual ancho b , espaciadas regularmente una dis- 
tuncia a. Sea N el numero de rendijas. Vemos en la fig. 23-19 por analogia eon 
cl problema de la dobie rendija, que en la dirección correspondiente al angulo 0 
debernos observar la interferencia debida a N fuentes sincrónicas (una por ren- 



VIhIii rrnntul y en eorie de una red de difnieetón. 
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dija) modulada por el diagrama de difracción de una rendija. Como la separación 
entre fuentes sucesivas es a, el factor de interferencia en la intensidad es el dado 
por la ec. (22,14), es decir, 

' sen (Nita sen 0/x) I 2 
sen (tu a sen 0/X) 

mientras que segun la ec. (23.8), el factor de difracción e s 

[ sen (t zb sen 0/x) I 2 
[ Tc b sen 0/X 

La distribución de intensidad es entonces 


sen (tu b sen 0/X)] 2 

1 sen (Nna sen 0/X) ] 2 

nb sen 0/x 

sen (7ra sen 0/x) J 


(23. IG) 


Si el numero JV de rendijas es grandę, el diagrama consistira en una serie de frau- 
]as brillantes angostas correspondientes a los maximos principales del diagrama 
de interferencia, los cuales, segun la ec. (22.15), estan dados por 


a sen 0 = nx ó sen 0 == n(x/a), (23.17) 

donde n s=s 0, ±1, ± 2, , . pero sus intensidades estan moduladas por el dia¬ 
grama de difracción. La fig. 23-20 muestra el caso de ocho rendijas (N = 8). 
Segun el valor de n, los maximos principales se denominan primero, segundo, 
tercero, etc., orden de. difracción . 

Un sistema tal como el que acabamos de estudiar se denomina red de difrac¬ 
ción por Irasmisión . A los fines de analizar luz infrarroja cercana, visible o ultra- 
yiolcta, las redes de difracción por trasmisión constan de varios miles de rendijas 
por centf,metro, obtenidas grabando una serie de lineas paralelas sobre una pelicula 
transparente. Las lineas hacen entonces las veces de los espacios opacos entre 

Interferencja 
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las rendijas. Una red de difracción puede tambien trabajar por reflexión: se graba 
Una serie de Iineas paralelas sobre una superficie metalica; las bandas estrechas 
fcntre las Iineas grabadas reflejan la luz produciendo un diagrama de difracción (ver 
problema 23,31). Algunas veces la superficie se hace cóncava para mejorar el 
enfoąue (ver problema 23.32). 

Cuando sobre una red incide luz de diversas longitudes de onda, estas producen 
mdximos de difracción a angulos diferentes, excepto para el orden cero, que es el 
mismo para todas, El conjunto de maximos de un orden dado para todas las 
jjongitudes de onda constituye un espedro . Tenemos entonces espectros de pri- 
jjpaero, segundo, tercer, etc,, orden. Nótese que cuanto mayor es la longitud de 
$nda, mayor es la desviación para un orden dado del espectro. En consecuencia 
ii rojo se desvia mas que el violeta que es lo contrario de lo que ocurre en la dis¬ 
persión de la luz en un prisma. La dispersión de una red se define por D = d0/dx. 
De la ec. (23,17) se deduce que cos 0d0/dx = n/a, de modo que 


D 


de 

d\ 


n 


a cos 0 


(23.18) 


lo cual indica que cuanto mayor es el orden de difracción, mayor es la dispersión. 
Las redes de difracción son muy importantes para el analisis de espectros y tienen 
varias ventajas sobre los prismas. Una de las ventajas es que las redes de difrac¬ 
ción no dependen de las propiedades dispersivas del materiał sino solamente de 
la geometria de la red. La fig. 23-21 muestra los elementos basicos de un espec- 
troscopio de red. 


BJEMPLO 23.3, Una red de 20 000 Iineas tiene una longitud de 4 cm. Hallar la 
leparación angular de todo el espectro visible para el primero y para el segundo 



Fig. *211-521. Rspeclroscopio dc red. Se coloca la fuenle trenie a ln rendlja del coll- 
mador. Se coloca lu red perpendieulurmenle al eje del collinador y se liwestlga los 
•ipcctros de órdenes diferentes uiovlendo el leleseoplo. 
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orden. Suponer que las longitudes de onda van de 3,90 X 10“ 7 ni (violeta) a 7,70 
X Hr 7 m (rojo), como se mcncionó en la sección 19,15. 

Solución: Tenemos que a = 4 x 10~ 2 m/20 000 — 2 x 1(L 6 m. Por lo tanto, usando 
la ee. (23.17) tenemos para n — 1 

7 70 v in -7 

sen Orojo = - „ 6 ■ = 0,335 ó Brojo = 19°34', 

2 X 1U 

„ 3,90 x 10' 7 A .._ , . 

Sen 0violeta ^ -—”— ~~T~z —— ^ 0,19o O 0violeta ==11 15 . 

2 x 10~ s 

En consecuencia el espectro de primer orden abarca un angulo de 8°19'. Analogu- 
mente el angulo para el espectro de segundo orden es 22°27', como el estudianłe 
puede calcular por si mismo. ^Es posible un espectro de tercer orden completo? 

EJ IZM PLO 2 3.4. Estudiar la posición de los maximos cuando el angulo de incidem 
cla de ondas planas monocromaticas sobre una red de difracción no es cero. En 
la fig. 23-22 el angulo de incidencia es i y el de difracción es 0. 

Solución: Los maximos principales estan determinados por el diagrama de iuler- 
ferencia, el cual a su vez esta determinado por el defasaje entre rayos correspon- 
dlentes provenientes de rendijas sucesivas, La fig. 23-22 muestra que ese defasaje 
estd dado por 


8 = (AB -f BC ) = ,g^(sen_L+sen 8 L 

Para que esta expresión tenga validez generał, los angulos i y 0 deben tener los 
slgnos indicados en la figura. La condición de maximos es entonces 

a(sen i + sen 0) — nX ó sen 0 = nkja — sen /. 

Para n = 0, tenemos sen 0 = —sen i o sea 0 = -— i, que corresponde a la continua- 
dón del rayo incidente. Si transformamos la condición anterior de maximo en u fi 
producto por medio de la ec. (M.7), tenemos 

2a sen i(i -f 6) cos $(i — 0) = nX. 

Por consiguiente D = i -f 0 para el maximo de orden n se puede obtener de 

sen \D — sec — 0) 

2 a 

y la desviación es entonces minima 
cuando 0 — i; el angulo de incidencia 
para la desviación minima en el orden 
n se obtiene de 

sen i = nX/2a. 

EJEMPLO 23.5. Estudiar el podcr resol 
oente de una red de difracción. 

Solución : Cuando dos ondas planas de 
longitud de onda ligcramenle difereide 
iuciden en una red de difracción, los m»xl • 
mos principales del mismo orden paru en 



Uff. 23 - 22 , iUul de difracción eon in~ 
cidencla obiłam. 
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(U longitud de onda pueden caer tan cerca uno de otro que es imposible distinguir si 
ll liaz original es monocromatico o no. Para poder distinguir (o resolyer) las dos 
JtMgil udes de onda en un orden determinado, es necesario que el maximo prineipal 
jjorrospondiente a una de las longitudes de onda caiga sobre el primer cero a uno 
H otro lado del primer maximo de la otrą longitud de onda. Si AX es la minima dife- 
iftHicU de longitud de onda para la cual se satisface la condición anterior a una ion- 
|i!ud de onda X, el poder resolyente de la red es 

R = X/AX. 

Coitfilderemos, por ejemplo, una longitud de onda X tal que valga la ec. (23.17). 
Łon m&ximos de intensidad corresponden a los angulos dados por sen 0 = nX/a. Luego 


cos 0 A0 — nAX/a. 


Pero segdn la ec. (23.16), los ceros a cada lado del maximo de orden n estan dados por 


Nna sen 0 
X 


— (Nn ± 1)tt 


ó 


sen 0 = 


Nn ± 1 
N 


7 ^ 

a 


Łlnmando 0' y 0" los dos angulos dados por esta ecuación, tenemos que 
sen 0' — sen 0" — 2X/lVa, 

O Nea, usando la ec. (M.7), sen £(0' — 0") cos £(0' + 0") = \/Na, Como 0' es casi 
Igual a 0", podemos reemplazar sen 4(0' — 0") por 4(0' — 0") y cos 4(0' + 6") por 
cos 0 y escribir 4(6' — 0") cos 0 = A0 cos 0 = X/Na. Pero de la ecuación dada mas 
Hrriba se tiene cos 0 A0 = nAl/a, Por lo tanto, tenemos fmalmente 

X/1V — nAX ó R — X/AX =s Nn, 

Por consiguiente, a mayor numero total de lineas de la red y a mayor orden del 
CHpeetro, menor es AX y mayor es entonces el poder resolyente de la red. Por 
otm parte, el poder resolyente es independiente del tamano y del espaciamiento 
de las Kneas de la red. 


IMHMPLO 23,6, Determinar si la red del ejemplo 23.3 puede resolyer las dos lineas 
itnmrillas del sodio, cuyas longitudes de onda son 5,890 x 10~ 7 m y 5,896 x 10“ 7 m. 


Ntthwión: La longitud de onda promedio de las dos lineas es 5,893 x 10 -7 m y su 
Kcparación es 6 x 10~ 10 m. De acuerdo eon los resultados del ejemplo 23.5 tenemos 
tpie el poder resolyente de la red es R = Nn «= 2 x 10 4 n. Para la longitud de 
onda dada, la diferencia minima de longitudes de onda en el espectro del primer 
orden es 


AX = 


_X_ 

~R 


5,893 x 1Q~ 7 
2 x 10 4 x 1 


= 2,947 x 10~ n m, 


que es un yeinteayo de la separación de las dos lineas del sodio. Eyidentcmenle 
ujm* podria entonces ver nitidamente las dos lineas D en el espectro de primer orden 
j m> dud do por la red. 


A57.0 IHfraeeión de Fresnel 

Como ho explioó on la sccción 23.1, la difracción do Fresnel tiene lugar cuuudo, 
o In fuenle puntual de ondas ineidentes, o el punto de observaeión desde el cual 
hv Utt ve, o aiubow, eslńu a ima dislaneia linita de la aberlura o del olmtifculo. 
Loh ciUcuIoh mutenuitieoH correspomlienleH a la dilraceión de Prctmcl non inuclm 
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mńs complicados que los correspondientes a la difraceión de Fraunhofer, pero 
las ideas fisicas son las mismas. Por ło tanto solo discutiremos los aspectos fun- 
damentales, suponiendo que la fuente de las ondas esta tan lej os de la pantalla 
quc las ondas incidentes son planas, y que se propagan perpendicularmente a Ja 
pantalla, 

Supongamos que ąueremos determinar el movimiento ondulatorio en el punto P 
cuando conocemos el movimiento ondulatorio sobre un cierto frente de onda 
piano S (fig. 23-23). De acuerdo eon el principio de Huygens-Kirchhoff formulado 
en la sección 20.2, podemos dividir el frente de onda en elementos de superficie. 
La simetria sugiere que los elijamos en forma de anillos circulares eon centro 

en la proyeccjón Q de P sobre el piano 



S . Luego, de acuerdo eon la ec. (20.2), 
la contribución del elemento superficial 
de area dS al movimiento ondulatorio 
en P tiene una amplitud proporcional a 

—17(6). (23.19) 

r 


donde dS es el &rea del anillo. En P la 
fasę de la onda producida por dS sera 



Sumando los vectores rotatorios de anillos sucesivos caracterizados por las ecua- 
ciones (23.19) y (23.20), podemos obtener la amplitud resultante en P. A causa 
de los factores 1/r y #(G), los vectores se hacen cada vez mas pequenos resultando 
una espiral en vez de una circunferencia, como se muestra en la fig. 23-24. 

Para simplificar el calculo, y en vista de que X es mucho menor que r 0 , dividire- 
mos la superficie en anillos llamados zonas de Fresnel (fig. 23-25), cuyas distan- 
cias a P difieren sucesivamente en Esto es, r x = r 0 + r 2 = rj + r 3 = 
* r z + etc. Esta disposición tiene la propiedad de que las ondas que llegan 
a P provenientes de zonas sucesivas, tienen un defasaje de n e interfieren des- 
tructivainente, es decir, 



quo corresponde a interferencja destructiva [recordar la ec. (22.7)]. Si es la 
amplitud que la enesima zona produce en P, la cual es proporcional al valor 
dado en la ec. (23.19), la amplitud resultante en P es 

^0-500-^01 + ^02-^03+ — (23.21) 

Podemos tambićn escribir esto en la forma 

+ (ł^oo •“ 5o, + łW + 0«5« - U + łW 



ff.0) 
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JAR umplitudes prevenientes de zonas adyacentes son de magnitud casi igual, 
•Un<|Ue disminuyen cuando n aumenta, es decir: 5 00 > ^01 > £,q 2 ... * Podemos 
Ołcrihlr entonces eon buena aproximación, qne — Ę 01 + -K 02 ~ 0» y en ge- 
lltrnl ł5p(rt+i) — + Ko(ni+) # 0* En consecuencia, la suma de la ec. (23.21) que 

extlende a todo el piano, se reduce efectivamente a 


5o — i^oo» (23.22) 

Ł oi movimiento ondulatorio en P procede de la parte del frente de onda direc- 
Tmuite en linea eon P, siendo igual solamente a la mitad de la primera zona 
it Fresnel, 

01)HŚrvese que cada żona de Fresnel esta compuesta de muchos elementos 
Clrculures de superficie como el ilustrado en la fig. 23-23. Para comprender la 


Frente de onda 



Figura 28-24 


Fig. 28-25. Zonas de Fresnel sucesivas. 


eltuación en función de un diagrama de vectores de amplitud tal como el de la 
fls- 23-24, hay que tener en cuenta que para la primera zona, la distancia va 
de r 0 a r 0 + \\ o sea que la fasę va de 2rrr 0 /x a (2?ur 0 /x) + tt. Esto significa que 
cuando dibujamos todos los vectores de amplitud provenientes de todas las fuen- 
tes seeundarias dentro de esta zona, su defasaje crece gradualmente de cero a tt. 
Estos vcctorcs eonstituyen el arco dcsde O hasta A en la fig. 23-24 por lo quc la 
amplitud ę 00 de la primera zona es el vector OA . Para la segunda zona, las dis- 
tancias van dc r 0 ■+■ |x a r 0 + x, o las fases de (2«r 0 /X) 4- * a (2rcr 0 /x) -f 2*, 
resultandó imevamento un defasaje tu eutre los e^tremos, de modo (|ue la segunda 
zona corresponde al arco desdo A hasta H t eon su amplitud igual al vector Ali* 
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Se repite este procedirniento hasta agotar todas las zonas. La espiral converge 
hacia el punto O' de modo que la amplitud resultante es 00\ que es aproximada- 
mente igual a \OA , como en la ec. (23.22). 

Es conveniente seńałar que como r n = r 0 + -|nX, el radio de la zona n es, segun 
la fig. 23-25, R* = r* — = (r 0 + -^nX) 2 — Ą = nXr 0 4- £n a x 2 . Si n no es muy 

grandę, se puede despreciar el ultimo termin o (si X r 0 ), de modo que 

Rl = nXr 0 . (23.23) 


Observemos de paso que todas las zonas de Fresnel tienen la misma area, que 
es igual a 7rXr 0 . 

Cuando una pantalla impide el avance del frente de onda, la situación es com- 
pletamente diferente de la indicada en la ec. (23.22), porque entonces algunas 
zonas solo contribuyen parcialmente (o no contribuyen) al movimiento oscila- 
torio en P. Supongamos ahora que una onda incide normalmente sobre una pan¬ 
talla que tiene una abertura circular de radio a. El punto de observación esta 
sobre una recta perpendicular a la pantalla y que pasa por el centro de la aber¬ 
tura, de modo que las zonas de Fresnel son concentricas eon la abertura. Cuando 
el punto estd a una distancia r 0 tal que a 2 = Xr 0 , solamente una zona pasa a tra- 
vćs de la abertura, produciendo en P una amplitud £ 00 que es el dobie de la ob~ 
tenida en la ec. (23.22) para todo el frente de onda, resultando que la iluminación 
en P es jcuatro veces mayor que cuando no esta la pantalla y esta expuesto todo 


Una zona, 
centro brillante 


Dos zonas, Tres zonas, Cuatro zonas, 

centro oscuro centro brillante centro oscuro 



-26. Gambio en las zonas de Fresnel para un punto fijo, que resulta de una 
Ynrlaclón en el tamano de la abertura. 



Vlg* Gambio en las zonas dc Fresnel que rcsulla dc! dcsplazamiciifo dc nu 

punto parnie lumenie a! piano dc iu abertura, como sc mueslra cii la fig. 23 28. 
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l) frtflrte de onda! Si la abertura es mayor o el punto esta mas cerca, de modo que 
|l ^ 2Xr 0 , las dos primeras zonas pasan a traves de la abertura, resultando uua 
Itnplltud Sou — $ 0 ! que es practicamente cero por lo que jhay oscuridad en / ł I 
Kii generał, mientras nuestra aproximación siga siendo valida, tendremos ilu- 
ffnltiitoión u oscuridad mśximas en el centro del diagrama de difracción segiin 
qtlr /I Sea impar o par, donde n es el numero de zonas de Fresnel que abarca la 
•l^rlura vista desde el punto donde se 
ObnerVa la difracción. En la fig. 23-26 se 
mutiMtra la situación para diferentes 
ValorM de n. 

ICnipleando el diagrama de la fig. 23-24, 
yttmnl que cuando solo una zona esta 

•Kpuosta, la amplitud resultante es O A = 
m Cuando dos zonas estan expuestas, 

la amplitud resultante es OB = O A -f 
A n = Ę 00 — Ę or ^ ara tres zonas es 

OC=ÓA+AB + BC^ 

- ?oo - Soi + ^ » i(5oo + W. 

y afl ®ucesivamente. En generał, cuando estó expuesto un numero de zonas de 
l ł *rt^inel completas mas una fracción, podemos obtener la amplitud resultante 

(11 bU]ando, en un diagrama tal como el de la fig. 23-24, el vector OE que va de O 
•1 punto E , que corresponde al numero de zonas completas mas la fracción de la 
Ultima. En el caso mostrado en la fig. 23-24, E corresponde a cuatro zonas mas 
un ąuinto de zona. 

Cuando el punto de observación se mueve lateralmente paralelo a la pantalla, 
lonas de difracción se mueven eon el pero ya no son simetricas respecto a la 
abertura, como se muestra en la fig. 23-27. En esa figura, cada caso corresponde 



Dlagrumus de dłfrucción de Fresnel de ul ht tu ras circulnres de rudlos 

dłfcrentOH* 
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Fig* 28-80, Distribución de intensidad Fig. 28-31. Difracción de Fresnel pro- 
en la difracción de Fresnel producida ducida por un peąueńo disco circular 
por una abertura circular. sostenido por una varilla delgada. 


a las diferentes posiciones P, P\ P", P ,ff del punto de observación, como se mues- 
tra en la fig. 23-28, eon zonas centradas en 0, 0', 0", 0"', respectivamente. El 
resultado es que las diferentes zonas activas dan contribuciones diferentes al 
movimiento ondulatorio resultante, obteniendose un diagrama de difracción com- 
puesto de una serie de anillos concentricos eon P y alternadamente iluminados, 
como se muestra en la fig. 23-29. La fig. 23-30 muestra la distribución de inten¬ 
sidad en función de la distancia al eje de la abertura para una abertura circular 
de radio a, comprendiendo varias zonas. 

Si en vez de una abertura circular tenemos un disco circular, el diagrama de 
difracción es similar, excepto que el centro esta siempre iluminado. Esto es por- 




Flff. 28-82, Gambio del diagrama de difracción a modułu qtie varla la distancia dci 
punto u la abertura. 
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(b) 


Wtg. 23-83. (a) Distribución de intensidad en la difracción de Fresnel producida 

J or un borde recto. (b) Fotografia de la difracción de Fresnel producida por un 
ordę recto. 


que la primera zona de Fresnel expuesta siempre da una contribución positiva 
en el centro, por la misma razón que la da en el caso de un frente de onda piano 
Completamente expuesto (fig. 23-31). 

Para una rendija rectangular la situación es muy similar a la de una abertura 
Circular, excepto que en vez de anillos, las zonas de Fresnel son bandas paralelas 
A la rendija. A medida que nos alejamos de la rendija, el diagrama de difracción 
evoluciona gradualmente de un diagrama de Fresnel a uno de Fraunhofer, como 
ie indica en la fig. 23-32. 

En un borde, el diagrama de difracción tiene la distribución de intensidad 
mostrada en la fig. 23-33, cayendo la intensidad gradualmente a cero dentro (le 
la sombra geomćtrica y fluctuando en un intervalo de unas pocas longitudes de 
onda dentro de la región geometrica de iluminación. 

BJ KM PLO 23,7. Una pantalla eon un peąueno agujero de 1 mm de tllómelro sc 
llumlna eon luz de 5,9 x 10~ 7 m de longitud de onda. Calcular la distaneia scgiiu 
la perpendicular entre la pantalla y el punto de oscuridad mós lej ano. 

Bolueión: En este caso el radio del agujero es a = 0,5 mm ^ 5 x 10“ 4 m y !a lon¬ 
gitud de onda es X ~ 5,9 x 10~ 7 m. El punto de oscuridad nuis lejano es el punto 
para el cunl la abertura abarca sólo dos zonas de Frosnel. Knlonces, conforine a la 
•C. (23.23) eon n ^ 2 y a en vez de lin f tenomos ** 2Xr 0 o hou r 0 a ł /2X 0,21 m # 
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lo cual signlflca que el punto de oscuridad mas lejano esta a 21 cm, aproximada- 
mcnte, de la pantalla. En generał, los puntos sucesivos de oscuridad estan a distan- 
clas a*l2n\ (donde n es un entero) de la pantalla. 

23.7 Difusión de ondas 

Ilasta ahora hemos supuesto en nuestro estudio de la difracción que los objetos 
interpuestos en el camino de una onda juegan un papel pasiuo. Esto es, hemos su¬ 
puesto que su unico papel es interrumpir una parte del frente de onda sin agregar 
ellos mismos ninguna onda. Gon esta suposición, los efectos de difracción observa- 
dos se deben exclusivamente a la distorsión del movimiento oscilatorio incidente. 

Sin embargo, este no es el cuadro real en muchas situaciones. Supongamos, 
por ejemplo, que se suspende en el aire una esfera de materiał elastico y que se 
produce una onda acustica o de compresión en las cercanias. Guando la onda pasa 
alrededor de la esfera, experimenta en primer lugar una difracción del tipo estu- 
diado anteriormente. Pero ademas la esfera elastica esta sometida a deformacio- 
nes oscilatorias debidas a las fluctuaciones de presión que acompanan a la onda. 
Las osciłaciones de la superficie producen a su vez nuevas perturbaciones u ondas 
en el aire circundante; estas ondas se superponen a la onda inicial. Las nuevas 
ondas producidas por la esfera oscilante son ondas difundidas y el proceso se deno- 
mina difusión . (NT). 

Andlogamente, si se coloca una esfera conductora en el camino de una onda 
electromagnetica, los campos electrico y magnetico de la onda inducen osciłacio¬ 
nes en las cargas libres de la esfera, y estas cargas oscilantes producen, conforme 
a la teoria de la radiación electromagnetica desarrollada en el capitulo 19, una 
onda electromagnetica nueva o difundida. 

En el capitulo 19 estudiamos la difusión por un solo electrón, lo cual es un pro- 
bierna puramente dinamico al nivel atómico. La difusión que estamos descri- 
biendo aqui es de naturaleza mas macroscópica, ya que involucra cuerpos compues- 
tos de muchos dtomos o que contienen muchos electrones. Podemos calcular la 
magnitud de esta difusión macroscópica aplicando ciertas condiciones de con- 
torno en la superficie del cuerpo; estas condiciones determinan la naturaleza 
de la onda difundida. Por ejemplo, en el caso de una esfera perfectamente con¬ 
ductora, debemos imponer que en la superficie de la esfera la componente tan- 
gencial del campo electrico resultante (es decir, la suma del campo electrico de 
la onda incidente y el de la difundida) sea cero. 

Los procesos de difusión son extremadamente importantes en todos los fenó~ 
menos ondulatorios. Sin embargo, un estudio mas completo de la difusión exigc 
un tratamiento matematico que esta mas alld de los fines de este texto. 

£3.8 Difusión de rayos X por crisłales 

Las ondas electromagneticas eon longitudes de onda mds cortas que la de los 
rayos ultravioleta, tales como los rayos X y los rayos no son difractadas en 
forma notable ]ior objetos de las dimensiones usadas en la region óptica. Sin 


JV. V«r not u ni ple ile la iiAglun 770. 
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embargo, una red cristalina eon atomos o moleculas regularmente espaciados a 
dUtftncias del orden de ICH 0 m, constituye un medio excelente para produeir 
dlffftcción de rayos X. Este problema es algo mas complicado que los estudiadon 
proviamente en este capltulo por dos razones. En primer lugar, como un cristal 
cm un arreglo tridimensional, los centros de difracción en vez de estar distribuidos 
dlł una dirección, lo estan en el espacio, como se indica en la fig. 23-34, que es 
UU diagrama de un cristal de NaCl. (Las esferas oscuras y claras corresponden 
a los iones Na+ y CE). En segundo lugar, bajo la acción del campo electrico de 
Una onda electromagnetica, los atomos o moleculas del cristal se convierten en 
fuantes de radiación secundarias, como ya se explicó en la sección 19.9. En eon- 
leCUencia, tenemos en realidad mas bien difusión que difracción. 

Cuando los rayos X pasan a traves del cristal, la intensidad de los rayos difun- 
(lldos o difractados es el resultado de la interferencia (en la dirección de obser- 
YfkCión) de las ondas emitidas por cada atomo o molecula. Cuando el cristal esta 



Fig. 28-34. Representación simplifica- Fig. 23-35. Difusión de rayos X por 
da dc un cristal de cloruro de sodio, dos atomos A y B. 
moslrando la distribución regular de los 
dtomos que forman una red cubica. 

compuesto de m&s de una clase de atomos, cada una contribuye de manera dife- 
rentę a la difusión de los rayos X. Para simplificar nuestro calculo, supondremos 
entonces que tenemos una sola clase de atomos y solo un atomo por cclda uni¬ 
tarni del cristal. Los resultados tienen validez generał. La corrección para cuando 
hay mós de una clase de atomos se calcula muy simple y directamcnte, pero no 
90 discutiró aqui, 

Consideremos dos atomos A y B a una distancia r (fig. 23-35). Sea m un versor 
legón la dirección de propagación dc las ondas incidentes y u s un versor seguii 
la dirección dc las ondas difundidas. La diferencia de camino de las ominą inci- 
dente y difuridida para esos dos ńtomos es AI) — JiC y el defasajc estii (lado por 

8 


2 " ( M)---nc ). 
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8 ss (u s — Mi) • r « v * r, (23*24) 

donde v = u s — Mf. Llamando 20 al angulo entre u s y m vemos que, segun el 
diagrama inserto en la fig. 23.35, 

v = 2 sen 0* (23.25) 

La condición para que haya interferencia constructiva en la dirección u s es 8 = 
w*2nn o sea, en vista de la ec, (23.24), 


t?.r=nx, (23.26) 

donde n es, como en casos anteriores, un entero positivo o negativo. La ec. (23.26) 
representa un piano perpendicular al vector v (ver ejemplo 3.11). Por lo tanto, 
para una longitud de onda y una dirección de incidencia dadas, la ec. (23.26) 
da una serie de planos paralelos, uno para cada valor de n. La fig. 23-35 muestra 
dos de esos planos: P 1 y P 2 . La condición (23.26) vale para todos los atomos ubi- 
cados sobre estos planos, contribuyendo todos a un móximo de intensidad en la 
dirección m s . En la ec* (23.26), n « 0 corresponde al piano que pasa por A , n = ± 1 
a los planos mas cercanos a cada lado, n = ±2 al siguiente par de planos y asi 
iucesivamente. 

De la fig. 23-35 deducimos, usando la ec. (23.35), que v *r = vr cos a = 2d sen 0, 
donde d « AE =s r cos a es la distancia entre los planos P 1 y P 3 . La ec. (23.26) 
M convierte entonces en 

" 2 d sen 0 = nX? (23.27) 

expresión que se conoce como condición 
de Bragg . Los valores de n estan limita- 
dos por la condición de que sen 0 debe 
ser menor que la unidad. En la fig. 23-36 
se muestra la geometria implicada en 
esta ecuación. Para los rayos tales como 
el 1 y el 2 que son difundidos por śto- 
mos ubicados en el mismo piano, el de- 
f asa je es nulo (n = 0) e interfieren cons- 
tructivamente. Esto ocurre sin embargo 
para cualquier angulo de incidencia. El 
hecho importante que implica la con¬ 
dición de Bragg es que los rayos tales 
como 3, 4, 5, ..quc provienen de pla¬ 
nos sucesivos, tambiću interlkrcu cons- 





Ftg. 88-80. Planos difusores paralelos 
«n un erlBt.nL 
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PIK. 18 -87. Espectrómetro de cristal para la difracción de rayos X. Los rayos X, 
Uentrados en el tubo de la iząuierda y colimados por una rendija en un bloąue de 
ploino, se difractan en el cristal. Los rayos X difractados se observan por medio 
tle ttn detector móvil, en generał una camara de iones. 

b b b ccc 



Fl|?. 28-88. Yarios planos difusores paralelos posibles en un cristal. 


|Tuctivamente, dando lugar a un maximo muy intenso. En consecuencia, la 
COndición de Bragg expresa una especie de efecto colectivo, en el cual los rayos 
difundidos por todos los atomos ubicados en determinados planos paralelos 
interfleren constructiyamente. Para planos fijos (o d fija) y longitud de onda X 



Ftyr. 28-8i>. Difracción de Limo de rn 
yo# X produelda por un monocrlatwl 


dada se producen, al variar el angulo 0, 
posiciones alternadas de intensidad md- 
xima y minima, correspondientes a in~ 
terferencia constructiva especificada poi¬ 
ła ec. (23.27) o destructiva. Nótese que 
la ec. (23.27) se puede usar para mcdir 
la separación d de los planos si se cono- 
ce la longitud de onda X y viceversa. 
En la fig. 23-37 se muestra un csqucma 
de la disposición experimcntal para 
observar la difusión Bragg de rayos X; 
este dispositivo se denomina espccłróme¬ 
tro de cristal . 
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(23.8 


Dada una direeeión de ineidencia Uu ła ec. (23.26) defme una serie de posibles 
familias de płanos paralelos que producen un móximo para la difusión en la direc- 
ción u s caracteristica de cada familia. La intensidad depende del numero de atomos 
que hay en cada familia de planos. La fig. 23-38 muestra algunas de las familias 
posibles de planos. Cada piano corresponde a una densidad de centros difusores 
y a un espaciamiento diferentes. Si se intercala una pantalla en el camino de los 
rayos difundidos por un monocristal (ver fig. 23-39), ap arece un diagram a regu- 



FIk# iiH-40. Diagrama de Laue de difracción para un cristal de cuarzo. Se ha iu- 
tontado disimular el efecto del haz incidente no desviado. 


lar caracteristico de la estructura del cristal. Se llama diagrama de Laue . Ciuła 
puuto del diagrama corresponde a la direxción de u s relacionada eon las diferentes 
familias de planos ilustrados en la fig. 23-38. La fotografia de la fig. 23-40 mueslra 
ua diagrama de Laue. 

Si en vez de un monocristal, el difusor es un połvo que contiene un gran numero 
de crislules pequenos orientados al azar, los correspondientes versores U s ynreii 
dobru su perli cios cónicas eon sus respcctivos ej es en la dirección de iuc.i- 
doticin como se mueslra en la lig. 23-41. Cada sn perlicie cónica prodnee un anilin 
brillante ttobre una peHeula fotogndica como se muestra en la lig. 23-42, resul- 
tnndo el llamado diagrama de llebye-Schmrr, Analizando diugnumut tales 
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FI*. 23-41, Difracción de rayos X por polvo. 



Fig. 23-42. Diagrama de difrnc- 
ción de rayos X para aluminio 
pulyerizado. 


ÓOmo los de las figs. 23-40 y 23-42, se puede deducir la estructura interna de 
Uli cristal o, inversamente, hallar la longitud de onda de los rayos X. 

Es interesante seńalar que cuando Roentgen observó los rayos X por primera 
V6Z a fmes del siglo diecinueve, se originó una gran discusión acerca de su natu- 
Caleza. ^Eran ondas o particulas? Para responder esta pregunta, los fisicos efec- 
tuaron experimentos de interferencia y de difusión usando aparatos similares 
« los empleados en experimentos sobre la luz. Existia la tendencia a descartar 
CUaląuier interpretación ondulatoria hasta que von Laue, Bragg y otros estu- 
dlaron el pasaje de rayos X a traves de cristales y obtuvieron los resultados que 
hemos esta do discutiendo, los cuales ofrecieron una prueba concluyente de la 
^aturdeza ondulatoria de la radiación X. 

UJKMPLO 23.8, Un cristal de sal gema difracta un haz de rayos X. El espectro 
t~ primer orden corresponde a un angulo de 6°50 / y la distancia entre los planos 
w 2,81 x 10~ 10 m. Determinar la longitud de onda de los rayos X y la posición del 
llpcctro de segundo orden. 

Bolución: Utilizando la relación de Bragg (23.27) eon d = 2,81 x 10 -10 m, 0 = 6T>0' 
y n — 1, encontramos que 

X = 2 d sen 0 = 6,69 X 10" 11 m. 

Paru hallar la posición del espectro de segundo orden, hacemos n =» 2. Enlonccs, 
len O - - nX/2d 0,238 o sea 0 =» 13°46 / . Nótese que el orden maximo de difrac¬ 
ción esta lirnitado por la condición nX/2d < 1, que en nuestro caso es n < 8,4 o sou 

flmńx 8. 
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Problemas 

23.1 Rayos paralelos de luz verde de 
mercurio, cuya longitud de onda es 
5,6 x 10“ 7 m, pasan a traves de una 
rendija de 0,4 mm de ancho que cubre 
una lente de 40 cm de distancia focal. 
^Cu&l es la distancia entre el maximo 
central y el primer minimo sobre una 
pantalla colocada en el piano focal de la 
lente? 

23.2 El diagrama de difracción de 
Fraunhofer de una rendija, ampliado al 
dobie de su tamano en la fig. 23.5, se 
formó sobre una pelicula fotografica ubi- 
cada en el piano focal de una lente de 
0,60 m de distancia focal. La longitud 
de onda de la luz que se usó era de 
5,9 x 10“ 7 m. Calcular el ancho de la 
rendija. [Sugerencia: medir (sobre la 
fotografia) la distancia entre minimos 
correspondientes a derecha y a izquierda 
dcl móximo central.] 

23.3 Se usa un telescopio para obser- 
vur dos fuentes puntuales distantes que 
caUn a 30 cm una de otrą. El objetivo 
dcl telescopio esta cubierto por una 
pantalla que tiene una rendija de 1 mm 
do ancho. ^Cuól es la distancia rnaxima 
en metros a la cual se puede resolver las 
dos fuentes? Suponer X = 5,0 x 10“ 7 m. 

23.4 En el piano focal de una lente de 
1 m de distancia focal, se obserya el 
diagruma de difracción de Fraunhofer 
do unu rendija. El ancho de la rendija 
09 0,4 nim. Lu luz incidentc contiene 
don UmgKudcs do onda X t y X,, El euarlo 


mlnirno correspondiente a X i y el ąuinto 
minimo correspondiente a X 2 coinciden 
a 5 mm del maximo central. Calcular 

\ y ^2* 

23.5 Una onda piana monocromatiea 
de longitud de onda X incide a un an- 
gulo de 30° sobre una pantalla piana 
opaca que tiene una rendija larga y 
angosta de ancho a (fig. 23-43). ! Detras 
de la pantalla hay una lente convergenle 



Figura 23-43 

cuyo eje principal es perpendicular ai 
piano de la pantalla. Describir el din- 
grama de difracción que se observn 
en el piano focal de esta lente. 

23.6 Discutir la distribución de inlen- 
sidad de la difracción de Fraunhofer 
por tres rendijas idćnticas igualmonie 
espaciadas. Suponer incidoncła itornud 
sobre las rendijas. 
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187 Una onda piana monocromatica 
|| (1,0 x 1CT 7 m de longitud de onda 
IncMl perpendicularmente sobre una 

R ttUlllla opaca que tiene una abertura 
jelungular de 0,5 mm x 1,0 mm. (a) 
Dtwirlbir el diagrama de difracción que 
11 «bserva en el piano focal de una 
llllto convergente de 2,0 m de distancia 
fonii, colocada directamente atras de la 
Ibertura. (b) Hallar los lados del rec- 
fAugulo formado por las llneas negras 
<JUe rodean el maximo central, 
aa .8 En un diagrama de difracción de 
don rendijas falta el tercer maximo prin- 
Olpui porque el mismo coincide eon el 
pl tmer minimo de difracción. (a) Hallar 
ll cociente a/£>. (b) Representar la dis- 
trlbución de intensidad abarcando va- 
rlo| mśximos a cada lado del maximo 
central, (c) Hacer un esquema som- 
broftdo de las franjas tal como aparece- 
rhm sobre la pantalla. 

3*1.0 Calcular el radio del disco central 
dcl diagrama de difracción de Fraunho¬ 
fer de la imagen de una estrella formada 
poi* (a) una lente de camara fotografica 
de 2,5 cm de diametro y 7,5 cm de dis- 
timcla focal, (b) un objetivo de telesco- 
plo de 15 cm de diametro eon una dis- 
limcia focal de 1,5 m. Suponer que la 
I ui es de 5,6 x 10" 7 m de longitud de 
mula. 

23.10 Frente a una fuente brillante de 
Itr/ hay dos agujeros muy pequenos a 
1,5 mm uno de otro y se los mira a tra- 
de una lente cubierta por una pan- 
ttlla que tiene un agujero (una abertura) 
central circular de 4 mm de diametro. 
&Cuśl es la distancia maxima a la cual 
16 puede resolyer los agujeritos? Supo¬ 
ner una longitud de onda de 5,5 x 
X 10“ 7 m. 

23 ,11 La difracción de Fraunhofer de 
dos rendijas se obserya en el piano 
focal de una lente de 50 cm de distan¬ 
cia focal. La luz monocromatica inci- 
donte tiene una longitud de onda de 
6,0 x 10“ 7 m, Se eneuentra que la dis- 
tancla entre los dos mlnimos adyacentes 
ii mńximo de orden cero es 0,5 cm y que 
falta el nnteimo de cuarto orden. Calcu- 
lar el ancho de las rendijas y la distancia 
entre sus cenlms. 

23.12 Los faros delimteros do un nuto- 
móvll quc se ucerca estóu a 1,3 m uno 


de otro. Estimar la distancia a la cual 
se puede resolyer los dos faros a ojo 
desnudo si el po der resolyente del 
ojo esta determinado solo por la difrac¬ 
ción. Suponer una longitud de onda 
media de 5,5 x 10 -7 m y que el dió- 
metro de la pupila del ojo es 5 mm. Com- 
parar eon el resultado que se obtiene 
usando el poder resolyente del ojo dacio 
en la sección 21.5. 

23.13 En la fig. 23-44, dos fuentes 
puntuales de luz S/y S 2 situadas a 50 m 
de la lente L y a 6 mm una de otrą, 



producen imdgenes apenas resueltas se- 
gun el criterio de Rayleigh. La distancia 
focal de la lente es 20 cm, ^,Cual es el 
diametro de cada uno de los primeros 
anillos de difracción? 

23.14 Dos estrellas igualmente brillan- 
tes subtienden un angulo de un segundo. 
Suponiendo una longitud de onda de 
5,5 X 10 -7 m, (a) ^cual es el diametro 
minimo de la lente de un objetivo de 
telescopio para poder resolyer estas 
estrellas? (b) &Cual debiera ser el aumen- 
to del telescopio? (c) Calcular la dis¬ 
tancia focal del ocular que se debe usar 
si la distancia focal del objetivo es 
1,8 m. 

23.15 Se puede demostrar que en el 
caso de la difracción de Fraunhofer, la 
amplitud de las ondas difractadas por 
una abertura circular de radio U es 
proporcional a la función de Bessel J x (x) 
(ver Chemical Rubber Company’s Stuu- 
dard Matheinatical Tables, duodćcinia 
edidón, p&glna 317), domie, para incl- 
deuclu norma), x - (2nl1/\) sen 0, slou- 
do 0 el óngulo <jue los rayos (UfracUuioH 
forimui eon el eje de la abertura (fi- 
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gura 23-45). (a) Demostrar que las 
dlrceeiones para las cuales las ondas di- 
fractadas tienen amplitud nula corres- 
ponden a las raices de la ecuación 
Jj(x) ~ 0. (b) Recurriendo a una tabla 
de las raices de J x (x) = 0 (Zoc. cii pa- 
glna 318), obtener los valores de sen 0 
para las tres primeras direcciones de 



Figura 23-45 

amplitud nula, veriflcando la ec. (23.11). 
(c) Suponiendo que mediante una lente 
de distancia focal / se enfoca los rayos 
difractados sobre una pantalla colo- 
cada en el piano focal de la lente, dar 
la expresión para el radio de los tres 
prlmeros anillos oscuros que se forman. 
(Notar que en este problema se puede 
rcemplazar sen 0 por 0). (d) Obtener los 
valores de 9 y del radio de cada uno 
de los anillos, si R = 0,10 mm, X = 
* 5,9 x 10~ 7 m y f = 20 cm. 

23.16 A traves de una abertura circu- 
lar pasa luz monocromatica de 6,0 x 
X 10~* 7 ni proveniente de una fuente 
puntual distante. El diagrama de difrac- 
clón de Fresnel se observa sobre una 
pantalla a 1 m de la abertura. Deter- 
mlnur el di&metro de la abfertura circular 
si oxpone (a) sólo las zonas de Fresnel 
central es, (b) las cuatro primeras zonas 
de Fresnel. 

23.17 Se coloca un punto a 1,0 cm de 
una abertura circular iluminada eon luz 
do 5,0 x 10~ 7 m de longitud de onda. Si 
la abertura corresponde a 10 zonas de 
Fresnel, determinar su radio. 

23.18 Sobre una abertura circular de 
0,1 mm de radio Incide luz de 5 x 10~ 7 in. 

quó distancia de la abertura se debe- 
rltt colocur un punto para que la aber¬ 


tura correspondiera a (a) tres zonas de 
Fresnel, (b) cuatro zonas de Fresnel? 
Estimar en cada caso si en ese punto 
babra iluminación o sombra. 

23.19 Una onda luminosa piana y mo¬ 
nocromatica de longitud de onda X — 
= 5,0 x 10" 7 m incide perpendicular- 
mente sobre una pantalla opaca que 
tiene una abertura de la forma que se 
muestra en la fig. 23-46. El radio del 
circulo interior es 1 mm y el del exterior 
1,41 mm. (a) Calcular la amplitud y la 
intensidad relativas de la perturbación 
óptica en un punto P sobre el eje de 
los circulos a 2 m de la pantalla, respecto 
a los valores que se obtendrian si no 
estuviera la pantalla. (b) Determinar la 



fasę de esta perturbación respecto a la 
de la que se observaria en P sin la pan¬ 
talla. 

23.20 A travós de una abertura circu¬ 
lar de 2,6 mm de diametro pasan ondas 
luminosas paralelas de 5,6 x 10~ 7 m de 
longitud de onda. Se observa el diagrama 
de difracción de Fresnel sobre una pan¬ 
talla a 1,0 m de la abertura. (a) El cen¬ 
tro del diagrama de difracción, ^sera 
brillante u oscuro? (b) &Que distancia 
minima se deberia mover la pantalla 
para inyertir la situación encontrada 
en (a)? 

23.21 Una onda luminosa piana y mo¬ 
nocromatica de longitud de onda X ~ 
=3 5,0 X 10~ 7 m incide perpendicular- 
mente sobre una pantalla que tiene una 
abertura circular de 0,40 cm de diame¬ 
tro. (a) Determinar los puutos dc inlen- 
sidad maxima y minima a lo largo del 
cje de la abertura. (b) i % A quć distancia 
de la pauLallu se presenta el ultimo 
mlnhno? 
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}|tU2 Una pantalla eon una abertura 
fłrniliir de 0,40 cm de radio se ilumina 
|Hll oiidas luminosas planas que inciden 

I MM'|M‘iidlcularmente. Suponer que la luz 
MOldonte es una mezcla de dos haces 
IIMHiooromaticos de longitudes de onda 
ij — <i,0 X 10~ 7 m y X 2 — 4,0 x 10" 7 m 
fW|MM*tlvamente. Determinar los puntos 
lohrr la perpendicular a la abertura en 
|U centro en los cuales se observa sólo 
Hitu de las dos longitudes de onda. 

8iu:> Sobre una red piana de difrac- 
Ulrtn por transmisión que tiene 500 lineas 
pur mm inciden normalmente ondas pla- 
tlHH monocromaticas de 6,0 x 10 -7 m. 
Del erminar los angulos de desviación 
puni los espectros de primero, segundo 
y lerccr orden. 

8H.24 Una red de difracción por trans- 
rnlnldn tiene grabadas 4000 lineas por cm. 
(laleular en el espectro de segundo or¬ 
den, la separación angular en grados 
tu tire las lineas ay p del hidrógeno ató- 
tnłeu, cuyas longitudes de onda son 
0,56 X 10~ 7 my 4,10 x 10' 7 m respec- 
1ivamente. Suponer incidencia normal. 

25.25 (a) Una red de difracción por 

imnsmisión que tiene 6000 lineas por 
cm desvia cierta luz en un angulo de 
20* en el primer orden; ^cual es la lon- 
gil ud de onda de la luz? (b) ^Cual es 
In desviación de esta longitud de onda 
4!1 el segundo orden? Suponer inciden- 
Ola nonnal. 

83.26 ^Cuól es la maxima longitud de 
Onda que se puede observar en el cuarto 
Orden eon una red que tiene 5000 lineas 
por cni? Suponer incidencia normal. 

83 ,27 Suponiendo que los limites del 
Oipectro visible estan en las longitudes 
do onda 4 x 10 -7 m y 7 x 10 -7 m, ha- 
llar los angulos subtendidos por los es- 
peclros de primera y segundo orden pro- 
ducldos por una red piana que tiene 
6000 lineas por em. Suponer incidencia 
normal. 

23.28 Dcmostrar que en una red que 
tlone mi gran mimero de lineas, la inten- 
ftldad del primer maximo secundario a un 
lttdo o a oiro del primer im\ximo prin- 
elpHl es IgunI a alrededor de 4 % de la 
lntonsldud del nióximo prinoipal. 

23.29 Una red de difracción por Iruns- 
mUlón de 4 cm do longllmt Ilono 4000 U- 


neas por cm. Calcular el poder resol- 
vente de la red para una longitud de 
onda de 5,9 x 10 7 m en el espectro 
de primer orden. ^Separa la red las dos 
lineas de 5,890 x 10~ 7 m y 5,896 x Kr 7 
metros de longitud de onda que cons- 
tituyen el doblete amarillo del sodio? 
Calcular tambien la desviación minima 
y la correspondiente dispersión de ia 
red para la longitud de onda conside- 
rada. 

23.30 Demostrar que cualquiera sea 
el espaciamientp de las lineas en una 
red, el yioleta del espectro de tercer or¬ 
den se superpone al rojo del espectro 
de segundo orden. Suponer incidencia 
normal. 

23.31 Una red de difracción por refie - 
xión se hace grabando, eon una punta 
de diamante, lineas finas sobre una super- 
ficie pulida de metal (fig. 23-47). Los 
espacios pulidos que ąuedan entre lineas 
adyacentes son el equivalente de las 


Luz incidente 



rendijas en una red de difracción por 
transmisión. Demostrar que los maximos 
principales se obtienen de la condición 
a(sen i — sen 0) = nX, donde a es la 
separación entre lineas consecutivas. 

23.32 Para asegurar un enfoque apro- 
piado en las redes de difracción, el ffsico 
norteamericano H. A. Rowland eons- 
truyó redes cóncavas de gran radio. lvn 
la fig. 23.48 C es el centro de curvalura 
de la red y el diametro de la eircunferen- 
cia de trazos es igual al radio de la rod. 
Demostrar que para cualąuicr fueule S 
coloeada sobre esa cireimferenein (a) to- 
dos los rayos Ucgan a la red eon. el mlsmo 
imgulo de incidencia, (b) todos los rayos 
difructados por In red eon el mlsmo liii- 
gul<> cuiiYorgcu ou un punto O slLmdu 
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en la circunferencia de trazos. De este 
modo, si en O se coloca una płaca foto- 
gróflca tangente a la circunferencia, se 
puede registrar el espectro de difracción 
correspondiente a ese angulo de difrac¬ 
ción. Esta disposición se denomina mon - 
taje de Rowland y se usa extensamente 


Figura 


en los laboratorios de fisica en que se 
hace investigación espectroscópica. [Su~ 
gerencia: Tener en cuenta que la normal 
a la red en el punto de incidencia de un 
rayo pasa por C y que la superficie de 
la red se aparta muy poco de la cir¬ 
cunferencia de trazos,] 

23.33 La separación entre los planos 
principales de un cristal de NaGl es 
2,82 X 1CT 10 m. Se encuentra que una 
reflexión de Bragg de primer orden de 
un haz monocromatico de rayos X ocu- 
rre a un angulo de 10°. (a) Calcular la 
longitud de onda de los rayos X. (b) &Que 
śngulo corresponde al espectro de se- 
gundo orden? 

23.34 El ioduro de potasio, KI, es un 
cristal eubico cuya densidad es 3,13 g 
cm“ 3 . Hallar la minima distancia entre 
planos, o sea la longitud de una celda 
unitnria. Determinar los angulos corres- 
pondientes a las dos primeras reflexiones 
de Bragg para rayos X de 3,0 x 10~ 10 m 
de longitud de onda. 

23.35 Un tubo de rayos X acelera elec- 
trones por medio de una diferencia de 
potencinl de 10 B V. Los rayos X pro- 
ducidos se cxaminan mediante el cristal 
deserlto en el problema 23.33. Hallar 
ol Angulo al cual aparece el espectro 
de primer orden do la longitud de onda 
mńs cortu que procluce el tubo. 



23.36 Un haz de rayos X de 5 X 10* 11 m 
de longitud de onda incide sobre un polvo 
formado por cristales microscópicos de 
KG1 orientados al azar. El espaciamiento 
de la red cristalina es 3,14 x 10~ 10 m. 
Se coloca una pellcula fotografica a 
0,1 m del blanco de polvo. (a) Hallar 
el radio de las circunferencias correspon- 
dientes a los espectros de primero y se- 
gundo orden provenientes de planos que 
tienen el mismo espaciamiento que la 
red. (b) Determinar el radio de las cir¬ 
cunferencias que resultan de planos que 
forman un angulo de 45° eon los de (a). 

23.37 Una red cristalina se puede ca- 
racterizar por tres vectores fundamen- 
tales Oj, o 2 y a 3 , de modo que la estru c- 
tura del cristal es periódica para despla- 
zamientos que son combinaciones linea- 
les de multiplos enteros de esos tres 
vectores (fig. 23-49). (a) Demostrar que 
el vector de posición relativa de dos 
puntos que ocupan posiciones similares 
en dos celdas diferentes esta dado por 
r = Yi°i + Yz a * + YA* donde y 3 , Ya Y Ya 


Figura 23-43 



son enteros negativos o positivos. (b) De¬ 
mostrar que los atomos que participan 
en el espectro de difracción de orden n 
de rayos X estan dados por los enteros 
que satisfacen la ecuación I 

+ Y 2 °a + Y 3 a 3 ) ~ nX, donde v esta de- 
finido en la ec. (23.24). (c) Demostrar 
que la intensidad de la radiación <lif\m- 
dida en la direcclón asociada eon v es 
proporcioiial a (Aj/U/L,) 2 , donde A i 
sen (Ninr *a</X)/scn y Ni es 

ei numeru de celdas del crislal en lii 



Problemat 


\Wh 


,4lwcción au (d) A partir del resultado 
flbtcnido en (c), demostrar que los ma- 
Klmos principales aparecen en una direc- 
Olón que satisface las relaciones = 
m n t X, v*a 2 = n 2 x, ®*o s = n 3 x, donde 
n a y n 3 son enteros. Estas se de- 
DOtninan ecuaciones de Laue. (e) Em- 
ploando los vectores reciprocos a 1 , a 2 , 


a 3 (ver problema 3.29), demostrar que 

u 8 = ui + (n 1 « 1 + n 2 a 2 4- n 3 a :t )X. 

Esta ecuación determina la posicióu de 
los puntos brillantes en un diagrama de 
Laue como el que se muestra en la fi¬ 
gura 23-40. 
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ftli lot capitulos 18 a 23 estudiamos una cantidad de fenómenos importantes 
quc eiltran en la categorla generał de mooimiento ondulatorio. Aunąue estas ondas 
fHMTcsponden a una amplia gama de fenómenos fisicos, desde las ondas elasticas 
#n uu medio materiał hasta las ondas electromagneticas en el vacio, tienen todas 
Una niracteristica comun: los campos asociados eon ellas satisfacen la ecuación 
*}« onda (18.11), 


di 2 v dx 2 


(24.1) 


y esto permite una descripción comun de muchas de sus propiedades, indepen- 
dUuifcemente de su naturaleza fisica especifica. Una de estas propiedades es la 
propagación de la perturbación fisica sin distorsión , puesto que en todos los casos 
In forma de la onda permanece igual y se puede expresar, especialmente para 
utiii onda en un medio no dispersivo, por f(x ± vt). 

Una ecuación tal como la (24.1) describe la distribución de un campo Ę en el 
wpncio y su evolución en el tiempo. Pero hay otros campos que se describen por 
medio de ecuaciones diferentes y que dependen del espacio y del tiempo de manera 
dibjrente. La propagación de estos campos puede estar acompańada de distorsión 
o de atenuación y no se pueden expresar mediante una función de la forma 
/< * ± vty No obstante, en algunos casos se puede aun hablar de una velocidad 
de propagación. Consideraremos aqui solo un tipo especial de estos otros campos, 
el oual corresponde a un grupo de problemas fisicos importantes que tienen ciertos 
rusgos comunes y que caen en la designación generał de fenómenos de transporte. 
I ,os fenómenos de transporte son aquellos procesos en los cuales hay una trans- 
fiToncia neta (o transporte) de materia, de energia o de momentum en cantidades 
gtandes o macroscópicas. Los rasgos fisicos comunes de estos fenómenos se pueden 
d«*scribir eon tecnicas sknilares, estando caracterizados por una ecuación de "propa- 
gitrlón” de primer orden en el tiempo que, en los casos mas simples, es de la forma 


bz 2 a 2 5 

— = a* - 

dt dx 2 


(24.2) 


donde a es una constante caracteristica de cada situación y 5 es el campo corres- 
pondiente al fenómeno de transporte de que se trata. Debemos seńalar que much os 
fenómenos de transporte obedecen ecuaciones mds complicadas que la ec. (24.2), 
Ul cual se debe considerar sólo como una primera (aunque satisfactoria) aproxi- 
mación. En este capitulo trataremos brevemente tres tipos de problemas de trans¬ 
porte: (a) difusión molecular y neutrónica, (b) conducción termica y (c) viscosidad. 


24.2 Difusión molecular; ley de Fick 

Sabeinos quc cuando abrimos un franco de perfume o de cualquier otro liquido 
que tenga un olor hien deflnido, como el amoniaeo, podernos sentirlo rdpidamente 
en toda una pieza cerrada. Decimos que las molóculas del llquido» despuds de 
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Gas 1 Tabiąue Gas 2 



(a) (b) (c) 


Fig. 24-1. Difusión gaseosa. (a) Los dos gases estan separados por medio de un 
tabiąue, (b) Poco despues de retirar el tabiąue algunas moleculas de cada gas se 
encuentran del lado del otro. (c) Despues de un cierto tiempo la mezcla de los dos 
gases es homogenea y no hay mas difusión. 


evaporadas, se difunden por el aire, distribuyendose en todo el espacio circun- 
dante. Lo mismo ocurre si colocamos un terrón de azucar en un vaso de agua. 
El azucar se disuelve gradualmente pero al mismo tiempo las moleculas de azu¬ 
car disueltas se difunden en el agua, ąuedando eventualmente distribuidas en 
toda ella. Como ejemplo finał tomemos el de dos gases contenidos en un reci- 
piente y separados -por un tabiąue, como se muestra en la fig. 24-1; si retiramos 
el tabiąue encontraremos que los dos gases se difunden uno en el otro y despues 
de cierto tiempo nos encontramos eon una mezcla homogćnea. 

Estos y muchos otros ejemplos fami- 



Concentraclón mayor Concentración menor 


Płff. 24.2. La corriente de difusión cs 
dlfercnte en los dos sentidos. 

la difusión iiene lugar en 
minuye , 

tendiendo por lo tanto a igualar en todo 
•uatancia (jue se difunde. Hay entonce 


liares al estudiante ilustran una carac- 
teristica fundamental del proceso de 
difusión: 

Para que łenga lugar la difusión, la dis - 
iribución espacial de las moleculas no 
debe ser homogenea . 

Llamemos n al numero de moleculas por 
unidad de yolumen de la sustancia que 
se difunde; el mismo se denomina con¬ 
centración de la sustancia. De aeuerdo 
eon el enunciado anterior, este numero 
debe variar de un lugar a otro para que 
haya difusión. Una segunda caracteris- 
tica es que 

la dirección en que la concentración dis - 

el espacio la distribución molecular de ln 

s una tendencia bien dcliuida para <{ue 
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)uya difusión. Sin embargo, se debe considerar esta tendencia de un modo esta- 
dlatlco o macroscópico, porąue puede haber fluctuaciones locales que durante 
fiortos interyalos de tiempo produzcan una inversión del flujo molecular en ciertos 

lugares. 

La difusión es en generał el resultado de que la agitación molecular produce 
Ohoąues frecuentes entre las moleculas que, en consecuencia, se dispersan, Supon- 
gotnos que tenemos un gas que ocupa una región separada en dos secciones por 
Un tabique (fig. 24-2), de modo que a ambos lados su densidad es diferente aunque 
Ul temperatura, y por lo tanto las velocidades moleculares, son las mismas. Si 
rctiramos el tabique, tenemos dos corrientes de moleculas en la superficie de 
leparación, indicadas por las flechas horizontales, que resultan de las colisiones 
y las dispersiones que ocurren a ambos lados. Pero la corriente de izquierda a dere- 
cha es mayor porque la frecuencia de colisión es mayor a la izquierda, donde la 
concentración es mayor. En consecuencia hay una corriente neta hacia la derecha, 
dando lugar a una difusión de izquierda a derecha, o sea de la región de concen¬ 
tración mayor a la de concentración menor. 

En lo que sigue consideraremos solo la difusión de una sustancia en si misma 
o en otro medio (un gas, un liquido o un sólido) que es homogeneo y cuyas mole¬ 
culas estan esencialmente fijas. No trataremos el caso de dos sustancias que se 
difunden una en otrą, ya que ello requiere un tratamiento algo diferente. Igno- 
raremos tambien el efecto de las fuerzas intermoleculares. 

Supongamos que la concentración de la sustancia vaiia en cierta dirección, 
que tomaremos como eje X (fig. 24-3), pero que es la misma en todos los planos 
perpendiculares a esa dirección. Luego, el numero de ótomos o de moleculas por 
Unidad de yolumen (o sea la concentración) es función de la coordenada x sola- 
Riente, es decir n = n(x). Se expresa en m~ 3 . La difusión ocurre entonces en la 
dirección del eje X. Llamemos j a la densidad de corriente de parttculas , es decir 
ftl ntimero efectivo de particulas que atraviesan en la unidad de tiempo un órea 
unitaria perpendicular a la dirección de difusión. Esta densidad de corriente de 



(jua dłimlnuye F1k# 24.4, Difusión a Lrttvós do un 

U concontractón Figura 04-8 elemento do voluman. 
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particulas se expresa en m~ 2 s -1 . Cuando la sustancia es homogenea (esto es, 
cuando n es constante), la densidad j de corriente es cero porque el numero de 
particulas que pasa en un sentido es igual al que pasa en el opuesto, no habiendo 
transporte neto de masa, Pero cuando la sustancia no es homogenea, variando n 
de un punto a otro, resulta una corriente, o transporte de masa, neto. La intui- 
ción fisica, confirmada por los experimentos, sugiere que la densidad de corriente 
es tanto, mayor cuanto mayor es la variación de la concentración n(x) en la uni- 
dad de longitud, o gradiente de concentración (esto es, cuanto mayor es dn/dx ). 
Los experimentos muestran tambien que hay una relación de proporcionalidad 
entre la densidad de corriente j y la yariación dnjdx de concentración por unidad 
de longitud, es decir, 

(24 - 3) 

donde la constante D de proporcionalidad depende de la sustancia y se denomina 
coeficiente de difusión . El signo menos indica que el flujo neto es en el sentido en 
que n disminuye. 

La mayoria de los procesos de difusión satisfacen bastante bien la relación (24.3), 
excepto cuando la concentración n es extremadamente baja, cuando es muy alta 
o cuando varia rapidamente en una distancia corta, casos en los cuales ya no se 
aplica el razonamiento estadistico. La ec. (24.3), que se denomina ley de Fick , 
fue propuesta en 1855 por el fisiólogo aleman Adolf Fick (1829-1901), El coefi¬ 
ciente de difusión D estó relacionado eon el estado de las moleculas de la sustancia 
que se difunde (como se mostrara en el caso de los gases en la seceión 24.7) y se 
expresa en m 2 s _1 para que en la ec. (24.3) haya eompatibilidad de unidades. 
Supondremos que D es independiente de la concentración; esta condición es 
ydlida dentro de una amplia gama de condiciones. La ley de Fick establece una 
relación entre la densidad de corriente y la variación por unidad de longitud 
(o gradiente) de la concentración de la sustancia. 

Combinando la ley de Fick eon el principio de conservación de las moleculas 
(el numero de moleculas debe permanecer constante), obtenemos una relación 
en la cual solo aparece la concentración. Para este fin consideremos un elemento 
de yolumen paralelo a la dirección de difusión, como se muestra en la fig. 24-4, 
de longitud dx y base de drea S, Su yolumen es 

dV = area de la base x longitud = S dx. 


El numero de particulas que hay dentro del yolumen en un instante dado es 
n dV = riS dx. El flujo entrante (el numero de particulas que entran por la base 
lzquierda en la unidad de tiempo) es jS y el flujo que sale por la base de la dcrecha 
es fS . La ley de conservación del numero de moleculas exige que la aeumulación 
por unidad de tiempo sea igual a la diferencia entre el flujo entrante y cl saliente, 
es decir, 

aeumulación por unidad dc tiempo w ilujo entrante — Ilujo saliente. 



M.2) 

Tenemos entonces: 
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acumulación por unidad de tiempo =jS — j'S 

= - 0" ~j)S = - (dj)S = -isdi, 

donde dj = j' — j es la diferencia entre las densidades de corriente a un lado y al 
Otro. Pero la rapidez de acumulación es igual al aumento por unidad de tiempo 
del numero de particulas por unidad de yolumen { dn/dt ), multiplicado por el vo- 
lumen (S dx), es decir. 


acumulación por unidad de tiempo = S dx . 

Igualando las dos expresiones de la acumulación y cancelando el factor comun 
S dx , obtenemos 

dn ^_ 

dt dx * 


Usando la ley de Fick, j — — D(dn/dx), para eliminar j, tenemos 


dn _ p d 2 n 
~dt ~~ 


(24.4) 


Eflta es la ecuación de difusión, que es del tipo indicado en la ec. (24.2). Llamada 
algunas veces segunda ley de Fick, expresa la conseryación del numero de par¬ 
ticulas. Esta ecuación contiene la segunda derivada eon respecto a las coordenadas 
espaciales como la ecuación de onda, pero solo la primera derivada respecto al 
tiempo. Esto refleja una diferencia importante, tanto en los aspectos fisicos como 
en los matematicos, entre los procesos de difusión y la propagación de ondas, 
que se iige por la ec. ( 18 . 11 ). 

Consideremos una situación especial: la de un estado estacionario , o sea un 
eatado en el que la concentración permanece constante en el tiempo. Entonces 
dn/dt = O por lo que, eliminando el factor constante D, la ec. (24.4) se conviertc en 


3 2 n/dx 2 = 0. (24,5) 

Integrando, tenemos 

dn/dx =s const. (24.0) 


Pero cuando dnjdx = const, la ec. (24.3) da j = const. Por lo tanto, en condtcio- 
nes ostacionarias, la densidad de corriente es la misma en cuahpucr sección trans- 
yersal, lo eual es fisicamcntc evidenLc. Una densidad constante de corriente 
lignlflcn cjuc en eualquier elemento de volumcn 9 tal como el que se muestra en 
24-4, el numero de particulas difimdidas que entran en la unidad de tiempo 
por un extremo, es el mimno c|uo el de lus que saltm en la unidad de tiempo por 
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el otro extreino. Esto significa que no hay acumulación de particulas o cambio 
de concentración en ningun punto del medio, lo cual esta de acnerdo eon el eon- 
cepto de condiciones estacionarias. De la ec. (24.3) obtenemos 

8njdx = — jjD. 

Integrando esta ecuación, tenemos 



donde n Q es la concentración de particulas en x — 0. Luego, como j/D es constante 
en este caso, obtenemos 

n =-^ i + n 0 , (24.7) 

resultado que indica que la concentración de particulas disminuye linealmente 
eon la distancia en la dirección de difusión, como se muestra en la fig. 24-5. Tam- 
bićn se puede escribir la ec. (24.7) en la forma 



Esta expresión es equivalente a la ley de Fick, dada por la ec. (24,3), pero es va- 
lida sólo cuando la corriente es constante; en otro caso, da la corriente media 
entre dos puntos a una distancia x uno de otro. 

Observese que en condiciones estacionarias, es nęcesario introducir particulas 
a razón constante por un lado y sacarlas en la misma proporción por el otro lado. 
Esto significa que, cuando se mantiene constante la concentración en ambos ex~ 
tremos del tubo de longitud L mostrado en la parte interior de la fig. 24-5, se debe 



FU- 24-5. Variación de la concentra- Fig. 24-6. Difusión de vapor dc aguu 
clón debida a la difusión estacionaria a lo largo de una columna. 
a lo largo de una barra. 
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Ittoar por x = L en la unidad de tiempo eł mismo numero de particulas qtło 
Bill mu por x = 0 en la unidad de tiempo. Si % es la eoneentraeión en x = L t la 
Bmuu ión anterior da 


j 



(24.8) 


Por ejemplo, supongamos que tenemos un tubo vertical abierto en ambos extre- 
ntoN. Un extremo del tubo esta en un liąuido que se evapora, de modo que las 
tltolóoulas del mismo se difunden por el aire dentro del tubo (fig. 24-6). En el 
nim cxtremo, una corriente de aire extrae las moleculas que llegan al mismo 
rrmilUndo un estado estacionario: el numero de moleculas que entran por evapo~ 
mrión por la parte interior es igual al numero de moleculas que salen por la parto 
superior debido a la corriente de aire. De hecho, este es un metodo para medir 
rl ooeficiente de difusión D . Podemos hallar la cantidad j midiendo la cantidad 
do liąuido que se evapora en un intervalo dado de tiempo. Podemos determinar 
flxporimentalrnente la eoneentraeión n Q en el fondo y la n x arriba. Luego aplica- 
mos la ec. (24.8) para calcular D . 

La situación que acabamos de considerar presupone que ya se ha alcanzado 
un estado estacionario. Determinar como se alcanza este estado estacionario 
oh otro problema importante. Gonsideremos nuevamente el tubo mostrado en 
la (Ig. 24-5. Supongamos que inicialmente no hay en el tubo moleculas del gas 
t ]ho se difunde. A un tiempo dado, t = 0, se conecta un extremo a una fuente de 
gas de eoneentraeión constante n 0 . Las moleculas se sacan por el otro extremo 
on una proporción dada. Si medimos la eoneentraeión de moleculas a lo largo 



Fig. 24 -7. Gambio de eoneentraeión en 
el tiempo por difusión a lo largo de una 
tuberla eon un extremo abierto. En cada 
punto, )a eoneentraeión varla hasta que 
•o alcanza un estado estacionario (la 
linea reeta). 


n 



Fig. 24-8. Gambio de eoneentraeión en 
el tiempo por difusión a lo largo de una 
tuberla eon un cxtremn eerrado, Se al- 
canza el estado estacionario cuamlo la 
eoneeiUraclón es unlfornie. 
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del tubo en tiempos diferentes despues de hacer la conexión, obtenemos las diver- 
sas curvas que se muestran en la fig. 24-7. Solo despues de un largo tiempo se 
alcanza el estado estacionario, cuando la proporción de moleculas que se sacan 
por x sss L es igual a la de moleculas que se suministran por x = 0, y la concen- 
tración a lo largo del tubo esta dada por la ec. (24.7). Si se cierra el otro extremo 
del tubo, el cambio de concentración sera como se muestra en la fig. 24-8, corres- 
pondlendo el estado estacionario a una concentración uniforme. Todos estos 
resultados se pueden obtener resolyiendo la ecuación dependiente del tiempo 
(24.4). La discusión matematica es mós dificil que la del caso estacionario y sera 
omitida. 

KJEMPLO 24.1. Cuando el vapor de agua se difunde en el aire, el coeficiente de 
difusión es 2,19 x 1CT 6 m 2 s“ l a presión normal y temperatura de 20,0° C. En un 
experimento tal como el de la fig. 24-6, el tubo tiene 1,00 m de longitud y 20,0 cni 2 
de sección. Hallar la cantidad de agua que se eyapora por segundo a traves del tubo. 

Solución: Debemos determinar primero la densidad de corriente dada por la ec. (24.8). 
Suponiendo que el proceso es suficientemente lento como para que la región en la 
parte interior del tubo se pueda considerar saturada en todo instante, encontramos 
que la densidad del vapor de agua a 20° C es 1,73 x 10 -2 kg m~ 3 ; si m es la masa 
de una molecula, el nómero de moleculas por unidad de yolumen en la base del 
tubo es n 0 ~ (1,73 X 10~ 2 //n) rrr 3 . Podemos suponer tambien que la concentración 
en la parte superior es tan pequena que podemos poner n x — 0. Luego, / Dn 0 /L 
por lo que 

(2,19 x 10~ 5 ) (1,73 x l(T 2 //n) 3,78 x 10~ 7 9 , 

1,0 m 

La masa evaporada por segundo a trayes del tubo es 

M «= i Sm = (3,78 x 10' 7 ) (2 x 10~ 3 ) - 7,56 x 10~ 10 kg s* 1 . 

En una hora, la masa eyaporada es aproximadamente 2,73 x 10~ B kg, o sea 2,73 mg. 
Como la masa de una molecula de agua es 2,98 x 10 -26 kg, el niimero de molćculas 
evaporadas por segundo es 2,54 x 10 16 , o sea 1,27 x 10 16 moleculas por cm 2 por 

segundo. 


24*8 Conducción t&rmica; ley de Fourier 

La conducción termica es otro fenómeno de transporte en el que la energia debida 
a la agitación molecular se transfiere de un lugar a otro eon un cambio corres- 
pondiente de la temperatura. La conducción termica ocurre cuando la temperatura 
varla de un punto a otro en una sustancia, es decir, cuando la energia media de 
las moleculas es diferente en puntos diferentes de la sustancia. Esta diferencia 
de temperatura da lugar a un flujo neto de energia, por lo que podemos definir 
la conducción termica como una transferencia de energia por diferencia de tem¬ 
peratura. 

La conducción tśrmica tiene lugar en el sentido en que disminuge 
la temperatura, 

por lo que la conducción tćrmica tiende a igualar la temperatura en todn la sus¬ 
tancia. lii niccaruamo dc la conducción termica es diferente en los sólitlos, los 
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|lquldos y los gases, debido a la diferencia de movilidad molecular en los tres 
lltudos. En los gases, y hasta cierto punto en los liąuidos, podemos decir que la 
Conducción termica es el resultado de las colisiones entre moleculas rapidas y len- 
tttu, que dan lugar a una transferencia de energia cinetica de las moleculas mós 
ripidas a las mas lentas. En los sólidos, el mecanismo de la conducción termica 
•i mśs complejo. 

Consideremos una camara llena de un gas que tiene un gradiente de temperatura 
CU HU volumen. En los lugares en que la temperatura es mas alta, las moleculas 
tlenen, en promedio, velocidades mayores que en los lugares en que la temperatura 
II menor. Por ejemplo, supongamos en la fig. 24-9 que el gas de la izquierda estd 
miis caliente que el de la derecha. Debido a las colisiones moleculares en la sepa- 
fueión de ambos y a la difusión de las moleculas "calientes” de iząuierda a dere¬ 
cha y de las "frias” de derecha a izquierda, hay una transferencia neta de energia 
do iząuierda a derecha, que llamainos 
ęalor. (Recordamos al estudiante la dis- 
CUllón del concepto de calor hecha en 
la sección 9.10.) 

En los sólidos no hay tal transferen¬ 
cia de energia por medio del movimiento 
de molćculas, ya que el unico movimien- 
to en un sólido es la vibración de las 
mismas alrededor de sus posiciones de 
Cąuilibrio; por ello el proceso es mas 
hien el transporte de esta energia vibra- 
cional a lo largo de la red cristalina del 
sólido. En los metales hay un efecto 
adicional ya que los electrones de con¬ 
ducción (que estan en equilibrio termico 
Con los iones positivos del metal) son libres de moverse por todo el volumen del 
metal, Los electrones de conducción se comportan de una manera similar a la de 
las moleculas de un gas y tienden a difundirse a traves del metal de la region 
caliente a la fria, transfiriendo energia por colisión con otros electrones y con los 
lones de la red en la region mas fria. 

En los gases y liquidos puede haber tambien una transferencia macroscópica 
de materia debido a las diferencias de densidad creadas por las diferencias de 
temperatura. Este proceso, llamado convexión , no es del mismo tipo que los trata- 
dos aqui porque no se debe esencialmente a la agitación molecular sino a una 
condición macroscópica de inestabilidad. 

Llamemos Je a la densidad de corriente de energia debida a la diferencia de tem¬ 
peratura, es decir la energia que atraviesa en la unidad de tiempo un ńrea imi- 
t&ria pcrpendicular a la dirección en que tiene lugar el fiujo de energia, Supon- 
dremos qne esta dirección cs el eje X, Segun nuestra discusión anterior, este 
flujo de energia tiene lugar en un sentido hien defmido (jue es aquel en que la 
temperatura disminuye. Llamemos T a la temperatura. El eainbio de temperatura 
por unidad de longitud (o gradiente tle temperatura) del materia! es entonoes 
BT/&x. Se ha eueontrudo cKperUnentalmente, t|ue, u menos quo la temperatura 
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varie muy rapidarnente en una distancia corta, Je es proporcional a dTjdx, es 
decir. 

Je — K , (24.9) 

donde K es un coeficiente caracteristico de cada materiał que se denomina eon - 
ducliuidad termica . El signo negativo indica que la energia fluye en el sentido en 
que la temperatura disminuye. Esta ley, conocida como ley de Fourier , fue pro- 
puesta alrededor de 1815 por el cientifico franees Joseph Fourier (1768-1830). 
Obsćrvese que j se expresa en J m~ 2 s~ x y que 8Tjdx se expresa en °G mr 1 , por lo 
que K se expresa en J m~ x °C~ 1 o en m kg s~ 3 ""C" 1 . A veces, K se expresa en 
cal m" 1 s" 1 ^C” 1 . La ley de Fourier para la conductividad termica es muy similar 

a la ley de Fick para la difusión. De 
hecho, hay una relación entre la eon- 
ductividad tćrmica K y el coeficiente 
de difusión D de la cual hablaremos en 
la sección 24.7. Aunque el mecanismo 
de la conducción termica es diferente 
en gases, liąuidos y sólidos, la ley de 
Fourier se aplica a estos tres estados de 
la materia. 

Nuestro próximo paso es obtener una 
relación en la que sólo aparezca la tem¬ 
peratura. Podemos hacer esto aplicando 
el principio de la conservación de la 
energia. Consideremos un elemento de 
volumen paralelo a la dirección del flujo 
de energia, como se muestra en la 
fig. 24-10, de longitud dx y sección S. Su 
vołumen es dV « S dx. Si p es la den- 
sidad del materiał, la masa contenida en el elemento de volumen dV es dm ~ 
pdV = pS dx. La energia que entra al elemento de volumen en la unidad de 
tiempo por el lado iząuierdo (llamada flujo entranie de energia) es Je S y la energia 
quc sale del volumen por el lado derecho tambien en la unidad de tiempo (lla¬ 
mada flujo saliente de energia) es j ł E 5. Luego, la ganancia de energia por unidad 
de tiempo dentro del volumen es 

ganancia de energia por unidad de tiempo = 

= flujo entrante — flujo saliente 
= jnS —j'eS = — U'e — Je)S 

= — dj E S= — Ą^Sdx, 
dx 


Y 



FIr. 24-10. Conducción termica a tra- 
vós de un elemento de yolumen. 


donde dju — jn es la diferencia entre las densidades de corrientc dc energia 
en los extremos del elemento de volumen» Pcro si no tiene lugar otro proecao, 
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Una ganancia de energia significa un aumento en la energia de las moleculas 
COntenidas en el volumen y esto significa una elevación de la temperatura. 

Se define el calor espedfico c de una sustancia como la energia absorbida por la 
•ustancia por unidad de masa para aumentar su temperatura en un grado. Se 
expresa en J kg -1 (o en cal kg“* °C~ 1 ), En consecuencia, si se aumenta en dT 
la temperatura de la sustancia, la energia absorbida por unidad de masa es cdT. 
Si el aumento de temperatura ocurre en el intervalo di , la energia absorbida por 
Unidad de masa y por unidad de tiempo es c(dT/df), Como la masa de nuestro 
elemento de volumen es pS dx, podemos escribir para la energia que gana por 
Unidad de tiempo 

aumento de energia por unidad de tiempo 

= pcS — dx. 

H 8ł 



Igualando ambas expresiones del aumento de energia por unidad de tiempo y can- 
celando el factor comun S dx, obtenemos 

dT djB 

r dt dx 


Usando la ley de Fourier, ec. (24.9) (y si suponemos que la conductividad termica K 
eft constante), la ecuación se convierte en 

dT K d*T 
~di ~ ~pc 

6 (24.10) 

dT __ 2 a 2 T 
~di ^ a ~dxf’ 

donde 

a* = Ki pc. (24.11) 

La ec. (24.10) para la conducción termica es por lo tanto del mismo tipo que la 
ec* (24.4) para la difusión molecular, pero expresa la conservación de la energia 
en vez de la conservación del numero de particulas. Sus soluciones son matemd- 
ticamente identicas a las de la ec. (24.4), pero se refieren a la distribución de 
temperatura en lugar de una distribución de concentración. Para el estado esta- 
cionario, dTjdi = 0, por lo que 

—— == 0 ó je — const. 

dx 

En otras palabras: la densidad de corricnte de energia a travós de cualquier 
Mcción de la sustancia es constante. Por ejemplo, supongamos que tenemoa una 
varilla rodeada de un materiał a lalanto que impidc la pćrdida de energia por las 
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superficies laterales (fig. 24-11). El estado estacionario reąuiere que para una 
cantidad dada de energia suministrada por unidad de tiempo por el extremo 
iząuierdo que estó a temperatura mayor, se debe sacar por unidad de tiempo la 
misma cantidad de energia por el extremo derecho que esta a temperatura menor. 
Si Je = const, obtenemos, integrando la ec. (24.9), 

T = —IŁ x + T 0 , (24.12) 

IX 

donde T 0 es la temperatura en z = 0. En la parte superior de la fig. 24-11 se mues- 


T 



tra el grśfico de T en función de x conforme a la ec. (24.12). La ec. (24.12) se 
puede escribir en la forma equivalente 


]e = K 



(24.13) 


Obsćrve$e que si T = T x para x = L, obtenemos de la ec. (24.13) 




(24.14) 


que da la densidad de corriente de energia a lo largo de la varilla aislada en fun¬ 
ción de la temperatura de ambos extremos. 


RJEMPIjO 24,2 . Dos paredes de espesor L x y L 2 y conductividad tćrmica K t y K % 
estdn en contacto (fig. 24-12). Las temperaturas de las superficies externas son 7\ 
y T v Caieular la temperatura de la pared comńn. Suponer condiciones estacionarias. 

tfolución: Como cl flujo de energia cs el misjno para ambas paredes, tenemos que, 
»egón la ec. (24.13), je — K l (T l — T)/L, y )k K % {T — T t )/L t de modo que 
K X (T X ~~ T)/L x ™ K t {T~~ Tt)/Lt 
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O sea 

= f K % T^ 

K X L Z + K Z L X * ( * ) 

que es la temperatura de la pared coraun, 

EJEMPLO 24,3, Un tubo tiene un radio interno a temperatura T ± y radio externo 
f, a temperatura T 2 . Obtener la distribución de temperatura en cualąuier sección 
y el flujo de calor a traves de ella por unidad de longitud (fig. 24-13). Suponer que 
Tl > T v 

Bolución: La ley de Fourier, ec. (24.9), nos permite escribir el flujo de energia en 
Cualąuier dirección. En nuestro problema, como el tubo tiene simetria cilindrica, 




Fig. 24-12. Flujo de calor a traves de Fig. 24-13. Flujo radial de calor en 

dos porciones de materiales diferentes una tuberia gruesa. 

en contacto. 


el flujo de energia es radial, por lo que la ec. (24.9) es 
Je = — K(8T/dr). 

La energia que pasa a traves de cualquier capa del tubo de radio r y area (2tc r)L es 
entonces 

= flujo radial de energia = jg X area — — 2nLKr(BT/8r), 

En condiciones estacionarias, este flujo de energia debe ser el mismo en cualąuier 
capa, es decir que debe ser independiente de r. En consecuencia 3>s = const., por 
lo que r DTjdr ~ C, donde C es una constante, o sea dT = C drjr . Integranclo, 

resulta 

r dT = C r — ó T —- = C ln —. 

J Ti J n r r, 

Para r = r fi tenemos T = T 2 , de modo que 


T a — T x = C ln 


£2 

r t 


ó 


c== T t —T x 
ln (rjr,) 9 


que da, para la temperatura a la dist ancia r. 


T 


Ti 


1 (r.-r.) 


MU&l 

ln r,/r t ' 


(24.16) 
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y para el flujo de energia 

2-kLK(T 1 r 2 ) 

ln rjr. 


EJBMPLO 24.4. La temperatura de la superficie de un cierto cuerpo esta variando 
en la forma periódica dada por 

T ~ T 0 sen co/, (24.17) 

donde T 0 es la amplitud de las fluctuaciones de temperatura en la superficie. Deter- 
minar la distribución de temperatura dentro del cuerpo. (Este problema se puede 
aplicar, por ejemplo, al anólisis de las yariaciones de temperatura bajo la superficie 
terrestre. La superficie de la tierra esta su jęta a fluctuaciones de temperatura mas 
0 menos regulares en el periodo de un dia, eon una fluctuación anual superpuesta 
a este ciclo.) 

Bolución: La condición en la superficie del cuerpo es similar a la de un extremo de 
una cuerda que es forzado a oscilar, resultando una onda que se propaga por la 
CUerda. En consecuencia podemos suponer para empezar que nuestro problema 
tambićn tiene una solución de la forma 


T — T 0 sen (w/ — kx). 


(24.18) 


SI esta solución fuera la correcta, la ecuación anterior representaria una “onda 
Mrmica”. Se reduciria a la ec. (24.17) para x = 0, satisfaciendo pór lo tanto nuestra 
condición de contorno. Sin embargo, la ec. (24.18) no puede ser una solución de 
nuestra ecuación de propagación (24.10) porąue dT/dt = coT 0 cos (co/ — kx) y 
d l T/dx z = — /c 2 T 0 sen (co/ — kx), por lo que cualquiera sea el valor que demos a /c, 
no podemos satisfacer la ec. (24.10) porque en un miembro tenemos cos (to/ — kx) 
y en el otro sen (co/ — kx ). Pero si recordamos nuestra discusión de la propagación 
de una onda electromagnetica en un conductor (sección 20.12), donde tambien 
aparecla una derivada de primer orden en i y resultaba una onda atenuada, podemos 
e&perar que nuestro problema actual tambien pueda ser descrito suponiendo una 
■olución en forma de onda atenuada. El estudiante puede verificar por sustitución 
dlrecta en la ec. (24.10) que 


T == T 0 e”“^®/2/a)a: sen (co/ — 



184-14. Onda de temperatura. 



es una solución. Se reduce a la ec. (24.17) 
para x = 0 satisfaciendo entonces la con¬ 
dición de contorno del problema. En con¬ 
secuencia la ec. (24.19) describe una "on¬ 
da termica atenuada ” que se propaga en 
el medio, como se ilustra en la fig. 24-14. 
Teniendo en cuenta que en la ec. (24.19) 
k = fto/2/a, la yelocidad de fasę de la 
onda tćrmica es v = co//c = af2co, que 
aumenta eon la frecuencia. La atenuación 
tambićn aumenta eon la frecuencia. 

Este problema sugiere que la tempera¬ 
tura a grandes profundidades debajo de 
la corteza terrestre o en los ocóanos per- 
manece próeticamente conslaute toclo el 
ufio, lo cual estó upoyudo por los expc- 
rimentos. Las flgs. 24.15(a)y (b) iuue»trnu 
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las variaciones anual y diurna de la temperatura en un punto del Atlantico medio a 
diferentes profundidades. Obs6rvese que la amplitud de la onda termica disminuye 
al aumentar la profundidad y que hay un retraso de fasę debido a la yelocidad 
Unita de propagación de la onda termica desde la superficie hacia adentro del 

Rgua. 




Mrdianoche 5 10 Mediodia 15 20 Medianochc 


Horas 

iU) 


Fig. 24-15, (u) Ynnaeión muinl de liMiiporaUim n varins prohindidmlcK en el Ocen¬ 

iło Atlńnliro medio. (h) Yarlnrltin dlttrmi de leitiperaliini u vm*las profundidudos cn 
cl Ocóuno A Uri ulico mcdlo durnnle el veruno, 
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Cuando en la sección 24.2 tratamos el proceso de difusión, llegamos a la ec. (24.4) 
que expresa la conservación del numero de particulas. Esta conservación reąuiere 
que la diferencia entre los flujos entrante y saliente a traves de la superficie de 
un eleniento de volumen sea igual a la acumulación por unidad de tiempo en 
dicho elemento de volumen. Se da una situación mas generał cuando — ademas 
de la difusión pura, que proviene del movimiento molecular — son posibles otros 
procesos, 

Supongamos, por ejemplo, que un gas, al mismo tiempo que se difunde en otro 
gas, sufre algun proceso, tal como una reacción quimica, por el cual algunas de 
IUS molóculas desaparecen de la fasę gaseosa. Entonces, cuando hagamos el ba- 
lance del numero total de moleculas contenidas en un volumen dado, debemos 
tener en cuenta el numero de moleculas que desaparecen como resultado de ese 
proceso adicional, Puede ocurrir la situación inversa: puede haber producción 
de molćculas debido a algun proceso que tiene lugar en el elemento de volumen 
dado donde esta ocurriendo la difusión. La expresión para el balance del numero 
de particulas cuando hay producción y absorción debe ser ahora 


acumulación = ganancia por difusión + producción — absorción, 

donde todos los terminos son por unidad de volumen y por unidad de tiempo. 
La acumulación es dn/dt La ganancia por difusión es D(8 2 n/dx 2 ) conforme al 
Wionamiento usado para obtener la ec. (24.4). Si llamamos P a la producción 
y A a la absorción, la ecuación de balance es 


dn __ d z n 


+ P —A. 


(24.20) 


Para resolver esta ecuación tenemos que conocer en cada caso la naturaleza de 
la producción P y de la absorción A. Como ilustración, aplicaremos esta ecuación 
al caso de neutrones en un reactor nuclear termico. 

Un reactor nuclear termico es un aparato en el cual se producen neutrones 
por medio de la fisión (o divisióii) de atomos de uranio, que constituyen lo que se 
denomina combustible. Los atomos de uranio estAn distribuidos en todo el volu- 
men del reactor, 

Cuando un śtomo de uranio se fisiona o se parte en dos fragmentos como resul¬ 
tado de la captura de un neutron, se producen nuevos neutrones que son muy 
rtpldos. En un reactor nuclear termico, se agrega una sustancia llamada modera¬ 
tor* En la mayoria de los reactores el moderador es grafito o agua. Cuando los 
neutrones r&pidos producidos por la fisión del uranio chocan eon los atomos del 
moderador, pierden energia (ver el ejemplo 9.13) y eventualmente llegan a un 
equilibrio energćtico eon los śtomos del moderador. Los neutrones se denominan 
entonces neutrones lentos o termicos . Estos neutrones se usan para producir nuevas 
flftiones de dtomos de uranio. Los neutrones termicos se difunden por el reactor 
hasta quo o son absorbidos (capturados) por los ulom os de los diversos materiales 
que forman el reactor, o esenpan n traves de las paredes del mismo. Kn conse- 
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cuencia, un reactor nuclear termico funciona por el proceso de difusión de neutro¬ 
nes, combinado eon la producción y absorción de los mismos. 

En un reactor homogeneo, el combustible de uranio y el moderador estan mez- 
clados uniformemente en todo el volumen del reactor. En este caso se puede 
demostrar que la diferencia P — A entre la producción y la absorción es propor- 
cional a n, es decir, P — A — Cn, donde C es una constante relacionada eon los 
parómetros involucrados en el diseńo del reactor. La ec. (24.20) se convierte 
entonces en 

^ = D -jr + Cn - (24 - 21) 

di dx 2 

En un estado estacionario, dnjdt = 0 por lo que la ec. (24.21) se reduce a 
D — + Cn = 0 


(24.22) 


—- + B 2 n = 0, 

ex 2 


donde B 2 = CjD se denomina pandeo, La solución de la ec. (24.22) es de la forma 


n = n 0 sen Bx + cos Bx 9 


(24.23) 


^Reactor ^ 


como se puede verificar por sustitución directa, donde n 0 y n x son dos constantes 
a determinar a partir de las condiciones de contomo. 

Suponiendo que el reactor tiene la forma de una losa de espesor a, la intuición 
lisica nos dice que, aunque los neutrones se 

generan en todo el volumen, escapan a tra- . 

vćs de las dos superficies que limitan la losa. 

En consecuencia, la densidad es maxima en 
el centro de la losa y disminuye hacia los 
la dos produciendo dos corrientes de difusión, 
como se sugiere en la fig. 24-16. Podemos 
lmponer entonces que n = 0 para x ~ a. 

Haciendo x = 0 en la ec. (24.23) obtenemos ' <1 

n x = 0, de modo que la misma se reduce 
a n = n 0 sen Bx . Haciendo x = a obtene- 
mos sen Ba — 0, o sea Ba = (entero) X *• 

Como n no puede ser negativo, ya que re- --a-►! 

presenta el numero de neutrones por unidad n J 

de volumen, concluimos que el unico resul- i 

tado posible para el estado estacionario es [ 

Ba « TT, obtenióndose para el pandeo ——- 

U = nja. (24.24) <> " A 

E«ta ocuación cstublacc una relación cn- K1|J< e4 ., n> |> is i r tl»uclón do nou- 

tre el tamafto de un reactor en forma de troues en un reactor nuclear. 
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losa y la producción y absorción de neutrones, expresada por B . Los que dise- 
fian rcactores emplean por ello esa eeuación para determinar la composición co- 
rrecta del reactor que asegure que funcionara en condiciones estacionarias. Para 
otras formas de reactores se obtienen resultados correspondientes. 

Se puede presentar una situación similar en la conducción termica cuando hay 
fuentes de energia distribuidas en el volumen de la sustancia, o cuando hay per- 
didas de energia en su superficie. Consideremos, por ejemplo, la distribución de 
temperatura en condiciones estacionarias en una barra cnya superficie no esta 

aislada termicamente, de modo que a 
traves de ella se pierde energia en forma 
de calor que pasa al medio circundante. La 
perdida de energia por unidad de tiempo 
es proporcional al drea de la superficie 
y se puede considerar proporcional a la 
diferencia de temperatura entre la barra 
y el medio, en tanto esta diferencia no 
sea muy grandę. Este enunciado, llama- 
do ley de enfriamiento de Newton, vale 
sólo en foma aproximada. Suponiendo 
que la temperatura del medio es cero, 
tenemos que la perdida de energia en ca- 
da punto de la superficie es proporcional 
a T. Aunque la barra esta rodeada de un 
materiał aislante, siempre se pierde algo 
de calor a traves de su superficie ya que ninguna aislación es perfecta; podemos 
ver entonces que, conforme al resultado del ejemplo 24*3, la energia que se pierde 
es proporcional a la diferencia de temperatura entre las superficies interna y ex- 
tema del aislador, El resultado de esta perdida superficial de energia es que, 
en el estado estacionario, la temperatura decrece exponencialmente a lo largo 
de la barra, como se muestra en la fig. 24-17, en vez de linealmente como en el 
caso de la barra perfectamente aislada. 



m. 24-17. Distribución de tempe¬ 
ratura a lo largo de una barra no ais¬ 
lada cuyos extremos se mantienen a 
temperatura fija. 


24.5 Viscosidad 

Como se mencionó al comienzo de este capitulo, hay un tercer fenómeno de trans- 
porte que ocurre en los gases (y en los fluidos en generał), que esta intimamente 
relneionado tanto eon la difusión molecular como eon la conducción termica: 
la mscosidad. En la sección 7,10, al tratar el movimiento de un cuerpo a traves 
‘dc un fluid o, introdujimos un coeficiente de uiscosidad ^ pero no lo definimos ca 
tńnninos precisos* 

Consideremos un fluido en el que hay, ademds de la agitacióu termica de las 
molóculns, un niovirniento de masa o corriente de convexión dc lodu el fluido. 
EJemplos de ello sou una corriente de aire en un tunel de viento o cl agua cjue 
corre en un canal o en una tuberia* Su)>ongamos que el fluido se mueve como se 
muestra en la fig. 24-18, en la que la veloculad de convexión o u yuce segiin el 
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•Je Y pero su módulo es función de la distancia segun el eje X, como se indica 
In la parte interior de la fig. 24-18. Consideremos el piano P perpendicular al eje X 
y por lo tanto paralelo a la dirección del moyimiento de convexión del fluido. 
No obstante, las moleculas no se mueven unicamente en forma paralela al eje V 
porąue tienen un movimiento termico y ademas chocan entre si. En consecuencia, 
lllfll moleculas estan cruzando continuamente el piano P, tanto de iząuierda a de- 
rccha como de derecha a iząuierda. Cada 
lliolćcula lleva consigo su momentum 
de convexlón (paralelo al eje Y). En la 0 o 
•Ituación ilustrada en la fig. 24-18, las j?*! 
molśculas que atraviesan de iząuierda u 
u derecha tienen un momentum de eon- c 
vixión mayor que el de las que cruzan *1 
de derecha a iząuierda. Esta diferencia g 
do momentum origina un aumento de 0 
momentum de convexión a la derecha 
do P y una disminución a la iząuierda. 

La densidad de corriente de momentum o 
Jpt es la cantidad de momentum de con- 
V«xión (paralelo al eje Y) transferido 
por unidad de tiempo a traves de un 
drea unitaria perpendicular a la direc¬ 
ción segun la cual cambia la velocidad; 
m nuestro caso esta es la dirección de- 
flnida por el eje X. Los experimentos 
muestran que j p es proporcionai a la 
variación de la velocidad de convexión 
V u por unidad de longitud en la direc¬ 
ción del eje X, o sea al gradiente de la 
velocidad de convexión (es decir, dUy/dz), 
de modo que podemos escribir la ex- 

P resión Fig. 24-18. Fluido en el que hay mo~ 

vimiento de masa y agitación tćrmiea 

j p = — (24.25) de las mo,ćcu,as - 

dx 

que es muy similar a la ley de Fick para la difusión molecular y a la ley de Fou¬ 
rier para la conducción termica. El signo negativo en la ec. (24.25) se debe a que 
la transferencia de nomentum tiene lugar en el sentido en que la velocidad de 
convexión disminuye, El factor de proporcionalidad es el coeficiente de vis- 
cosidad del fluido. Observese que j p se expresa en (m kg s _1 ) m" 2 s”* 1 ó itr 1 kg s 8 
y quc dv u ldx se expresa en s -1 ; en consecuencia el coeficiente de yiscosidad se 
expre»a en nr 1 kg s~L La decima parte de esta unidad se denomina poise y se 
abrevia P (ver tabla 7-2). 

Podemos enearar este tema desde un punto dc vista diferente. Ya que en nuestro 
ejemplo el fluido que estńa la derecha del piano Pgana momentum de convoxión (pa- 
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Fig. 24-19. Transferencia de momen- Fig. 24-20. Distribución de yelocida- 
tum a traves de un elemento de volumen. des en el flujo viscoso de un fluido entre 

dos planos paralelos. 


ralelo al eje Y) y el que esta a la izquierda de P pierde momentum de convexión 
(paralelo al eje Y), podemos decir que a la derecha de P el fluido esta sujeto a 
una fuerza paralela a la dirección del llujo y que a la izquierda de P estd sujeto a una 
fuerza igual y contraria. El valor de esta fuerza por unidad de area se den ominą 
esfuerzo de corte y se designa por t. Como fuerza es igual a la derivada del momen¬ 
tum respecto al tiempo, concluimos que t — j p . Podemos ver que las unidades 
son compatibles en esta relación, ya que t (siendo una fuerza por unidad de area) 
se expresa en N m~ 2 ó itr 1 kg s“ 2 , que son las mismas unidades que se encontraron 
anteriormente para j p . La ec. (24.25) se puede escńbir entonces en la forma equi- 
valente t = tj 

Aplicaremos ahora al fluido el principio de conservación del momentum. Con- 
sideremos un elemento de volumen de longitud dx y sección S (fig. 24-19). El 
elemento de yolumen tiene una velocidad de convexión v v . Las moleculas que 
entran al elemento de volumen por la iząuierda producen una ganancia de momen¬ 
tum por unidad de tiempo (llamada llujo entrante de momentum), que es para¬ 
lela al eje Y e igual a j p S . Las moleculas que salen por el extremo derecho pro¬ 
ducen una perdida de momentum por unidad de tiempo (llamada flujo saliente 
de momentum), que es paralela al eje Y e igual a j' p S> En consecuencia la ganan- 
Oia neta de momentum por unidad de tiempo dentro del elemento de yolumen es 


ganancia de momentum por unidad de tiempo = flujo entrante — 

flujo saliente 

— jpS — j'i>S - 
~ Un j/i)*S 



ł Stl:v 
óx 
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Yiscosidad VS7 


SI se designa eon el momentum de convexión por unidad de yolumen del fluidu, 
el momentum por unidad de tiempo que gana el fluido contenido en el elementu 
de yolumen tambien se puede escribir en la forma 


ganancia de momentum por unidad de tiempo = S dx. 

Luego, igualando ambos resultados y cancelando el factor comun 5 dx , obtenemos 

dpy __ _ typ 
dt dx ' 


Observese que el primer miembro de esta ecuación representa una fuerza por 
unidad de yolumen por lo que el^segundo miembro se puede llamar fuerza dr 
oiscosidad que actua sobre el fluido por unidad de yolumen. 

Puede haber otras fuerzas que actuen sobre el fluido segun el eje Y. Por ejemplo, 
un fluido que se mueve en un canal o una tuberia inclinados esta tambien su jęto 
a su propio peso. Llamemos f a estas fuerzas adicionales por unidad de yolumen. 
Las mismas representan una ganancia adicional de momentum por unidad de 
yolumen y por unidad de tiempo y la ecuación anterior se puede escribir en la 
forma 

dpy __ _ ftjp „ 

31 dx ^ h 


Combinando este resultado eon la ec. (24.25) y teniendo en cuenta que p u = pu y , 
donde p es la densidad del fluido, tenemos 


dvy _ jn 8% , J_, 

dt p dx 2 ' p h 


(24.2(>) 


que es la ecuación de movimiento del fluido yiscoso. Expresa la conservación 
del momentum del fluido. Vemos que la misma tambien es analoga a la cc. (21.2) 
si agregamos el termino fj p, que juega el mismo papel que P — A en la ec. (24.20), 
y que puede interpretarse como un aumento (o disminución) de momentum 
por unidad de masa y por unidad de tiempo (o sea producción o absorción de 
momentum) debida a las interacciones externas del fluido. En auseneia de 
fuerzas externas, la ec. (24.26) se reduce a 


dt p dx 2 

(jue es ideutica a la ecuación de difusión (24.4) eon rijp en vez de D y v u en vez dc //. 

Ks importante senalar que la ec. (24.26) es valida solo para ii u ul os iueontpmubles 
eon veloeidad de couvexión petpieila; eu d caso de lluidos (jue no salisfaeon estas 
eondieiones apareeen otros terminos en la ecuadóu. 


KJKISU’1,0 Delermiiiiu* hi dtslrlhudón de yeloddades eu un fluido vlseoso 

(|Ue He mneyo eidre don puredes plmuiN y pnniielns, como en nu emud. Suponer que 
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la fuerza por unidad de volumen es constante y que el fluido se encuentra en eon- 
dlclones estacionarias. 


Noluclón: Como las condiciones son estacionarias, tenemos que dv y /dt = 0, por lo 
quc la ee. (24.26) se reduce a 

d*Vy f 

Bx z yj 

Como on este problema //y es constante, tenemos (despues de integrar respecto a x), 


dUy 

dx 


=- - X + c l9 

1 \ 


dond© Ci es la constante de integración. Integrando nuevamente, obtenemos 


Vy =- - + ąx + c a . 

2v) 

Para detenninar las constantes de integración c t y c 2 debemos usar las condiciones 
de contorno. Como un fluido viscoso tiende a adherirse a las paredes, el fluido en 
COtitacto eon las dos paredes debe tener una yelocidad muy peąuena que podemos 
lUponer nula. Luego, eon referenda a la fig. 24-20, debemos tener como condiciones 
de contorno que v y = 0 para x = 0 y x = a. Estas condiciones dan c x — /a/2yj 
y c, == 0, de donde 

Vy = -- ( ax — X 2 ). 


Elta expresión da la velocidad de convexión del fltiido en función de la distancia 
Al piano X = 0. Representa una parabola, como se indica en la fig. 24.20. La velo- 
ddad es inaxima en el piano medio. Si el fluido se mueve en dirección vertical, / 
puede ser el peso del fluido por unidad de volumen, que es igual a p g. Cuando el 
fluido se mueve entre dos planos horizontales, la fuerza / se produce aplicando un 
Hradlentc de presión en la dirección del movimiento. En este caso, coniorme a la 
IGCclón 9.14, / =s — dp/dx; si p x y p 2 son las presiones en dos puntos a una distancia l , 
tenemos que / = (p x — p 2 )/l y 


V V = P - V 7 P? («*—*»)• 
2 yj/ 


94M Camino librę medio, frecnencia de colisión y sección eficaz 
de colisión 

Estudiaremos ahora algunos conceptos que son importantes para describir fenó- 
inenos de transporte en gases desde el punto de vista molecular. Como las molecu- 
las d« un gas estńn en movimiento, chocan freeuentemente por lo que sus trayec- 
torias son en zigzag (fig. 24.21). Se han introducido tres conceptos utiles para 
deecribir el movimiento de estas moleculas: el camino librę medio de colisión , la 
frecuencia de colisión y la sección eficaz de colisión . 

KI camino librę medio de colisión , que se designa eon /, es la distancia media que 
unu moleculu del gas recorre entre colisiones. Se puede detenninar siguieiulo una 
molóculu durante lin tiiunpn sufidentemente grand© y calculando la longitml 
media de las trayeclorias entre elioąues sueesivos. Tambidi h© j)uede oulculur 
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fbservando, en un instante determinado, un gran numero de moleculas que acaban 
de sufrir una colisión y calculando la distancia media recorrida por las moleculas 
basta la colisión siguiente. Los dos metodos son equivalentes estadisticamente. 

La frecuencia de colisión, que se designa eon r, es el numero de colisiones que 
•xperimenta una molecula en la unidad de tiempo. El camino librę medio y la 
frecuencia de colisión estan intimamente relacionadas porque, si v es la velocidad 


media de una molecula, el tiempo medio 
que el numero de colisiones por unidad de 
tiempo, o sea la frecuencia de colisión r, 
Mtó dado por l/f, es decir 

T = p/Z. (24.27) 

La frecuencia de colisión r se expresa en 
»“ x . Evidentemente, si tenemos N molecu¬ 
las en un yolumen dado, el numero total 
de colisiones por unidad de tiempo de 
todas las moleculas contenidas en este 
Yolumen es Nr. 

Otro concepto util es la sección eficaz 
macroscópica de colisión S, definida como 
el numero de colisiones de una molecula 
por unidad de longitud, estando dada 
entonces por 

2 = l/f. 


entre dos colisiones es t = Z/p, por lo 


o 



lar es 

(24.28) 


Se expresa en nr -1 . 

El camino librę medio Z esta relacionado eon las dimensiones de la molecula 
de la siguiente manera. Llamemos n al numero de moleculas por unidad de volu~ 
men y r al "radio” de cada molecula. Cuando usamos la palabra "radio”, no 
ąueremos implicar que las moleculas son esfericas. Sin embargo, debido a su 
movimiento rotacional rapido, se comportan efectivamente como esferas. Des- 
preciando las fuerzas intermoleculares y suponiendo que las moleculas actuan 



Fiir. ar -aa. Lilimlro de colisión IhhtmIo por una molecula. Las molćciilas cny os 
eeulroH estón dentro dcl clllndro chocarón eon la luolćeuiu I, (a) Vlsl« lalcrul, (l>) 
vl»Li frontul dcl yolumen excluicln. 
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como bolas de billar, tenemos que para que dos moleculas choąuen, la distancia 
entre los dos centros proyectada sobre un piano perpendieular a la dirección 
del movimiento relativo, debe ser menor que 2 r (fig, 24-22), Luego, si suponemos 
que la molecula 1 se mueve hacia la derecha, la region efectiva alrededor de 1 den- 
tro de la cual debe estar el centro de otrą molecula para que haya choąue, es un 
cilindro de radio 2r. Si la separación entre los centros es menor que 2r, como 

ocurre para las moleculas 2 y 3, hay coli- 
sión. Si es mayor que 2r, como en el caso 
de la molecula 4, no hay colisión. 

Consideremos ahora una porción de 
gas de espesor dx y area S (fig. 24-23), 
El numero total de moleculas contenido 
dentro de esa porción es nS dz , Cada 
molecula forma una pantalla de radio 2r, 
esto es, impide el librę pasaje de la mo¬ 
lecula M. Esta area se expresa por 

o « tt( 2r) 2 « 47tr 2 . (24,29) 


Esta area se denomina sección eficaz mi - 
croscópica de colisión. El area total inter- 
ceptada por todas las moleculas de la por¬ 
ción de gas es (nS dx)a (suponiendo que 
no hay superposición, lo cual es correcto 
si la concentración molecular no es muy 
grandę y dx es muy pequeńa). Luego, la probabilidad de que M sufra una coli¬ 
sión al pasar a traves de la porción es 



Figura 24-23 


(nS dx)a 


= na dx . 


Por lo tanto el numero de colisiones de M por unidad de longitud es na. Esto es 
lo que anteriormente defmimos como sección eficaz macroscópica de colisión. 

Luego, 

2 = na, (24.30) 


y cl camino librę medio de colisión de la molecula es 



(24.31) 


El hecho de que el camino librę medio l este relacionado eon el radio molecular 
perrnite estimar las dimenciones moleculares midiendo /. 

Cuando tenemos en cuenta las interacciones moleculares, las moleculas se dis- 
parsa u o "chocmi" eon un cambio cousecuente en la dirección de su movimiento 
ańn cuando su scpnracióu sea mayor que sus dińmetros, tal como cuaudo discu- 
tlmnit en el ejemplo 7.16 la dispersióu bajo la acción de una fuerai proporeiouul 
a la inverHa de! cuadrado de la distancia. En este euso mńs generał, a ostń nutu 
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relacionada eon £y Z por las ecs. (24.30) y (24.31), que en realidad son sus ddl- 
niciones, pero ya no se aplica la ec. (24.29). 

Observese que la ec. (24.31) es correcta en tanto consideremos que las molćcu- 
las de la porción de gas de la fig. 24-23 estan fijas. Si estón en moyimiento, como 
lo estan realmente en un gas, la probabilidad de una colisión puede ser mayor 
por lo que el camino librę medio es menor. Por ejemplo, un razonamiento que 
tenga en cuenta la distribución de yelocidades en un gas da 

i== pń? 

donde a esta dado por la ec. (24.29). Esto es equivalente a E = ]/2 na y es lo 
mismo que decir que la sección eficaz efectiva por molecula es ] 2 <j en vez de or, 
Los conceptos de sección eficaz y de camino librę medio se pueden extender 
a otros procesos, ademas de las colisiones, tales como la absorción o captura. 
Por ejemplo, si una molecula puede, mientras se difunde, ser capturada por otrą 
molecula, el camino librę medio de absorción l a da la distancia media que recorre 
una molecula antes de ser capturada (o absorbida). Analogamente, la sección 
eficaz macroscópica de absorción E a esta definida por 


- 1 IŁ, 


y da la probabilidad por unidad de longitud de que la molecula sea absorbida. 

EJEMPLO 24.6 . Estudiar la difusión de neutrones en un medio no multiplicativo, 
o sea un medio como el agua o el grafito en el cual los neutrones son absorbidos pero 
no producidos. Esta es, por ejemplo, la situación en la columna tśrmica de un reac- 
tor nuclear, la cual consiste en una masa de agua o de grafito adyacente a uno de los 
lados del reactor. Se permite a los neutrones producidos dentro del reactor que se 
difundan a lo largo de la columna termica, pudiendose usar esos neutrones para diver- 
sos experimentos. La columna se llama termica porąue los neutrones que emergen 
de ella estan en eąuilibrio termico eon los atomos del materiał que compone la 
columna. 

Solución: En la fig. 24-24 se ilustra el arreglo experimental. Los neutrones pro- 
venientes del nucleo del reactor, penetran en la columna termica por la iząuierda 
y se difunden a traves de ella. Durante el proceso de difusión, los neutrones cliocan 
eon los atomos del materiał de la columna. En algunos casos, el neutrón es capturudo 
por un atomo del materiał como resultado de la colisión. Llamemos h al camino 
librę medio de absorción, es decir, la distancia media que recorre el neutrón antes 
de ser capturado. Luego, la sección eficaz macroscópica de absorción cn el maleriul 
es Ert = l/la . Para neutrones termicos E a es aproximadamenie 22 m _1 en agua 
y 0,037 tn -1 en grafito, que muestra que los neutrones lentos son capturados nuis 
fódlmeute por el agua que por el grafito. 

Consideremos aliora la rebanada de espesor dx y sección S mostnula en la lig. 24-24. 
El nóinero total de neutrones eontenidos cn ella es nS dx. La distancia lotni <fue 
recOrren por unidad de tlempo es (nS dx)p, domie v es la yelocldnd media de los 
neulnmes. El iitunero de neutrones nbnorbldos por el mnlerlnl en la uuldad de 
tlempo es entouces (nS dx)o y por unidad dc volmum es En eonumuieudn, 

it en lu cc. (24.20) dlmlmunos cl indor de produedón e lntroctudmo* d valor nnte- 
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Fif. 24*24. Concentración de neutrones a lo largo de una columna termica en un 
reactor nuclear. 


rlor de la absorción, obtenemos 


8n j-. 3 z n 
W ~~ v ~dx* 


•—- vh a n* 


En eondiciones estacionarias, dnjdt = 0 y 

D - — vZ a n = 0 ó ri - — a 2 n = 0, 

dx 2 dx 8 

donde a 2 « vZa/D. La solución de esta ecuaeión difereneial es n — noe"®* n^®*, 
donde n 0 y n x se determinan medianie las eondiciones de eontorno en ambos extre- 
mos de la columna termica. Como para los neutrones termicos en agua y en gra- 
lito, D/v es igual a 0,0084 m y 0,0092 m respectivamente, tenemos que a = 51,2 nr* 1 

f ia.ro el agua y 2,01 m -1 para el grafito. A veces se usa la cantidad L = l/a, llamada 
ortgitud de difusión , Los valores de L para neutrones tćrmicos en agua y en grafito 
lon entonces 1,95 x 10” 2 m y 0,50 m respectivamente. Cuando la columna tśrmiea 
•l muy larga en comparación eon L, debemos tener n = 0 para x muy grandę. Esto 
exlge que n 1 ~ 0 por lo que n — resultando una disminución exponencial 

del mi mero de neutrones tćrmicos a medida que se mueven a lo largo de la columna. 
En este caso, la longitud de difusión, L = l/a, da la distancia en la cual el numero 
d« neutrones disminuye a l/e, o 36 %, de su valor inicial. 


84*7 Teoria tnolecular de los fenómenos de łransporte 

En la primera parte de este capituło hemos estudiado los fenómenos de trans- 
porte desde un punto de vista generał o macroscópico, sin referirnos al movimiento 
molecular responsable dc los mismos, Nuestra prcsentación se iia basudo en ła 
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ley de Fick para la difusión, 


j = 



la ley de Fourier para la conducción termica, 


j E = — K 


3T 

~dx’ 


y la ley de flujo yiscoso. 


Jp = — 


foy * 
dx 


(24.32) 


(24.33) 


(24.34) 


Todas estas leyes tienen una base esperimental y son validas dentro de los llmites 
indicados en cada caso. Nuestro propósito es ahora correlacionar las cantidades D, 
K y 7] eon las propiedades moleculares. Nos limitaremos unicamente a los gases. 

Como ya hemos mencionado, los 
tres fenómenos de transporte estudia- 
dos se deben a la agitación molecular. 

La difusión molecular se debe a la 
transferencia de moleculas de una re¬ 
gion en la que estan mas concentradas 
a otrą en la que estan menos concen¬ 
tradas. La conducción termica se debe 
a la transferencia de energia de una 
región en la que las moleculas se mue- 
ven rapidamente, por lo que la tem¬ 
peratura es alta, a otrą en que se 
mueven mas lentamente, por lo que 
la temperatura es menor. Analoga- 
mente, la viscosidad se debe a la 
transferencia del momentwn asociado 
eon el movimiento de convexión desde un lugar en que la convexión es rńpida 
hacia otro en que es mas lenta. 

Nuestro próximo paso debiera ser obtener estas leyes a partir de nuestro rno- 
delo molecular. La derivación es muy instructiva como ilustración del razonar 
fisico, pero es matematicamente complicada, por lo que presentaremos unicamente 
una descripción del procedimiento. El razonamiento a usar es el que sigue: Con- 
sideremos primero la difusión. Refiriendonos a la fig. 24-25, el problema consiste 
en hallar el numero neto de moleculas que atraviesan (por unidad de tiempo) 
un ńrea dS perpendicular a la dirección en quc tiene lugar la difusión. llemos 
convenido en que esta dirección es el eje X. 

Considoremos a continuación un vohnneu dV a una distamua r de dS. El nó- 
mero de molóculas que huy en osie volumen es ndV y el mitnero d<‘ colisiones 
que Hufreu por unidad de tiempo es Vn dE, Despiiós de la colisióii. cierto tuimero 
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de estas molóculas se dirigen hacia dS, pero no todas llegan a dS porąue pueden 
experimentar una nueva colisión que las desvie de su camino. Debemos entonces 
determinar cuóntas de estas moleculas, despues de chocar dentro del volumen dV, 
atraviesan el drea dS por unidad de tiempo. Si integramos sobre todo el espacio 
para tomar en consideración todas las regiones de la sustancia, obtenemos la 
corriente neta en dS. Evidentemente, para que haya una corriente neta es nece- 
sario que n varie eon x de modo tal que el numero de particulas que atraviesa dS 
desde la derecha sea diferente del de las que la atraviesan desde la izquierda. La 
Blmetria indica que de otro modo la corriente seria cero. Comparamos la expresión 
resultante para la corriente neta en dS eon la ley de Fick para la difusión, ec. (24.32). 
De este resultado podemos entonces obtener el valor del coeficiente de difusión D 
en función de las constantes moleculares. Para la conducción termica debemos 
tener en cuenta la energia que lleva cada molecula que atraviesa dS, Para la 
yiscosidad debemos tener en cuenta el momentum de convexión que llevan las 
molćculas. 

El resultado de todos estos cólcułos es que hallamos que el coeficiente de difu- 
lión molecułar esta relacionado eon la dinamica molecular mediante la expresión 

D = l , (24.35) 

donde u es la velocidad media y Z es el camino librę medio de colisión de las mo- 
Wculas. Para el coeficiente de conducción termica tenemos la relación 


K = D(ikn) - \nkvl 


(24.36) 


Flnalmente, el coeficiente de viscosidad estd expresado por 


?! = D(nm) sss ĄnrrwL 


(24.37) 


TABLA 24-1 Yalores experimentales del coeficiente de difusión 1>, de la conduc- 
tiridad termica K y de la yiscosidad yj, todos a temperatura y presión 
normales 


Sustancia 

D x 10 6 , 
m 2 s' 1 

K x 10 2 , 
m kg s -3 K _1 

?! x 10 6 , 
m -1 kg s -1 

r X 10 10 ,* 
m 

He 


14,3 

1,86 

0,90 

Ne 

4,52 

4,60 

2,97 

1,06 

A 

1,57 

1,63 

2,10 

1,50 

Xe 

0,58 

0,52 

2,10 

2,02 

H, 

12,8 

16,8 

0,84 

1,12 

o. 

1,81 

2,42 

1,89 

1,51 

N. 

1,78 

2,37 

1,66 

1,54 

CO, 

0,97 

1,49 

1,39 1 

1,89 

NH, 

2,12 

2,60 

0,92 

1,83 

ch 4 

2,06 

3,04 

1,03 

1,70 


* Los rad los moleculares se hari calculado a partlr de los yaloros expcrimentaleH 
de Ir yiscosidad. 
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Las expresiones (24,35), (24.36) y (24.37) muestran la intima relación que existe 
entre los tres fenómenos de transporte. 

La teoria de los fenómenos de transporte que hemos esbozado es lo que se podria 
llamar aprozimación de difusión , Una teoria mas refinada debe tener en cuenta 
ciertos factores adicionales que dan lugar a ecuaciones mas complejas, 

Si tomamos en consideración el efecto de las fuerzas intermoleculares, los valo- 
res medidos de D, K y rj nos permiten obtener los parametros que defmen el 
potencial intermolecular. Un resultado inmediato es que podemos estimar las 
dimensiones moleculares, Midiendo cualquiera de estos coeficientes, podemos 
calcular el camino librę medio y de el podemos obtener la sección eficaz a y el 
radio molecular. Debemos tener en cuenta, no obstante, que los valores calcu- 
lados del camino librę medio y del radio molecular sólo indican órdenes de mag- 
nitud. En la tabla 24-1 se dan yalores experimentales para algunos gases mono- 
atómicos, diatómicos y poliatómicos; tambien se dan los radios moleculares 
calculados a partir de los datos sobre viscosidad. 

EJEMPLO 24.7. Estimar los coeficientes D y K para el hidrógeno a temperatura 
y presión normales. Comparar eon los resultados experimentales. 

Solución: Debemos determinar las cantidades v f /, n y m para el hidrógeno en tales 
condiciones. La masa de una molecula de hidrógeno es 3,33 X 10“ 27 kg. El numero 
de moleculas por unidad de yolumen a T — 273 K y p = 1,01 X 10 6 N m~ 2 es, 
usando la ley de los gases ideales pV = NkT, ec. (9.62), n V/N = 2,68 x 10 25 m -3 , 
puede de mostrar que la yelocidad media de una molecula esta dada por v = 
= f8/cr/7rm. Luego, en nuestro caso: v — 1,69 x 10 3 m s” 1 . Finalmente, si toma¬ 
mos r = 1,12 x 10“ lft m para el radio de una molćcula de hidrógeno, obtenemos 
el camino librę medio l ~ 1/V2 na = 1,68 X 1(T 7 m. 

Con los yalores anteriores, usando las ecs. (24.35) y (24.36), encontramos que 

D = 9,42 x 10~ 5 m 8 s” 1 , 

K ™ 5,25 x lO" 2 m kg s“ 3 K“ x . 

Los yalores experimentales correspondientes son D = 12,8 X 10“ 5 y K = 16,8 X 
X 10“ 2 . Por lo tanto, se puede obtener por lo menos los órdenes de magnitud correc- 
tos por medio de nuestra teoria simplificada, que se basa en un gas ideał monoató- 
mico. Una extensión de la teoria que tiene en cuenta la energia transportada por los 
moyimientos internos, tales como la rotación y la yibración, mej ora el aeuerdo entre 
los yalores teóricos y los experimentales. En particular, la conductiyidad termica 
se vera aumentada en un factor 3,3. 

24.8 Conclusión 

Los fenómenos fisicos descritos en este capitulo pueden parecer algo desconec- 
tados de los descritos anteriormente en la Parte 3, y por lo tanto un poco aparta- 
dos de la linea principal de razonamiento seguida hasta entonces. Esto es cierto 
en alguna medida. Pero por otrą parte, dejando de lado la importancia intrinseca 
de los fenómenos de transporte, nuestra discusión de ellos como mamfestaeión 
de la agitación molecular ha cumplido un propósito muy util, en el sentido dc 
que ha dcmostrado que no todos los campus se propagan necesariamentc en la 
forma ondulatoria tipica f(x | v/)» siguiendo la ecuación (18,11), y <|ue la natu- 
raloza preseuta otros tipos dc propagación. 
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Problemas 

24.1 Si el coeficiente de difusión D, 
dependiera de la concentración y por 
lo tanio de x, ^cómo se deberia modificar 
la cc. (24.4)? 

24.2 Demostrar que en tres dimensio- 
ncs la ecuación que expresa la conserva- 
clón del numero de particulas se eon- 
vlerte en dnfdt = — div j. ^Gómo se 
deberia escribir la ec. (24.4) en este 
caso7 

24.3 El gradiente de temperatura en 
una varil!a aislada de cobre es — 2,5° C 
por cm. (a) Galcular la diferencia de 
temperatura entre dos puntos separados 
5 cm. (b) Determinar la cantidad de 
calor que atraviesa (por segundo) un 
ńrtsa unitaria perpendicular a la varilia. 
La conductividad tćrmica del cobre es 

3,84 x 10 2 in kg s~ 3 °C" A . 

24.4 I«a conducUvidad tćtmica dc la 
piata es oproxbnaduniente t cal cnr* 
Tr 1 . Galcular l« cuntłdad dc calor quc 


fluye a traves de un disco de piata de 
0,1 cm de espesor y 2 cm 2 de superficie 
si la diferencia de temperatura entre las 
dos caras del disco es 10° G. 

24.5 Una habitación tiene tres venta~ 
nas eon un area de 3 m 2 . El espesor del 
vidrio es 0,4 cm. La temperatura inte¬ 
rior es 20° G y la exterior 10° C. Galcu¬ 
lar la cantidad de calor que pasa por las 
ventanas por segundo y por hora. La 
conductividad termica del vidrio es 
5,85 x lO^ 1 m kg s“ 3 °C' 1 . 

24.6 Dos varillas, una de cobre y otrą 
de acero, ambas de 1 m de longitnd 
y 1 cm 2 de sección estan soldadas por un 
extremo. El extremo librę de la varilla 
de cobre se mantiene a 100° G y cl 
extremo librę de la de acero se mantiene 
a 0° C. Galcular (a) la temperatura en eł 
extreino comun, (b) cl gradiente dc 
temperatura en la varillu dc cobre y en 
la de acero, (e) la caułidad de calor qtie 
atriwiesn cuakpiler sección do la vnrllla 
por unldad de llempo, (d) I lacer un 
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M||ro ile la temperatura a lo largo de 
E yarlllii. Las conductividades termicas 
pi eobrc y del acero son 3,84 x 10 2 y 
- Ib 4 m kg s~ 3 °C“ 1 respectiva- 

IlKMlł*' 


K ,7 U barra de 2 m de longitud 
W nu alma de acero de 1 cm de dia- 
mdeada por una camisa de cobre 
dlujnetro externo es 2 cm. La su- 

B ffUde 4xterior de la barra estd aislada 
HUlnmiente y uno de los extremos se 
jUNłttlciiO a 100° G y el otro a 0° C. 
h) Gm (miar la corriente total de calor 
i|t Im luirra, en el estado estacionario 
RłUd (I») ŁQu6 fracción transporta cada 
HMteriul? Las conductividades termicas 
||Un dudas en el problema 24.6. 


14.N Una barra aislada tćrmicamente 
liano ima temperatura inicial T x . Se 
||t»VM rtpidamente un extremo a la tem¬ 
pem I tira T 0 mas a lt a manteniendo el 
lit ro cxtremo a la temperatura 7\. Mos- 
Irar, por medio de una serie de curvas. 
Im vndación de temperatura a lo largo 
rte lu barra hasta que se alcanza el estado 
MstMdonario finał representado en la fi- 
gunt 24.11. 


24.U Los extremos de una barra meta- 
llt*ti nislada de longitud L se mantienen 
u O" C, aunąue la temperatura inicial 
de In barra es T — 50 sen tzz/L, donde 
T ust 4 en °G. (a) Mostrar, en un dia- 
gni Ula, la temperatura inicial de la barra 
V vtrias curvas que representen la dis- 
hłhución de temperatura en tiempos su- 
cchIyos. iGudl es la distribución de 
Icmperatura despues de un tiempo muy 
lingo? (b) Mostrar el sentido del flujo 
dc calor en diferentes lugares de la 
viirlllfl. (c) Representar la corriente ini- 
ciii de calor y comparar eon el resul- 
I gdo obtenido en (b). Indicar tambien 
}t corriente de calor en varios instantes 
lucoslvos. 


94 .10 Una tuberia de vapor de 2 cm 
da radio estó forrada eon mateTial ais- 
lante do 2 cm de espesor, La tempera¬ 
tura do la tuberia de yapor es 100° G 
y la do la supcrfleie externa de la camisa 
tl 20° C. La conductlvidad tćrmłca del 
tlilanto es 8,4 x 10““ rn kg s -8 °fr 1 . 
(a) Galcular el gradient© de temperatura 
dtldr en las supcrflcles interna y externa 
da la camUa. (b) Hacer un grńfico esque~ 
mitlco de T en función de r. (c) Calcu* 


lar el calor que se pierde a travós del 
aislante por unidad de tiempo y por 
metro de longitud de la tuberia. 

24.11 Una esfera hueca tiene un radio 
interno R ± y temperatura Ti, y radio 
externo R 2 y temperatura T 2 . Demos- 
trar que la cantidad de calor que atra- 
viesa cualquier superficie esferica con- 
centrica eon la esfera y eon un radio 
entre R x y R 2 es 

<T> — 47ri : C(T 1 T 2 )J? 1 J?2 

0 — Ri 


Demostrar tambien que la temperatura 
dentro de la esfera en función de la 
distancia al centro es T = C/r + C\ 
donde 

q __ (js 

R 2 R l 


y 


2T' 1 j~?2 TĄ ^2^2 

J?2 


24.12 La ley de enfriamiento de New¬ 
ton (ver sección 24.4) se puede expresar 
en la forma je =* h(T —- Tm), donde T 
es la temperatura del cuerpo, h una cons- 
tante llamada coeficiente de transferen - 
cia termica y ]e la energia que pasa del 
cuerpo al medio circundante por unidad 
de area y unidad de tiempo. (a) Obtencr 
las unidades de h . (b) Escribir una ecua- 
ción que exprese la variación de energia 
interna por unidad de tiempo de un 
cuerpo de area S, como resultado del 
enfriamiento. 

24.13 Considerar un peąueno cuerpo 
de area S, masa M y calor especiflco c, 
inicialmente a temperatura T 0 y ro- 
deado de un medio a temperatura T w . 
Demostrar que la temperatura del cuer¬ 
po en función del tiempo es T = Tm f 
+ (T< ,— Tm)e ~ Ał , donde A = hS/Mc y 
h es el coeficiente de transferencia tćr- 
mica (ver problema 24.12). Represen¬ 
tar T en función de t para T 0 mayor, 
igual y menor que Tm. 

24.14 Un tubo cilindrico do metal dc 
radio interno R u radio extern» R % y eon- 
ductividad tćrmica K estń rodeado dc 
una camisa dc radio oxterno /t 8 y eon- 
ductivldad tórmlca K\ SI sc mantienc 
la temperatura do la superficie Interna dcl 
tubo en el valor T x y la temperatura «x* 



998 Fenómenos de transporte 


terlor es T a , demostrar que la tempera¬ 
tura T 2 en la superficie comun al tubo 
y la camisa es 

T X K ln (RJR 2 ) + T Z K' ln (Ą/Ą) 

K ln (RJR,) + K' ln m 

24.15 Demostrar que la velocidad de 
grupo de la onda tórmica discutida en 
el ejemplo 24.4 es el dobie de la veloci~ 
dad de fasę. 

F ^ 


Figura 24-26 

24.16 Una barca de area A navega en 
agua eon movimiento uniforme de velo- 
Cldad v sień do h la profundidad del agua. 
Demostrar que para remolcarla se nece- 
llta una fuerza F = r\Av/h, donde 73 es 
la vlscosidad del agua, (Yer fig. 24,26). 

24.17 Demostrar que la cantidad de 
flńido que atraviesa por unidad de tiempo 
lina superficie perpendicular a los planos 
de la fig. 24-20 y de ancho unitario 
segtin el eje Z es 

(Pi — P 2 )a 3 /12V- 

24.18 Un fluido viscoso (de viscosidad 
tj) se mueve en forma estacionaria por 



una tuberla de radio R y longilud L 
(«g- 24-27). La presión en los extremos 
ei Pi y Pai siendo p x mayor que p 2 . De¬ 
mostrar quc (a) Ul velocidad dcl fluido 
a una dlatancla r del eje cs v ~~ (p x — p a ) 
(R* — r a )/ 47 )f ( (b) ol Yolumen dc fluido 


que atraviesa por unidad de tiempo cual- 
quier sección de la tuberia es 

y = (7t f?*/87)) (pi — p 2 )/l, 

resultado que se conoce como fórmula 
de PoiseuiUe . [Sugerencia: Considerar 
las fuerzas que actuan sobre una capa 
cilindrica de radios r y r ~j- dr; suponer 
tambien que para r = R la velocidad del 
fluido es cero.] 

24.19 Se conecta un tubo capilar de 
10 cm de longitud y 1 mm de diainetro 
a un surtidor de agua que tiene una 
presión de 2 atm. El otro extremo del 
tubo capilar esta a una presión de 1 atm. 
El coeficiente de viscosidad del agua es 
0,01 poise. ^Guanta agua entrega el 
tubo en 1 s? (1 atm w 10 5 N m“ 2 ). [Su- 
gerencia: Usar el resultado del próbie- 
ma 24.18.] 

24.20 Considerar el flujo de un fluido 
en una funda cilindrica de radio interno 
i?! y radio externo Ą. La presión en los 
extremos es p 1 y p 2 , siendo p x mayor que 
p 2 . Determinar la velocidad del fluido 
a una distancia r del eje y el volumen 
de fluido que atraviesa por unidad de 
tiempo cualquier sección de la funda. 
Comparar eon el resultado del problema 
24.18 euando R x ~ 0 y R z = K. \Suge- 
rencia: No tar que la velocidad del fluido 
es cero para r = R x y r « R 2 .] 

24.21 En la fig. 24.28 se ilustra un vis- 
cosimetro tipico. Consiste en un bulbo B 
que se continua en un tubo capilar C, 
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h Ihna el bulbo eon un Ilquido y se 
mirtu el tiempo que tarda la superficie 
dal Uąuldo en pasar de la marca a a la />. 
|« uneuentra para dos lląuidos de den- 
lidtid pi y p 2 que los tiempos son y t Ł \ 
domOBtrar que el cociente entre sus vis- 
Ooi Ida des es 7)1/732 ~ P1A/P24* 

14.82 Las densidades de la acetona y 
dii agua a 20° son 0,792 y 0,9982 g cm -3 
f0lpOCtivamente. La yiscosidad del agua 
01 1,005 x 10“ 2 poise a 20° C. Si el agua 
tirdft 120,5 s en correr entre las marcas 
do Un yiscosimetro y la acetona tarda 
49,5 8, ^cual es la viscosidad de la ace- 
tona? [Sugerencia: Ver el problema 
24 . 21 .] 

24,23 La viscosidad de la acetona a 
Ytrlas temperaturas se muestra en la 

tabla: 


'Temp., °c 

— 60 

— 30 

0 

30 

t) x 10 2 , 
poise 

0,932 

0,575 

0,399 

0,295 


Representando ln 7] en función de 1/T, 
donde T es la temperatura absoluta de 
la acetona, mostrar que ln 73 = a + b/T 
representa la variación de 73 eon T. En- 
Contrar las constantes a y b. 

24 -24 Determinar, a partir de la ec. 
(24.31), el camino librę medio de las 
molćculas de un gas ideał en función de 
la temperatura y de la presión. Calcular 
el camino librę medio de las molćculas 
de hidrógeno a 100° G y 1O -0 atm. ^Cual 
es el yalor para el oxtgeno? Repetir para 
ambos gases a temperatura y presión 
normales. 

24.25 Si el diametro molecular de H z 
68 2,2 X 10“ 10 m, calcular el ntimero de 
collsiones que experimenta una molecula 
dc hidrógeno en 1 s si (a) T = 300 K 
y p - 1 atm, (b) T = 500 K y p = 
■« 1 atm, (c) T = 300 Kyp = 10“ 4 atm. 
(d) Calcular el numero total de colisio- 
nes por segundo que tienen lugar en 
1 cni u en cada uno de los casos (a), (b) 

y (c). 

24.20 El dlómetro molecular de N a (ni- 
trógeno) es aproxlniailuinente 3 x 10~ AO 
motroi, (n) Calcular el camino libro mo¬ 
dło de N fl a 300 K y 1 atm v a 0.01 atm. 


(b) Un sistema de vacio razonablemento 
bueno alcanza una presión de alredo- 
dor de 10“*® atm. ^Cual es el camino 
librę medio de N 2 a esta presión? (c) Si 
el diametro de un tubo en el que se ha 
hecho vacio hasta una presión de/10~° 
atmósferas es 5 cm, ^cuantas veccs 
choca una molecula de N 2 contra las 
paredes entre dos colisiones sucesiyas 
eon otras molćculas del gas N 2 ? 

24.27 Se puede demostrar que de las 
N 0 molćculas de un gas que experimcn~ 
tan una colisión en un instante dado, 
solamente el numero N = N 0 e~ x f l reco- 
rrera la distancia x sin sufrir otrą coli¬ 
sión (/ es el camino librę medio). Hallar 
el porcentaje de molćculas que aiin 
tienen que sufrir su próxima colisión 
enx = 0,5/, /, 2/ y 10/. Determinar quć 
yalor debe tener x para que N sea igual 
al 50 % de N 0 . 

24.28 Un grupo de molćculas de oxl- 
geno comienzan su camino librę medio 
al mismo tiempo a una temperatura 
de 300 K y a una presión tal que cl 
camino librę medio es 2,0 cm. Despućs 
de un cierto interyalo de tiempo, la 
mit ad de las molćculas ha experimentado 
una segunda colisión y la otrą mitad no. 
Determinar es te interyalo de tiempo. 
Suponer que todas las molćculas se muc- 
ven eon la yelocidad media v. [Para el 
yalor de v, ver el ejemplo 24.7.] 

24.29 iCómo yarian eon la temperaturo 
y la presión los eoefleientes D y K de un 
gas ideał? 

24.30 Examinando la ec. (24.37) pro- 
bar que el coeficiente de yiscosidad de 
un gas ideał depende solo de la tempera¬ 
tura. Determinar, si es posible, cómo y 
cuónto depende de la temperatura. 

24.31 En la tabla siguiente se da 
la yiscosidad del dióxido de carbono 
para diversas temperaturas. Repre- 
sentar 73 en función de V T, donde T 
es la temperatura absoluta. Calcular el 
cociente 73/fr. Teniendo en cuenla el 
problema 24.30, cual es su concłuslón? 


Temp., °C 

— 21 

0 

100 

182 

7) x 10\ 
poise 

12,0 

13,0 

18,0 

22,2 
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24.32 Calcular los coeflcientes D> K y 
para el helio y el oxigeno a temperatura 
y presión. normales y comparar eon los 
resultados experimentales. 

24.33 Obtener los valores teóricos de 
los cocientes K/D y 7j/D para un gas 
Ideał. Gompara estos cocientes eon los 
datos experimentales para gases reales 
que aparecen en la tabla 24-1. 

24.34 Se mantiene dos placas parale- 
las a 0,5 cm una de otrą a 298 K y 
301 K. El espacio entre las dos placas 
estś. lleno de H 2 . Calcular, en J m“ 2 s“\ 
el flujo de calor entre las dos placas. 

24.35 El coeficiente de viscosidad del 
amonlaco a 0° G es 9,2 x 10“ 6 poise. 
Calcular el camlno librę medio y la fre- 


cuencia de colisión de una molecula de 
amonlaco a temperatura y presión nor¬ 
males. Estimar tambien su radio. 

24.36 El coeficiente de viscosidad del 
metano a 0° C es 10,3 x 10" 6 poise. 
Calcular el diametro molecular. 

24.37 A 25° C, el H 2 tiene una visco- 
sidad de 8,2 x 10 -5 poise. Si un tubo 
de 1 m de longitud permite el flujo de 
1 litro/min bajo la acción de una dife- 
rencia de presión de 0,3 atm, ^cual es el 
diametro del tubo? [Sugerencia: Usar 
la fórmula de Poiseuiłle dada en el pro- 
blema 24.18.] 

24.38 Comparar las conductividades 
termicas del O a y del H 2 ; ignorar la di- 
ferencia de diametro molecular. 




RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS 
CON NUMERO IMPAR 




CAPITULO 14 

14.1 4,21 x 10- 8 N; 1,16 x 10 8 ® 

14.3 4,14 x 10 44 ; 1,16 x 10 3fi 

14.5 (d + 21 sen 6) 2 tg 0 = 9 X 10 \q 2 /mg) 

14.7 (a) 4,8 x 10^* N; (b) 5,28 x 10 1 * m s~ 2 =« 5,38 X lO 1 ^ 

14.9 (a) 1,011 x 10* N G -1 ; (b> 2,67 x 10 6 m s" 1 

14.11 (a) 5,69 x 10“*s; (b) 1,42 X 10~ 2 m; (c) 9,86 X 10" 2 m 

14.13 2 

14.15 (a) 2,5 X 10- 4 m S" 4 ; 

(b) 0,984 X 10”~ 4 , 1,571 x lO" 4 , 2,159 X 10~ 4 , 3,333 X 10~ 4 , 

5 095 X 10~ 4 m s _1 * 

(c) 3,484 x 10“ 4 , 4,071 x 10" 4 , 4,659 x 10~ 4 , 5,833 X 10“ 4 , 

7,595 x 10" 4 m s” 1 ; 

(d) la constante es 0,587 X 10~ 4 y la carga en exeeso es 6, 7, 8, 10 y 13, 
respectivamente; (e) 1,6017 x 10~ 18 C. 

14.17 951 V 

14.19 (a) — 4,5 x 10~ 8 N (atract.), 9 x 10~ 3 N (hacia la carga de 3 X 10" 7 C), 
— 13,5 X 10“ 3 N (atract.); (b) 9 X 10~ 4 J, — 45 x 10~ 4 J, O J; 

(c) —18 x 10“ 4 J, que es la mitad de la suma resultante en (b) porąue alll 
se consideró cada par dos ueces. 

14.21 8,59 x 10 28 m s“ 2 , 4,88 x 10~ 12 J; (b) 3,82 x 10 7 m s” 1 
14.23 2 x 10- 7 C, 3 m 
14.25 2,88 x 10 8 V 

14.27 (a) —1,8 x 10 4 V, —3,6 x 10® V; (b) 4,22 x 10® V, 1,123 x 10 8 N Cr 1 ; 

(c) 1,04 X 10® V, 1,125 x lO 8 N c-i; (d) — 9 X 10 3 V, 2,38 X 10 8 N C" 1 , 
formando un śngulo de 19,1° hacia abajo re&pecto a la linea que une las 
cargas; 

(d) segdn la linea que une las cargas, en un punto externo a las mlsmas 
y a 0,445 m de la carga menor. 

14.29 (b) 2g/4*« 0 ; (e) x = ± ][l — a 8 ; (1) 2 9 /4it.,i(a* + 

14.33 (a) u«50 N C" 1 ; (b) u.10,8 N C~‘ 

14.37 (a) —4,358 x 10~ 18 J; (b) 2,179 x 10~ 18 J; (c) —2,179 x 10 18 J; 

(<1) 8,56 X 10*» Hz 

14.39 (a) («*/4«* 0 ) (— 8/r -| 1//?); (b) (e 8 /47t. 0 ) (—4/r i 1/rt | 1 /«»), donde r «i 
la dlilancia oloctrón-niłclco, H ei la dUtancla eloctrón-oloctrón y fł t ei la 
dlitancla Intemuclear. 



A-18 Respuestas a los problemas eon ntimero impar 

14.41 En forma no relativistica: 

v e = 5,931 x 10 6 |/y m s- 1 y v v = 1,384 x 10 4 f V m s-\ 
donde V esta en volts. 

14.43 Para el electrón: (a) 4,662 x 10 4 Y; (b) 2,945 x 10 5 V; (c) 7,86 x 10 6 Y; 

para el protón: (a) 8,56 x 10 7 Y; (b) 5,407 X 10 8 Y; (c) 1,443 x 10 9 Y 
14.45 0,215c _____ 

14.47 (b) (l/v)f(2e/m) V 0 ; (c) neV 0 ; (d) Ljfn[ 1 + (nv 2 L 2 /2c 2 )]-i/ 2 
14.49 1,44 MeV 

14.51 16,02 MeV, 1,001 MeV/nucleo; 80,09 MeV, 2,002 MeV/nucIeo; 250,0 MeV, 
2,747 MeY/nucIeo; 486,8 MeY, 3,380 MeY/nucleo; 779,0 MeV, 3,895 MeV/nu- 
cleo; 973,7 MeY, 4,091 MeV/nucleo 
14.53 (a) 11,5 X 10~ 14 m; (b) aprox. 11,5 radios 
14.55 (a) 3,52 X 10 8 m s- 1 , 3,52 x 10~ 3 m; (b) 17,9 cm 

14.57 (b) 2,52 x 10 6 m s- 1 ; (c) 2,29 x 10 9 m s- 1 ; 6,0 x 10 3 N G- 1 , 

1,0 X 10 3 N C- 1 ; (e) 1,056 x 10 18 m s- 2 , 1,76 X 10 17 m s~ 2 
14.59 (a) 1,22 X 10 7 m s-\ 3,783 x 10 7 m s- 1 ; (b) 3,975 X 10 7 m s~ l , aprox. 18° 

eon la dirección del campo; (c) 6,10 x 10- 1 m, 7,695 X 10- 1 m; 

(d) 7,195 X 10~ 16 J ó 4,49 x 10 3 eY 
14.61 5,57 x 1O~ 10 , 1,02 X 10" 15 
14.63 qa/2m€ 0 ; Y2az; Y2z/a 

14.65 (a) Una parabola; (b) (a 0 sen a) 2 /2 a — z m źx\ (c) 2v 0 cos a Y 2 z m źxla> donde a 
es el angulo inicial por encima de la horizontal y a — a/2ni€ Q 

r co n —1 ł \ _, \ 1 

14.67 (— qVne 0 a) \ln 2 — 2 ^ \7^= +. 1. - - \ ^0,56(— ą^^a) 

[ n=i i=i \\ 8n 2 + i 2 / J 

14.69 (o/2<,)(fff+7-r); (a/4 « 0 ) ln (J? 2 //*® + 1) 

14.71 (b) £± = (2/4rt e 0 i?) sen 6; <f|| = 0 
14,73 o/2. 0 j - f 0 )z 

14.77 Respecto al eje Y: Q=—3qa% V = — Qj\2ize 0 y 3 , £ = — Q/3 res- 
pecto al eje Z lo mismo que lo anterior, excepto que todas las cantidades son 
positivas e y se reemplaza por z. 

14.79 aresen (e 2 /47Tc 0 ) (1/aE*), donde Ek es la energia cinetica del protón 
14.83 (b) 4,8 x 10- 10 stC; (c) K e = 1 dyn cm 2 stC“ 2 , <r 0 = (Jtt) stC 2 dyn- 1 cm~ 2 ; 
(d) ł x 10~ 4 dyn stC- 1 — IN G _1 

14.85 K« — 9 X 10 30 dyn cm 2 abcoulomb- 2 ; € 0 — (J7r) (|) X 10~ 20 dyn”" 1 cm^ 2 
abcoulomb 3 ; 1 abcoulomb = 3 x 10 10 stG 
14.87 V = 9 x 10 »q/r; 6 = 9x 10 9 y/r 2 

14.89 Para el hidrógeno: —13,598 eY, —3,3995 eY, —1,511 eY, — 0,8499 eY; 
10,2 eY; para el ion de helio: —54,392 eY, —13,598 eV, —6,039 eV, 
— 3,3995 eY; 40,794 eY 


CAPiTULO 15 

15.1 5,68 x 10-*T; 10 7 s- 1 

15.3 (a) 3,48 X 10“ a m; (b) 3,79 x 10- 1 m: (c) 1,44 x 10 9 
16.5 (a) 0,528 m, 43,7 x 10““* s; (b) 1,74 m, 1,43 X 10~ 9 s 
16.7 2,13 x 10-* m 
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15.9 (a) 3,2 x 10 - 3 m; (b) 6,4 x 10 -® m 

15.11 F t = Uiąiffó ; 1? 2 = 0; F 3 = u z qv93/y2; F 4 = — u x qv93j]f2 m , F 5 = — u x qtf)3; 

F e = — u z qv c )3/Y3 + u x qv9l 3/f3 

15.13 2 x 10- 1 T en la direeción negativa de Y 
15,15 (a) 1,7 x 10 7 m s- 1 ; (c) 4,83 x 10~* m 
15.17 (a) 1,02061?; (b)%0 V 
15.21 1,24 x 10- 3 m 

15.25 Para el deuterón: (a) 2,087 x 10- 1 T; (b) 4 x 10 8 m s- 1 ; (c) 0,17 MeV; 

(d) 9 (8,5) 

Para la particula alfa; (a) 2,074 x 10" 1 T; (b) 4 x 10 fl m s- 1 ; (c) 0,33 MeV; 

(d) 8 (8,2) 

15.27 (a) 0,209 T; (b) 0,136 MeV, 3,2 x 10 6 m s- 1 
15.29 1,57 m 

15.33 (a) d l rjdt 2 = ( q/m ) (C + v x c tf); (c) x — (iyn/<7Q3) sen {ą^jn^U 
y = ^(qćjm)ł 2 , z = — ( m/q9d ) cos ( q c yójm)t; 

(e) aceleración rectillnea constante 
15.39 3,78 X 10 8 A m~ 2 

15.41 (a) 4,5 x 10- 3 N m; (b) 4 x 10‘ 2 A m 2 ; (c) 8,07 X 10~ 2 N m 

15.43 (a) (1,32 x 10 ~ 2 ) T; (b) el momento dipolar magnetico y el campo tiencn 

la misma direeción; en consecuencia el torąue es nulo. 

15.45 0,3 rad 

15.47 (a) — «,(10- 2 ) N; (b) u x (— 5 x 10~ 4 ) + u y (lO~*) N m 
15.49 (a) 8,804 X 10 10 s- 1 ; (b) 1,337 X 10 8 s- 1 
15.51 1 

15.59 2,403 X 10“ 20 N 

15.63 (a) p^I/rta; (b) y^I/Sna; (c) 0, 2[x 0 //37ra 

15.65 (b) ux(\i i) Iajnr 2 ) donde r 2 = a 2 -f x 2 ; (d) x = 0. Para los puntos del ej' 

(b) uy{\i 0 Ia/Tzr 2 ) donde r 2 = a 2 — y 2 ; (d) y = ± a 

15.67 15 

15.69 (a) (m/tz) aretg (w/2d); (b) i(x 0 / 

15.71 1,02 x 10“ 2 m 
15.73 46,26 A 

15.75 = F lt F' 2 = — F[ cuando las car gas esta n sobre el eje X; cuan 

cargas estan sobre el eje Y', F x = /l — i ? 2 /c 2 F[ 

15.77 1; 1,005; 1,15; 2,29 

15.79 (a) 2,31 X 10~ a0 N repulsión, 2,57 X 10~ 26 N atracción; (b) 2,31 X > 
repulsión; (c) 3,85 x 10- 20 N, 2,46 x 10" 20 N 


CAPITULO 16 

10.1 Para el campo elćctrico: 


r3 _ R3 

?/4tt v a , (ql4n* 0 r*) °; 


para el potencial electrico: 

(<//«" V) ^ ~ ), 0 



A-20 
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10.3 (a) — e/nal; (b) — 0,424 e; (c) (— e/4ne 0 r 2 ) [1 + e- 2r /‘ H > — 2(1 + r/a 0 ) 2 e- 2r /‘‘°]; 
(d) x s + 4x + 2 = 2 X 10- 2 e*, de donde x = r/a 0 = 4,48 

10.5 (a) ca 8 , f 0 ca 3 , 2 e 0 cx; (b) 0, 0, 0 

10.7 (a) (10/13) x 10-“ C y (3/13) x 10~“ C; (b) 4,5 x 10~ 9 J; 

(c) 3,46 x 10-“ J 

10.9 (c) 4n f 0 ć 0 a 3 ; (d) ć 0 cos 0 (1 + 2a 3 /r 3 ); — ć 0 sen 0 (1 — cp/ń ); 

(g) — (6ćo fola) cos 0 

10.11 (a) 16,5; (b) 15,5 
10.15 (a) 0,484 m 2 ; (b) 10 3 V 

10.17 (a) 380 nF; (b) 7,6 x 10 3 V; (c) 1,443 x 10- 3 J; (d) 1,37 x 10- 3 J 

10.21 En serie: (a) fpF; (b) | X 10- 5 F, 80/9, 60/9 y 40/9 V; (c) f X 10~ 4 J; 

en paralelo: (a) 6,5 pF; (b) 3 X 10- 5 , 4 X 10- 6 , y 6 x 10~ 8 F, 20 V; 

(c) 13 X 10-" J 

10.23 (a) C,:6 X 10~ 4 C, 200 V; C 2 : 2 x 10- 4 C, 100 V; C 3 : 4 x 10~ 4 C, 100 V; 
(b) 9 x 10- 2 J 

10.27 (a) —(E|,N/.r 2 ) dx ; (b) i(Q 2 /e 0 S)dx; (c) K0 2 / e oS). Cuando se mantiene cons- 
tante el potencial: (a) como antes; (b) i(e 0 SV 2 /x) dx; (c) $(c 0 SV 2 /x) 

10.31 2,06 x 10- 14 s ^ 

10.33 (a) 911; 30: 48 A, 144 V; 1211: 8 A, 96 V; 611: 16 A, 96 V; 411: 24 A, 96 V; 
2011: 12 A, 240 V; 511: 60 A, 300 V; (b) 10H; 711: 24 A, 168 V; 1211: 6 A, 

72 V; 311: 4 A, 12 V; 60: 2 A, 12 V; 100: 6 A, 60 V; 180: 4 A, 72 V; 90: 

8 A, 72 V; (c) 7,50; 40: 9 A, 36 V; 90: 6 A, 54 V; 160: 3 A, 48 V; 30: 2 A, 
6 V; 300 : 3 A, 90 V; (d) por cada resistor circula una corriente de 10 A, 
excepto por el resistor central, entre cuyos extremos no hay diferencia de 
potencial. 

10.35 (a) 320; (b) 20 V 
10.37 90 W 

10.41 (a) Se duplica; (b) se reduce a la mitad; (c) se reduce a la cuarta parte 
10.43 (a) No; (b) 1,480; (c) 1,240 
10.47 (a) 2,8286 V; (b) 1,33 V 

10,49 (a) 1 A; (b) 8 V; (c) 120: f,A; 60: |A; 40: i A; 220: i A; 80: f A; 50: 

fi A; 200: A 
10.51 (a) —f V; (b) |§ A 
10.55 (a) 5 X 10- 6 O; (b) 2,5 x 10 & O 

10.59 Para r < R lt (po/2tt) ( Ir/R\ ); para R t < r < R 2 , (^,/ 2n) I/r ; para < r < R 3 , 
(^I/2nr) (Rl — r 2 )/(R? — ił 2 ); para r > ił 3 , O 
10.07 (a) — 0,24 Wb; (b) 0; (c) 0,24 Wb 

CAPITULO 17 

17.1 (a) — 16 tt V; (b) -f 16 tt V; (c) + 32 tt V; (d) 16n V; (e) 32 tt V 

17.5 (a) Circunferencias concćntricas, en el mismo sentido de las agujas del reloj; 
(b) 5 X 10 -3 N C _1 , tt X 10 -3 V; (c) 1,57 x 10 -3 A; (d) 0; (e) el concepto 
do diferencia de potencial sólo es realmente util en condiciones estacionarias; 
(f) 3,14 x 10- 3 V 

17.7 (a) 2 V; (b) 2 1 V; (c) O, 0; (d) 1 A, t A 

17.9 3 V; cl extremo a estś a potencial mas alto 

17.13 (a) 7,2 x 10-“ Wb A-*; (b) 2,9 X 10- 1 Wb; (c) 4,8 X 10- 1 V 

17.19 faN A/2 tcH 9 donde A es el drea de la seecłón transversal de łas boblnas y Ii 

es et radio del toroide 
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17.23 [L Q Iabvl2n(r + vt) (r + a + vł) 

17.27 (b) q - (BIA) (e AtJR — 1), 1 = (. B/R)e AtjR , donde A = (C a — CO/CjC. y 
— W^a 

17.31 (a) / — Cco/ Ygo cos co// 

17.33 (a) 5 x 10- 4 A; (b) 5 X 10" 2 A; (c) 5 A 

17.35 (a) 5 x 10~ 2 A; (b) 5 X 10-* A; (c) 5 x 10~ 4 A 

17.39 (a) 0,38* sen 20*/V; (b) 0,19* sen (20*/— * x 10 ~ 2 ) A 

17.41 (a) 98,21 A, 10,9°; (b) 98,21 sen (120*/— 10,9°) V, 35,35* sen (120*/— 

— 79,1°) Y, (409,2/*) sen (120*/ — 100,9°) V 

17.43 (a) 0 A; (b) 1 A; (c) 9,804 A; (d) 50 A; (e) 9,804 A; (f) 1 A 

17.45 Circuito 1:1/Z - YlfR 2 + co?/C 2 , aretg ( — c ofR/C); circuito 2: 1/Z - (1/«,L> — 

— <o//C, 90°; circuito 3: 1/Z = Yl/R* + (l/<o/L — co//C) 2 , aretg (R/o> f L O 
(C — ta* f L) 

17.47 Impedancia infinita 
17.53 9/c 0 


CAPITULO 18 

18.3 (a) 10 m; (b) 0,5 m; (c) 100 Hz; (d) 50 m s- 1 

18,9 (a) 8,86 X 10-* m, 1,69 x 10“ 2 m, 2,35 X 10-*m; (b) 8,86 X 10- 8 m, 

2,99 x 10-® m, —2,99 x 10" 3 m; (c) —0,06 cos (3x — 2/), 6 x 10- 2 ms“ ł ; 
(d) 0,667 m s- 1 

18.11 (a) 5 = 10~ 4 sen 2* (1,98 x 10~ 3 x—10/); (b) 1,56* 2 X 10“ 2 Jm- 2 ; 

(c) 3,1671^ x 10~ 6 W; (d) aproximadamente 1 mW 
18.13 15,6 m s- 1 

18.15 3,20 x 10 3 m s- 1 

18.17 (a) aumenta en Y 2; (b) disminuye en l/f2; (c) aumentar cuatro veces; 

(d) disminuir en i 
18.19 99 m s” 1 

18.21 (a) 12,8 ms- 1 ; (b) 0,268 m s- 1 ; (c) Ę = 10~ a sen 2* ({x — 4,3/); 

(d) 5,5 X 10- 2 W 

18.23 (a) 1,25 X 10“ a m; (b) 6,25 x 10- 8 m, 4,9 x 10 2 N; (c) 5,06 x 10 3 m s-», 
1,60 x 10 5 m s- 1 
18.27 0,579 m s- 1 K“ x 

18.29 (a) p * p 0 [l + (9 0 /A:) sen 2*(s/X — Z/P)]; \ - 9( 0 X/*2*) cos 2*(x/X — t/P) 

18.31 Para el sonido mis debil: 4,49 x 10~ 13 W m- 2 , — 3,5 db, 1,43 x 10~ u in; 
para el sonido mas fuerte: 0,881 W m.- 2 , 119 db, 2,00 X 10~ 6 m 

18.33 (a) Aumenta en un factor de 4; (b) aumenta en un factor de KlO 
18.35 (a) 57,9; (b) 2,98 x 10~ 2 

18.37 (a) 1,869 X 10 2 m s- 1 ; (b) 18,75 m s~*; (c) 7,342 m S" 1 ; (d) 7,089 m s~ l 
18.41 5 - Ę 0 {2 cos i[(k — k')x — (<o — o/)/] + 1} sen (kx ~~ o>Z) 

is.43 3v p ~~2Yyi?; yyjp 

18.47 (a) 529,2 Hz; (b) 470,4 Hz 

18.49 (a) 1,088 X 10 8 Hz; (b) 9,117 x 10 2 Hz 

18.55 o - ł(l — Y/3k) 

18.57 0,2902, 2,54 x 10 10 N mr 1 ; —0,1007, 1,44 x 10"> N m~* 

18,59 (a) o — kY~ a (w e« Imaglnaria); (b) no; (c) no 
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CAPITULO 19 

10.1 (a) 3 m, polarizada linealmente en el piano X Y , se propaga en la dirección + X ; 

(b) = 0, % = łx 10- 8 cos [2n X 10*(/ — x/c)]; 

(c) 3,316 x 10“ 4 W m~ 2 

10.3 (a) ćz — 0, C y = ćg = ć 0 sen (Ar# — wf), % = 0, 9Ą, — — Ć z /c , 93* = c 

(b) ćz = 0 , ć y — — Ko s^ 11 (A*# — to/)? ć* = V"3/2)ć 0 sen (/cx — co/), 93 = 0 , 

93y = _ ć z /c, % = ćy/c; (c) ćz = 0, ć y = Ć 0 cos (A*x — co/)) ć z = ćo sen (fcc — 
— co/), 93® = 0, 93^ = —ć z /c, 95 z = ć y /c; (d) ćz = 0, Ćy = Ć 0 cos (kx — co/), Ć z = 
“ Ko sen (&X - W 0) % =» 0, 93y = — ć*/c, % — Ćy/c 

10.5 (a) Polarización circular derecha; (b) polarización lineal formando un angulo 
de 315° eon el piano XY; (c) polarización eliptica, formando el eje mayor 
un angulo de 315° eon el piano XY; (d) polarización eliptica iząuierda, for¬ 
mando el eje mayor un angulo de 45° eon el piano XY; en cada caso 93y = 
=z — ć z /c y 93 z — ćy/c« 

10.7 ć v = f24^cos [4 k x 10 6 (x — cf)] N C' 1 ; °Q Z = (ćy/c) T 
10,0 1,15 X KPN O 1 , 3,84 x 10-« T 

19.11 ł x 10~ 7 T, 133 W 

10.13 (a) i X 10- 9 T; (b) 1,33 X 10“ fl W m~ 2 ; (c) 4,42 x 10- 16 J m-*; (d) 167 W 
10,21 (a) 796 W m~ 2 ; (b) 7,75 x 10 2 N G" 1 , 2,58 x 10-* T; (c) 2,652 x 10~ 6 J m- 3 . 
8,84 x 10- 16 m- 2 kg s** 1 

10,23 (a) 2,02 x 10~ 13 W; (b) 4,95 x 10* moleculas (alrededor de 8 X 10" 11 % 
de un mol) 

10,27 (a) 4,01 x 10 11 eV s- 1 , 0,563 eV por revolución (clasicamente la orbita del 
electrón duraria entonces sólo 10 n s mas o menos); (b) 1,10 x 10' 2 eV s _1 , 
5,22 X 10 -10 eV rey 1 ; (c) 3,26 X 10~ 9 eY S” 1 , 6,63 X 10- 1B eV rey 1 
10.31 2,11 x 10 16 s _1 ; 3,80 x 10 25 , que se compara eon aproximadamente 10 26 por m 3 
19.33 1,82 x 10“ s-i; n = 1 + 6,05 x 10*7(3,29 X 10 32 —to 2 ); 1,00019, 1,00018 
19.35 (a) 1,24 x 10-»m; (b) 1,24 x 10-« m; (c) 1,24 x 10- 4 m 
19.37 (a) 274 MeV; (b) 40 MeY 

19.39 Para el electrón: 5,402 X 10 -23 kg m s _l , 10 1 eV; para el protón: 4,868 X 10 -23 
kg m s -1 (en dirección opuesta), 2,8 eV 
19.41 (a) 4,555 x 10 14 Hz; (b) 1,88 eV; (c) 4,1274 x 10~“ J s C" 1 
19.43 (a) 1,704 x 10“ electrones m- 2 s- 2 ; (b) 3,0 x 10~ 9 W m- 2 
19.45 (a) 98,81 eV, 2,39 x 10 16 Hz, 1,21 x 10-“ m; (b) 98,81 eV, 5,37 x 10- 24 kg 
m s -1 , 60,5° 

19.47 (a) 1,012 X 10-“ m, 59°; (b) 143,2 eV 

CAPIWLO 20 

20.3 Del c.obre al acero: 1,0327 y 0,3269; li = 2 sen 207t(< — x/42,31) cm, !jr = 
*= 2,0654 sen 20it(t — x/45,17) cm, \ T ' = 0,6538 sen 20jr(f — x/42,31) cm. Del 
acero al cobre: 0,9673 y —0,3269, £< = 2 sen 20 jt(< — x/45,17) cm, = 
= 1,9346 sen 207t(/ — x/42,31) cm, = — 0,6538 sen 20 (t — x/45,17) cm 

20.5 (a) —0,0791 y 0,7194; (b) —0,3033 y 0,6966 

20.7 (a) — Ru = — 0,2, T„ — T, — 0,2; (b) R. = Rj — 0,2, T„ = T(, 0,3; 

(c) cl tinico cambio de fasę ocurre en la reflexión en el aire sobre cl vidrio 
20.9 5(1,4°, 33,6° 

20.11 (a) 36,9°; (b) porpcndictilar al piano de Incldencla 

20.16 Prlmer caso: R„ * —0,1289, R ff **= 0; T„ =-= 0,84(58, T„ *=■ 0; sogundo caso: 
R* •» 0, R» —j — 0,1567; T„ » 0, T„ « 0,8433; tcrccr caso: R„ - 0,3311, 
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R<y = 0; T* = 0,4980, T a = 0; cuarto caso: R* = 0, R a = — 0,5604; 
T* = 0, Ta = 0,4395 

20.17 Para eldiaz reflejado, R^ = — 0,1033, Ra = — 0,3046; el haz estd polarizado 
elipticamente, siendo el sentido de rotaclón opuesto al del haz incidento; 
para el haz refractado, T* — 0,7259, T a = 0,7050; el haz esta polarizado 
elipticamente en el mismo sentido que el haz incidente. 

20.21 3,82 X 10“ 7 m, 3,80 x 10~ 7 m, 5,085 X 10 14 Hz 
20.23 (a) 8,726 X 10“ 7 m; (b) 1,7452 X 10-«m; (c) 3,490 x 10-« m 
20.27 En (2) la luz esta polarizada linealmente en la dirección del eje de trasmisión * 
de A ; en (3) la luz esta en generał polarizada elipticamente, como se discutió 
en el ejemplo 20.4; en (4) la luz esta polarizada linealmente en la dirección 
del eje de trasmisión de C 

20.29 (a) A 45° en sentido contrario al de las agujas del reloj respecto al eje Y; 

(b) a 45° en el sentido de las agujas del reloj respecto al eje Y; (c) 5,828; 1 
20.31 (a) Si; (b) brillante; (c) oscuro 
20.33 1,194 g 

20.35 (a) AQ = 2,4 X 10” 4 (pT/p 0 T 0 ) tg 6, donde p 0 y T 0 son la presión y la tempe¬ 
ratura normales; (b) 1 minuto de arco 

20.37 n(y) = n D f [B* + A 2 cos 2 (y/B)]/(B a + A 2 ) 


CAPITULO 21 

21.3 (a) 0,778 m, — 0,556; (b) lm,— 1,0; (c) 1,33 m, — 1,67; (d) oo, co; para 

un objęto virtual, 0,270 m, — 0,901 

21.5 (a) 0,48 m, convergente; (b) 1,92 m, convergente; (c) 1,2 m, divergente; 

(d) 0,80 m, convergente; (e) 2,4 m, convergente; (f) 0,3 m, convergente; 
(g) 0,60 m, divergente 

21.7 8 cm, 2,1 

21.9 40 cm ó 37,5 cm 

21.11 3,2 cm, comparada eon la distancia focal de 5 cm 

21.19 Desde el lado en que esta mas cerca: 0,4 cm de la superficie, 0,8; desde el 
lado en que esta mas lej os; 2 cm de la superficie, 1,33 
21.21 (a) 43,8 cm, a la izquierda de la cara piana; (b) 1,71 
21.23 (a) 20 cm; (b) virtual y erecto; (c) 1 mm 

21.25 20 cm dentro de la lente medidos desde la superficie de 20 cm de radio; 5 cm 
fuera de la lente medidos desde la superficie de 10 cm de radio 
21.27 2 R 

21.35 (a) 0,24 m; (b) — 1,2 m, 6; (b) 0,15 m, 0,375; (d) 0,109 m, 0,545 
21.37 5,38 cm 

21.39 (a) 1,07 m, real; (b) 0,67 m, real; (c) 0,8 m, real; (d) 0,27 m, virtual; 

(e) — 0,1 m, real 

21.41 (a) 0,48 m, convergente; (b) 1,92 m, convergente; (c) 1,2 m, divergcnto; 
(d) 0,8 m, convergente; (e) 2,4 m, convergente; (f) 0,3 m, coiwergentc; 
(g) 0,6 m, divergentc * 

21.43 —18 cm, —60 cm; (a) 10 cm; (b) 11,7 cm 
21,47 4,84 cm; 5,16 cm; —4,84 cm; —5,16 cm 
21.51 1,521, 40° 

21.55 54°; el rtiyo oxperimontn reilexlón (olał; 63,2°, el rnyo se desvla 24,4° 

21.57 1,19 x 10”* rud 41' 

21,59 Fi — 4,17 cm; 1*\ — -• • 1,67 cm 

21.01 21,1° 
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CAPITUŁO 22 

22.1 (a) 0,64 mm; (b) 1,62 mm, 3,25 mm 

22,3 0,286 mm 

22.5 9 X 10" fi m = 0,09 mm 

22,7 (a) Comenzando en el punto medio entre las fuentes, los primeros minimos 

est&n a 0,25 m a cada lado, luego cada 0,5 m; (b) a lo largo de las hiperbolas; 
r x — r a = ±łnm; (c) tambien hiperbolas de la misma ecuación; (d) no 
22.9 1,122 X 10~ 7 rad = 0,024 segundos de arco 

22.11 Aproximadamente 4 segundos de arco 
22.13 —12 db 
22.19 2,95 X 10~ 4 rad 

22.21 (a) 5,6; (b) 0,2rc; para la luz que incide a 30°: (a) 6,0; (b) iz 
22.23 Para la luz reflejada: (a) 20,3°; (b) 37,7°; para la luz trasmitida: (a) 37,7°; 
(b) 20,3° 

22.27 (a) 2,19/JV x 10-» m; (b) 182 

22.29 (a) 299,2 Hz, 598,4 Hz, 899,6 Hz; (b) 2 m, 1 m, 0,67 m; 

(d) =s 2£ 0 sen ttx cos 600 ttć, Ę a =# 2^ sen 2nx cos 1200^, 

Ę 3 s 2£ 0 sen 3tzx cos 18007tf. 

22.31 (a) 289,6 Hz, 579,2 Hz; (b) 145,8 Hz, 437,4 Hz 
22.33 24,43 Hz 

22.37 Para el fundamental: 1, 0 y 0, 1; doblemente degenerado; para el primer 
armónico: 1, 1; para el segundo armónico: 2, 0 y 0,2; doblemente degenerado; 
para el tercero: 2, 1 y 1, 2; para el cuarto, 2, 2; para el ąuinto: 3, 0 y 0, 3; 
para el sexto: 3, 1 y 1, 3; para el sóptimo: 3, 2 y 2, 3. Obs6rvese que el duo- 
dćeimo armónico, v = 5v 0 , tiene degeneración cuadruple proveniente de las 
combinaciones 4, 3 y 3, 4 como asi tambićn 5, 0 y 0, 5. 

23.41 k* = k\ + Jc| 


CAPITUŁO 23 

28.1 0,56 mm 

28.3 6,0 x 10 a m 

23.7 (b) 0,48 mm X 0,24 mm 

23.9 (a) 2,05 x 10-" m; (b) 7,03 x 10~« m 

28.11 1,25 x 10-* m, 5 x 10~ 6 m 

28.13 2,4 x 10- s m 

28.15 (b) 1,22X1 D, 2,233X/D, 3,239 X/D; (c) (1,22X/D)/, (2,233 X/D)f, (3,239 X/D)f 
28.17 2,24 x 10 -4 m 

23.19 (a) 1,5 por la amplitud sin pantalla y 2,25 por la intensidad sin pantalla; 
(b) fre 

28.21 (a) (800/n) m; (b) ?00 m 
28.23 17,5°, 36,9°, 64,2° 

28.25 (a) 5,70 x 10- 7 m; (b) 43,1° 

28.27 12,0°, 28,5° 

28.29 16,000; si; aproximadamente 7°; 4,11 x 10 5 m-* 

28.83 (a) 9,791 x 10-” m; (b) 20,3° 

28.85 1,3" 



Respuesłas a los problemas eon numero impar A-25 


CAPITULO 24 

24.1 Agregar el termino ( 8D/8n ) ( dn/dx)‘ en el segundo miembro de la ecuación 
(24.4) 

24.3 (a) — 12,5 °C; (b) 9,6 x 10* J m- a s- 1 

24.5 4,38 X 10 3 J s- 1 (4,38 kW) ó 15,8 x 10 8 J hr-* 

24.7 (a) l,5n J s- 1 ó 1,125 cal g- 1 ; (b) 96 % en el cobre, 4 % en el acero 

24.19 2,45 x 10- 8 m» s" 1 
24.23 a = —8,520; b = 815 

24.25 (a) 6,00 x 10»; (b) 4,65 X 10»; (c) 6,00 X 10'; 1,46 X 10*', 6,80 x 10”, 
1,46 X 10 21 

24.27 60,6 %, 36,8 %, 13,5 % , 4,5 X 10-» %; x = Zln 2 
24.29 D oc T/p; X oc Kr 
24.31 1,76 X 10- 8 P K- l/a 

24.33 K/D — ip/T — 555 a temperatura y presión normales; 

i)/D = pm/kT = 4,45 X 10 ~ 2 m a temperatura y presión normales (m en urna) 

24.35 6,25 X 10- s m, 9,321 x 10» s- 1 ; 1,83 x 10- 18 m 

24.37 0,654 mm 



